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Nous sommes habitués & munir un espace {2 d’une topologie pour regarder des convergences. Nous allons
ici le munir d’une tribu pour mesurer des ensembles et intégrer. Nous avons surtout en téte de regarder
des tribus engendrées par une topologie pour faire les deux et considerer des mesures de masse 1, c.a.d. des
probabilités.

1 Algebres, tribus, m-systemes, \-systemes et espaces mesurables

Soit 2 un ensemble quelconque. On commence par définir toute une typologie de collections d’ensembles
que 'on utilisera tout au long du cours.

Définition 1.1. (w,\-systémes, algébres et tribus)
1. Une classe P de sous-ensembles de € est appelée un m-systeme ssi :

A BeP=ANBeP

2. Une classe F de sous-ensembles de Q) est appelée une algebre ssi :
i) Qe F.
i) Fe F=FceF.
iii) FFGe F = FUG € F.
3. Une classe F de sous-ensembles de ) est une tribu (ou o-algébre) ssi :

i) F est une algébre.



i1) Si F,, € F pour tout n € N alors UpenF,, € F.

Définition 1.2. (A-systémes)
Une classe L de sous-ensembles de Q) est appelée un A-systéme ssi :

i)QeLl.
it) Si A,Be L et AC B alors B\A € L.

iii) Si (An)nen est une suite croissante d’éléments de L alors UpenAy € L.

Remarque 1.1. (i) Un tribu est une algébre (qui est un 7 systéme) et un X systéme.

Un X\ systéme n’est pas forcement un m systéme (et donc une tribu), d cause de l'intersection. Prendre par
exemple {@, A, B,Q — A, Q — B,Q} qui est un X\ systéme mais ne contient pas AN B.

Une algébre est un m systéme, mais pas forcément vrai un X\ systéme. Les parties de N finies ou de complémentaires
finies forment une algebre mais pas un A systéme a cause des entiers pairs, tout commes les unions fines
d’intervalles semi-ouverts.

(i) La différence entre topologie et tribu ¢ Le passage par complementaire marche pour les tribus (pas pour les
topologies) mais pour les tribus union doit etre dénombrable. La topologie est donnée par l'union quelconque
d’intersection finie d’éléments des ensembles qui ’engendrent (ces intersections sont des bases de voisinage),
la tribu c’est plus compliqué...

(iii) On peut remplacer les stabilités par intersection par des stabilités par union pour l’algébre (et donc la
tribu, mais pas le \ systéeme) qui possédent le passage au complémentaire et a l'union, et l'union par une
union disjointe ou croissante pour la tribu.

(iv) Une intersection quelconque (dénombrable ou pas) de mw-systemes, A-systémes, d’algébres ou de tribus
est (respectivement) un w-systéme, un \-systéme, une algébre ou une tribu.

(v) Le w-systéme, le A-systéme, algébre ou la tribu engendrée par une partie x est lintersection de tous
ceux contenant x.

(vi) Vous savez engendrer une topologie par une base de voisage en prenant 'union quelconque d’intersection
finie d’élément de cette base.

Le coin du curieux (cf le cours d’Amaury Lambert o Jussieu en L3, TD 4). On pourrait penser (au vue

aussi de certains cas particuliers) que trouver la tribu engendrée par une classe C se fait en ajoutant o C
les unions dénombrables et les complémentaires des parties de C'. Manque de chance, cela ne marche pas
toujours, notamment pour le cas de la tribu borélienne sur R. Et ce méme si ¢’est un 7 systéme (ou que l'on
ajoute les intersections dénombrables). Si | on obtient ainsi une tribu, on a bien trouvé la tribu engendrée
par (C).
Si 1 on procéde de la sorte en partant des intervalles réels, on ne tombe en effet pas sur une tribu. 1l faut en
fait itérer ce processus par récurrence transfinie pour obtenir la tribu des boréliens. Cela explique pourquoi
il est tmpossible de fournir une description explicite compléte des boréliens de R. On peut montrer que la
tribu borélienne sur R a la puissance du continu, ce qui montre 'existence de non-boréliens (car P(R) a une
puissance strictement supérieure a celle du continu).

Proposition 1.1. Une collection de sous-ensembles de §2 est une tribu ssi c’est a la fois un A-systéeme et un
T-systeme.

Le théoreme suivant est fondamental dans tout ce qui suit et notamment dans la démonstration du
théoreme de Carathéodory dont nous parlerons plus loin.

Théoréme 1.1. (Dynkin)
Si P est un mw-systeme contenu dans un A-systéme alors ce \-systeme contient la tribu engendrée par ce
m-systeme.



Démonstration. Voir TD. O

Intérét : Montrer que les ensembles vérifiant une propriété P forment un A systéme qui contient un 7
systeme pour obtenir que la tribu engendrée par le 7 systeme vérifie P.

Définition 1.3. Espace mesurable Une paire (0, F), ot Q est un ensemble et F est une tribu sur €, est
appelée un espace mesurable. Un élément de F est appelé un ensemble F-mesurable.

Passons maintenant a un exemple fondamental d’espace mesurable. Soit S un espace topologique muni
de sa famille S d’ouverts.
On appelle tribu borélienne sur S la tribu engendrée par S.

On la note B(.S) et ses éléments sont appelés les boréliens de S. Cette tribu est engendrée (par exemple)
par l'une des classes suivantes (qui sont des 7 systéme), voir TD :

d d d
{H[ai;bi];ambi GR}v {H(—Oo;bi];bi GR}, {H[ai§+oo);ai GR}
i=1 i=1 i=1

Les éléments de B(R?) peuvent étre trés compliqués mais il est possible de construire des ensembles non
boréliens (voir TD)

2 Mesure

Définition 2.1. Soit u une application de F dans [0, +00].
1. p est dite additivement dénombrable si pour toute suite d’éléments disjoints F,, € F tels que U, F), €

2. u est appelée mesure sur un espace (2, F) mesurable ssi () =0 et p est additivement dénombrable.

Remarque 2.1. x L’addititive dénombrabilité de la mesure entraine sa monotonie : si A, T A avec A,, € F,
alors u(Ay,) 1 A. x Bien sur préciser u(0) = 0 est inutile par 2) si p n'est pas identique o l'infini car
w(@) =35 w(). Tout comme préciser Up,F,, € F est inutile dans 2) ici mais utile dans Carathéodory.

* On dira que la mesure p est finie (ou de masse finie) ssi () < 4o00.

* On dira qu’elle est o-finie ssi il existe une suite (Qy,), d’ensembles mesurables tels que p(Q,) < +oo et
Q=U,Q,.

* On appelera probabilité toute mesure p de masse () égale a 1. (Q,F,u) est alors appelé un espace
probabilisé ou espace de probabilité.

* On peut compléter un espace mesuré (2, F, u) en ajoutant les ensembles négligeables, i.e. les ensembles X
tels qu’il existe Z € F contenant X de mesure nulle. Pour les Boreliens, on obtient la tribu des Lebesguiens.
* On ne peut espérer avoir w(UzerFy) = D cp (Fy) en général comme on peut le voir avec I’ensemble non
dénombrable I = [0,1], F,, = {«} et la mesure de Lebesgue (on obtient 1 =0).

2.1 Prolongement de mesures

Le probleme posé est le suivant et est bien illustré par le cas de la mesure de Lebesgue A. On cherche
a définir une mesure A sur (R, B(R)) telle que pour tous réels a < b, A(Ja,b]) = b — a. Premiere question :
existe-t-il une telle mesure ? Si oui, est-elle unique ?

Théoréme 2.1. (Carathéodory)
Soit  un ensemble muni d’une algébre Fy et soit F la tribu engendrée par cette algébre. Si pg est une
application dénombrablement additive g : Fo — [0;4+00] alors il existe une mesure p sur (2, F) telle que

w=py sur Fo

Si po(2) < 400 alors cette extension est unique.



Pour obtenir la mesure de Lebesgue sur ((0,1], B((0,1])), on peut prendre comme algebre
F =(a1,b1]U... U (ay,b,]

avecr E Net0<a; <...<a,<b. <1.

Pour la preuve, on commence par établir que deux mesures qui coincident sur un m-systéme (ou donc
une algebre) coincident aussi sur la tribu qu’engendre ce m-systéme (ou cette algebre).

Proposition 2.1. (d’unicité des prolongements de mesures)
Soit Q un ensemble muni d’un w-systéme P et soit F = o(P). Supposons que l'on ait deux mesures py et o
sur F de méme masse finie, p11(Q) = ua(Q), qui coincident sur P. Alors

H1 = M2
Ce résultat (comme d’autres plus loin) se généralise aux mesure o finie par limite croissante.
Pour le prouver, on définit la classe D = {F € F;u1(F) = ua(F)}. Il est facile de voir que c’est un

A-systeme puisque puisque le fait que les deux mesures aient méme masse montre que {2 € D et les masses
finies assurent que D est stable par différence propre. Donc par le théoreme de Dynkin, D contient F.

Passons maintenant a la preuve du théoreme de Carathéodory.

Démonstration. (Théoréme de Carathéodory). Nous n’indiquerons que les principales étapes, les détails
étant parfaitement expliqués dans [Williams, Probability with martingales].

Etape 1 : Soit P(2) la tribu composée de toutes les parties de Q. Pour un G € P(2), on définit

A(G) = inf {Zuoua)}

ou l'infimum est pris sur toutes les suites (F,), d’éléments de Fy qui recouvrent G, i.e. G C U, F,. A n'est
pas une mesure mais est ce que 'on appelle (improprement) une “mesure exterieure”, c’est-a-dire qu’elle
jouit des propriétés suivantes :

a) A(0) = 0.

b) A est croissante : G1 C Go = A(G1) < A(Ga).

¢) A est dénombrablement sous-additive : si (Gg)x est une suite d’éléments de P () alors

A(UkGr) <) MGr)
k

Seule ¢) mérite d’étre expliquée. Soit (G, ), une suite supposée telle que pour chaque n, A(G,) < +o00
(sinon c’est trivial). On se donne € > 0 et pour chaque n, on se donne une suite d’éléments (F, i )i de Fo
pour lesquels

Gn - Uan,k: ) ZMO(Fn,k) < )\(Gn) +€2_n-
k
Alors G C Uy, 1 F, et on a:

MG) <Y po(Fug) <Y AGn) +e.
n,k n
Puisque € est arbitraire, en le faisant tendre vers 0, on obtient ¢).

Etape 2 : On introduit alors la notion de A-ensembles. Un élément L de P(2) est appelé un A-ensemble
ssi “il décompose tout élément de P(2) proprement”, c’est-a-dire :

MLNG)+ AL NG) = A(G), VG € P(Q)



Lemme 2.1. Les A-ensembles forment une tribu L sur laquelle X est dénombrablement additive si bien que
(Q, L, \) est un espace mesuré.

Démonstration. Montrons ce lemme. L est une algebre qui jouit de la propriété suivante :

Si Ly, Lo,...,L, sont des éléments de £ disjoints et G € P(2) une partie quelconque de Q alors
MUP_ ((Ly N G)) Z)\Lka (%)

Nous avons donc & démontrer que si (Lg)x est une suite d’éléments disjoints de £ alors L = UgLg € L
(cf. la remarque apres la définition de la notion de tribu) et

L) =7 ML)

Par sous-additivité de A, on a pour tout G € P(R) :

AG) < MLNG)+AMLENG)

Passons maintenant & l'inégalité inverse. Soit M,, = Ug<,Lg. Puisque £ est une algebre (cf ce qui
précede), M,, € L donc

MG) = MM, NG)+ AM;NG)
Or L¢ C M si bien que

MG) > MM, NG)+ ML NG)
et par (x),
n
> Y MLy NG) + ML NG)
k=1
Par passage a la limite quand n — +o0, on obtient
Z (LikNG)+ ML NG) > AMLNG) + ML NG)
la deuxieme inégalité étant une conséquence de la sous-additivité de A. On en déduit que L € L. D’autre

part, puisque la derniere inégalité est en fait une égalité, on voit qu’il en est de méme des autres et que
finalement

MLNG) Z ML N G)
11 suffit maintenant de prendre G = 2 pour conclure.

Il nous reste a voir que Fy C L et A = pg sur Fy pour achever la preuve du théoreme.
Etape 3 : Preuve que A = g sur Fy.

Soit F' € Fy. On a bien entendu A(F') < po(F). Supposons maintenant que F' C U, F,, ou F,, € Fy. On
définit une suite (E, ), d’éléments disjoints de Fy par :

El :Fh En :Fnﬂ(uk<an)c



si bien que E,, C F}, et F C U, F,, = U, E,. En utilisant la o-additivité de pg sur Fp, on a
p0(F) = o (Un(F N Ey)) =Y pio(F N Ey)

Donc

po(F) <> no(En) <D po(F)
si bien que A\(F') > po(F) ce qui conclut la troisieme étape.
Etape 4 : Preuve de Fy C L.

Il nous faut voir que si F est un élément de Fy alors E décompose proprement les éléments de P(€2).
Soit donc G € P(Q) et soit pour € > 0 quelconque une suite (F},),, d’éléments de Fy tels que G C U, F,, avec

ZMO(Fn) <AG) +e

Par définition de A,

ZNO(Fn)

D uo(ENE) + ) po(ECNF,)

MENG)+AE°NG)

v

car ENG CU(ENF,) et E°NG C U(E°N F,). Puisque ¢ est aussi petit que l'on veut,

AG) > MENG) + MNE°NG)

Puisque A est sous-additive,

AMG) S AMENG)+ AE°NG)

Donc E est un A-ensemble. O

2.2 Fonctions mesurables

Définition 2.2. Une fonction f: (Q, F) — (R%, B(RY)) sera dite mesurable si
VA e B(RY), f 1A eF.
On dit qu’elle est borélienne quand (2, F) — (R", B(R™)).

On donne maintenant une version fonctionnelle du Théoreme de Dynkin, souvent utile et appliquée sous
une forme dans la construction de 'intégrale ensuite.

Exercice 2.1. (Théoréme de la classe monotone, D. Williams, Probability with martingales, p. 205)
Soit H une classe de fonctions bornées de 2 dans R vérifiant

(i) H est un espace vectoriel sur R

(ii) la fonction constante 1 est un élément de H

(iii) si f,, est une suite croissante de fonctions positives de H, tendant vers une fonction f bornée sur €,
alors f € H.

Alors, si H contient les fonctions indicatrices de tous les ensembles d’un w-systeme Z, H contient aussi toutes
les fonctions o(Z)-mesurables et bornées sur (2.



1) Soit D la classe des ensembles F' tels que 1r € H. Montrer que D est un A-systéme et en déduire que D
contient (7).

2) Soit f une fonction o(Z)-mesurable telle qu'il existe K € N, 0 < f(s) < K, Vs € Q. Pour n € N, on
considere les fonctions en escalier approximant f,

K2"

Fu(8) =D 02 W agmay(9),

i=0
ou

A(nyi) ={s, 27" < f(s) < (i +1)27"}.
Montrer que f, € H, puis que f € H. En déduire le théoreme.

3 Exercices : Algebres, tribus et compagnie

Exercice 3.1. Montrer que la tribu des boréliens de R est engendrée par :
1. la classe des intervalles ouverts bornés
2. la classe des intervalles bornés [a;b)
3. la classse des demi-droites ouvertes (—oo;a)
4. la classse des demi-droites fermées (—oo; al

Indication : Obtenir la premiére en utilisant que tout ouvert est l'union dénombrable disjointe d’intervalles
ouverts (on montre cela en considérant la relation d’équivalence xRy ssi [x,y] C O) et en écrivant un
intervalle non borné comme l'union de ses restrictions & [—n,n] pour n € N.

Exercice 3.2. Exercice (Lemme de Dynkin) (Williams, p 193)
Un 7-systeme est un ensemble de parties de € stable par intersection finie.

Un A-systeme est un ensemble £ de parties de € qui est stable par différence propre et union dénombrable
croissante et tel que 2 € L.
1) Démontrer qu’une collection ¥ de sous-ensembles de 2 est une tribu si et seulement si ¥ est a la fois un

m-systeme et un A-systeme.

2) On va montrer que si Z est un 7w-systeéme, alors la tribu o(Z) engendrée par Z et le A-systéme engendré
par Z sont égaux : A(Z) = o(Z). La démonstration est détaillée dans les deux questions qui suivent.

2a) Soit D1 ={B € \(Z): VC €Z,BNC € A(Z)}. Montrer que D; hérite de la structure de A-systeme
de A(Z). En déduire que Dy = A\(Z).

2b) Posons Dy = {A € M(Z) : VB € A(Z), BN A € AMZ)}. Montrer que Dy contient Z et hérite de la
structure de A-systeme de A(Z). En déduire que Dy = A(Z) est un m-systeme.

3) Déduire le théoréme de Dynkin :
Soit P un w-systéme et £ un A-systéme tel que P C L. Alors la tribu engendrée par P est contenue dans L.

Indications 2.a) Dy est un A systéme qui contient I et qui est inclus dans A(I) donc Dy = \(I).
2.b)Le fait que Do contient T se déduit de 2a). Puis en substituant A\(Z) a T dans 2a) et en remarquant
que AM(A(Z)) = A(Z), on obtient Dy = A(I)

Exercice 3.3. (Il n’y a pas de tribu dénombrable. Cet exercice est extrait de Le Calcul Integral, H. Buch-
walter (ne donne pas la correction).)
Soit F une tribu sur € supposée au plus dénombrable.



a) Démontrer que tout w € € est contenu dans un plus petit élément de F.

b) En déduire que F est exactement la tribu engendrée par une partition au plus dénombrable.

¢) Montrer alors que F est nécessairement finie de cardinal une puissance de 2 et que donc il n’existe pas de
tribu dénombrable au sens strict.

d) Trouver toutes les tribus de N.

Réponses : a) Prendre Uintersection des éléments de F contenant w.

b) On note F(w) l’ensemble minimal précédent. La famille {F(w) : w € Q} forme une partition pour
w € Q. En effet supposons F(wy) N F(wy) # &. Alors wy € F(ws) puisque w1 ¢ F(wy) — F(ws) et donc
F(wy) C F(ws) puis par symétric F(w1) = F(ws). Cette famille est au plus dénombrable car F 'est. Elle
engendre la tribu car si F' € F alors F = UyepF(w) puisque w € F implique F(w) C F.

¢) La tribu engendrée par une partition finie Ay, --- , Ay fini est donnée par UF_,(A; ou AS)et a un cardinal
€gal o une puissance de deuzx. La tribu engendrée par une partition infinie est non dénombrable car elle
contient (au moins) {0, 1},

d) Toutes les tribus engendrées par une partition de N. En effet, on peut encore montrer la propriété a) :
soit mg et prenons pour tout n une partie A, contenant ng telle que n ¢ A, (si un tel A, existe : sinon
prendre A, = N). On pose F(ng) = (), An. Ensuite on montre comme pour b) que ces ensembles forment
une partition qui engendre la tribu.

Exercice 3.4. (Exemple d’ensemble non borélien) (Williams, p 192)
Soit (R, B(R), A) 'espace des réels muni de la tribu borélienne et de la mesure de Lebesgue.

1) On définit la relation binaire suivante sur R
TRyssizx —y €Q

Montrer que R est une relation d”équivalence.
2) On désigne par C l'ensemble des classes d”équivalence. Montrer que pour toute classe C' € C il existe
x € C'N[0,1). On choisit alors pour chaque classe C un z¢ vérifiant la propriété précédente et on note
A={xc/C €}
3) Montrer que

01c | g¢+Ac[-1,2

q€[-1,1]NQ

et que les ¢ + A sont deux a deux disjoints.
4) En supposant A borélien, aboutir & une contradiction.

Exercice 3.5. Ouvert dense de mesure petite : Hauchecorne, ” Les contre-exemples en mathématiques”, pp.
128-131 Montrer qu’il existe un ouvert de R contenant Q et de mesure inférieure a ¢.

Remarquer que cela prouve qu’il y a des ouverts denses de mesure aussi petite qu’on veut.

Indication : énumérer les rationnels ¢,, n € N et considérer les intervalles | — % + Gn, Gn + %[

Exercice 3.6. (Ensembles de Cantor) (Hauchecorne, ”Les contre-exemples en mathématiques”, pp. 128-131)
On considere pour 0 < « < 1 opération suivante S, : enlever & un intervalle [a, b] son intervalle central

]a—|—b b—a a—|—b+ b—a[
2 T2 T2 Tt
Soit F C R une union finie d’intervalles disjoints. On note s, (F) le résultat de 'application de s, & tous les

intervalles de E. Quand a = %, I’ensemble K% =(),>1 5% ([0,1]) est appelé ensemble triadique de Cantor.
- 3

Plus généralement, si o = (v, ..., @, ...) est une suite de coefficients 0 < a,, < 1, on pose encore

K2 = $a,5a,_, 50, ((0,1)), Ko =[] KL

n>1

1) Montrer que pour toute suite «, ’ensemble K, est un compact d’intérieur vide, équipotent & l’ensemble
des suites binaires (gauche, droite)N.



Indication : tout élément de K, est défini de maniére unique par le fait qu’il appartient a lintervalle de
droite ou de gauche de K}, puis au sous intervalle de cet intervalle de gauche ou de droite dans K2, etc
En déduire que K, est équipotent & [0, 1].

2) Montrer que K, est de mesure strictement positive si et seulement si ), < +occ. En déduire qu’il y a
des ensembles boréliens équipotents a R et de mesure nulle et des fermés de mesure positive et d’intérieur
vide.

Indication : La mesure de K, est I;>1(1 — ;).

Exercice 3.7. (Il existe un ensemble négligeable et non borélien)

1) Soit K I’ensemble triadique de Cantor. Montrer que ¢’est un compact non vide (donc borélien) négligeable
de R.

2) Montrer par récurrence que ’on peut définir une suite d’applications €, : [0,1) — {0,1},n > 1 telle que

€i(w
21

Vr €[0,1),Vn >1 z”:

On définit alors pour x dans [0, 1)
=, 2¢;(2)

f@)=3 =%

Montrer que f est strictement croissante, injective et borélienne.
3) Soit A ensemble non borélien de léxercice 4.

1. Montrer que f([0,1)) C K
2. Montrer que f(A) est négligeable pour .

3. En utilisant U'injectivité de f, établir que f(A) n’est pas borélien.

Exercice 3.8. Les seules mesures sur R finies sur les bornés et invariantes par translation sont des multiples
de la mesure de Lebesgue. (Probleme 12.1 p. 180 du Billingsley).

Solution : appeler a la mesure d’un intervalle de longueur 1, montrer d’abord que les intervalles de longueur
% ont mesure *, puis que les intervalles de longueur rationnelle ¢ ont mesure ag, finalement que les intervalles
de longueur quelconque b ont mesure ab. Déduire que la mesure considérée coincide sur un 7w-systéme qui
engendre les boréliens avec la mesure de Lebesgue et conclure.

Exercice 3.9. La formule du crible.
Soit p une mesure sur un espace mesurable (2, F) et Ay, ..., An € F.

1) Montrer que par récurrence que

P(UL, A) zn: PN P4, NN 4.

p=1 1<i1 <...<ip<n

2) Montrer par récurrence sur n que pour 1 < m < n,

m

1)p+1 Z P(A“ ﬂ...AiP)

p=1 1<ir<...<ip<n
est une majoration (resp. minoration) de P(U_; A;) lorsque m est impair (resp. pair).

Exercice 3.10. (Théoréme de Sard) Soit f une fonction C! d'un ouvert de R” dans lui-méme. On appelle
point singulier de f un point € R™ tel que Df(x) est non inversible. On note |Df(z)| le jacobien de f.



L’ensemble des points singuliers est donc S(f) = (|Df|)71(0). Le théoréeme de Sard dit simplement que
lensemble f(S(f)) est de mesure nulle.

1) Se convaincre que l'on peut se contenter de montrer le théoréme de Sard quand f est définie sur un
compact. Alors S(f) est compact.

2) On note B(z,r) la boule de centre x et de rayon r. Soit xg € S(f). En écrivant la formule de Taylor,
f(x) = f(xo) + Df(x)(x — 20) + o]z — 20]), montrer qu’il existe un sous-espace propre V de RV et une
constante C' tels pour tout € > 0 il existe r > 0 tel que

f(B(zo,7)) C f(xo) + By (0, Cr) + B(0,er),

ou By (0,r) désigne la boule de rayon r dans V.

3) Soit K un compact de R™. Montrer qu’il existe C' > 0 tel que pour tout r > 0, K soit recouvert par des
cubes (C; ;)icr de diametre r et Y, mesure(C; ) < C.

4) En recouvrant S(f) comme indiqué dans la question précédente, montrer le résultat annoncé.

Solution : On écrit RN = KerDf(xo) @ (KerDf(xo))* et, sur cette somme orthogonale d’espaces, on
décompose —xg = y+z, de sorte que ||y|| < r, ||z|| < r siz—z9 € B(0,7). Onnote V = Df(xq)(KerDf(zg)t).
Donc si ||x — x| < r assez petit,

f(@) = f(xo) + Df(x0)(2) + o(x — z0) € f(z0) + By (0,Cr) + B(0,er),

avec C = ||Df(xo)|| et ot By (0,Cr) est la boule de centre 0 et de rayon Cr dans V. On vérifie aisément
que la mesure de f(B(xg,7)) est alors plus petite que C17Ve? ot d est la dimension de KerDf(xg) et Cy
une constante adéquate.

On conclut ensuite avec le recouvrement fini par des cubes, en sommant les mesures des cubes de diameétres
(qui sont inclues dans les boules de diamétres) r, ce qui majore la mesure globale par er.#1I, < eC.

4 Intégrale contre une mesure

On donne ici les grandes lignes pour la construction de 'intégrale contre une mesure finie et ’objectif
sera d’intégrer contre une probabilité P et d’introduire ’espérance d’une variable aléatoire X comme

[ Homtdn). B = [ X@p)

On peut en fait étendre cette construction & des mesures o finie par limite croissante.

4.1 Construction : la machine standard

Etape 1. Soit f une fonction simple (ou étagée) positive, c’est-a-dire de la forme

N
f= Z apllg,
k=1

ol les ay sont des réels positifs et Ay des éléments de F. On définit I'intégrale de f relativement a p par

N
/fﬂ = > aru(Ar)
k=1
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On vérifie aisément que cette définition est cohérente, c’est-a-dire qu’elle ne dépend pas de écriture de f
choisie. D’autre part, des propriétés simples comme la linéarité, la positivité se démontrent aisément.

On peut construire des modes d’approximation simples pour une fonction mesurable positive. Par exemple
si f est positive mesurable,
K2k —1 I
foi= 2 grligeretpy+Flizy
1=0
converge simplement vers f et uniformément si f est en plus bornée. Ceci motive la définition suivante et
préfigure les résultats de passage a la limite monotone (Beppo-Lévy)

Etape 2. Soit maintenant f une fonction positive mesurable. On définit son intégrale par

/fu = sup{/ hy = h fonction simple positive ,h < f}

Cette quantité peut étre infinie et on dira que f est intégrable si elle est finie. On vérifie que si h est une
fonction simple positive, alors cette nouvelle définition reste cohérente avec l’ancienne.

On vérifie sans mal la liéarité de I'intégrale. Vient alors le théoreme de convergence monotone pour les
fonctions mesurables positives :
Si (fn)n est une suite de fonctions mesurables positives convergeant en croissant  p.p. vers une fonction f

(mesurable positive) alors
[tut [ 1 (1)

Cette démonstration n’est pas difficile car ce théoréeme vient essentiellement du fait que si A,, T A, alors
w(Ay) T (A). Voici la marche de la démonstration. On va la faire dans le cas [ fu < +o0;lecas [ fu = +oo
suit exactement la méme démarche.

On commence par remarquer qu’il existe une suite croissante de fonctions simples g,, telle que [ g,u 1
J fret g, 1 f p.s. Pour cela on prend une suite croissante g,, de fonctions simples telles que [ g,u T [ fu.
On peut toujours remplacer g, par SUp;—1,.. , i, qui est bien une suite croissante. On montre alors que
gn T [ p-s., par Vabsurde En effet, si pu(sup g, < f) > 0, par la propriété de continuité de la mesure pour les
suites croissantes pour quelque n > 0, ensemble A := N, {g, < f —n} est de mesure strictement positive.
Alors en remplagant g,, par h,, := g, + nll 4, on arrive a une contradiction car h,, < g et

/guz /hnu > /gnu+nu(A) —>/gu+nu(A)-

Fixons maintenant g telle que g < f et f gy > f fu—e. Par I’étape précédente des fonctions simples g,
telles que P(g, < frn—¢) < % On remarque que par I’étape précédente g, A g tend vers g p.p. et qu’il nous
suffit de montrer que [ gu, tend vers [ gu. Comme P(g — g,) > € — 0, on peut prendre n assez grand pour
que cette probabilité soit plus petite que e. Comme g, et g sont simples, en nommant Ay la famille finie des
intersections d’ensembles oti elles sont chacune constantes, on peut écrire g, = >, arlla, et g = >, bplla,
et on a alors P(Ugjp,—a,>eAr) < €. Il suffit d’exprimer les espérances de ces deux fonctions simples pour

conclure que [ gu— [ gop < e-+esupg.

Le lemme de Fatou se déduit aisément du théoréeme de convergence monotone. On démontre aussi a ce stade
la linéarité et la positivité de I'espérance.

Etape 3. Soit f une fonction mesurable de signe quelconque. On décompose f en sa partie positive

fT =sup(f,0) et sa partie négative f~ = sup(—f,0) si bien que f = f* — f~ et |[f| = fT + f~. On dira
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que f est intégrable ssi |f| 'est (ce qui implique que f* et f~ le sont). Si f est intégrable, on définit son

espérance par
/fu=/f+u—/f‘u

L’ensemble des fonctions intégrables forme un espace vectoriel sur lequel l'espérance ainsi définie est une

forme linéaire positive. C’est a ce stade que le théoreme de convergence dominée s’établit modulo le lemme
de Sheffé (voir TD).

On remarquera que la construction de l'intégrale se fait selon trois grandes étapes : on commence par
définir 'espérance sur les fonctions simples, puis sur les fonctions mesurables positives grace a une propriété
de monotonie et enfin on passe au cas d’une fonction de signe quelconque grace a la décomposition de f en
sa partie positive et sa partie négative. Cette structure en trois étapes est constamment utilisée dans diverses
preuves. On peut aussi souvent s’appuyer dans ce genre de démarche sur le Théoreme de la classe monotone
donné précedemment.

4.2 Rappel : Intégrale de Lebesgue

Nous rappelons ici les résultats principaux et donnons un certain nombre d’exercices plus ou moins
standards.

Théoréme 4.1. (Beppo Levi, ou convergence monotone)
Si f, est une suite croissante de fonctions définies sur RN et a valeurs dans RT U {4+o00}, on a

/ lim f,(r)de = lim [ f,(z)dr < +oo.

Corollaire 4.1. Soit u,(x) une suite de fonctions définies sur RY et a valeurs dans R U {+oc}. On peut
alors lintégrer terme a terme, c’est-a -dire que

/Eff:lun(x)d:r =X, /un(x)d:r < 400.

Théoréme 4.2. (Théoréme de Lebesgue)
Soit fn,(x) une suite de fonctions qui converge presque partout vers une fonction f. On suppose qu’il existe
une fonction positive sommable fize h telle que pour tout n, |fn(z)| < h(z) pour presque tout x. Alors

[10a0) = f@ldz =0, [ fa@)tz — [ sy

Théoréme 4.3. (Réciproque du théoréme de Lebesgue).
Si fn, — f dans L, alors il existe une sous-suite f,, de la suite f, qui converge presque partout vers f et
un chapeau intégrable h tel que Vk, |fn, (z)| < h(z) p.p..

Théoréme 4.4. (Théoréme de dérivation sous le signe somme) Soient I un intervalle de R et A un sous-
ensemble de R™. On se donne une fonction f définie sur A x I vérifiant les trois hypotheses suivantes.

(a) Pour tout \ € 1, la fonction x — f(x,\) est sommable sur A.

(b) La dérivée partielle %(:177 A) existe en tout point de A x I.

(¢) Il existe une fonction h positive et sommable sur A telle que l'on ait |%(x7 A)| < h(x) pour tous x et A.
Alors la fonction F définie par

F(\) = / flx, Ndz
A
est dérivable dans I et on a

o

F'(\) = A a(w,)\)dx.
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Théoréme 4.5. (de changement de variable, Buchwalter H., Le Calcul inrégral)

Soient 0 et Qo deuz ouverts de R™ et p un difféomorphisme entre 0y et Qa. On notera J,(x) le déterminant
de la matrice jacobienne de ¢ au point x. Soit f une fonction définie sur (s.

(a) Si la fonction f est a valeurs dans RT U{+o00}, on a l’égalité suivante, ot les deur membres ont un sens
dans RT U {400},

fwdy = [ fle(@))]Jp(x)|dz.
Q2 O

(b) Si f est a valeurs complezes, elle est sommable dans Qs si et seulement si f(¢(x))J,(x) est sommable
dans Q1, et les deux membres de l'égalité précédente sont alors égau.

Théoréme 4.6. (Fubini)

Soit f(x,y) une fonction définie dans RP x RY.

(a) Si f est a valeurs dans RT U {400}, on a ’égalité suivante, ou les trois membres définissent un élément
de RT U {+o0},

L gwuss= [ ([ s@oaar= [ (] s

Rp Ra Ra RP

Si f est sommable dans RPT9, les trois membres de l’égalité précédente ont un sens et sont égauz. Plus
précisément, dire que le troisiéme membre a un sens signifie :

e pour presque tout y, la fonction v — f(x,y) est sommable dans RP,

e la fonction p(y) = [ f(x,y)dz qui est ainsi définie presque partout est sommable dans RY.

4.3 Exercices
Exercice 4.1. Tout graphe est de mesure nulle.

1) Démontrer que le graphe d’une application continue f de R dans R est un sous-ensemble de mesure nulle
dans R2. (On montrera que la portion du graphe comprise entre les abcisses —k et k peut étre recouverte
par des rectangles dont la somme des mesures est arbitrairement petite).

2) Méme question si f € L} (R), puis si f est borélienne.

loc

Solution Comme [—k, k] est un compact, la fonction f considérée est uniformément continue sur [—k, k].
Il existe donc n € N tel que |x —y| < L, z,y € [~k k] = |f(z) — f(y)] < 5. On recouvre [—k, k] par n
intervalles consécutifs de longueur 25, On vérifie aisément que les 2n rectangles 11, (1+1) 2] x [f((1+3)%)—
S+ HE)+ L), 1 =-n, Q—k(n —1),..,n — 1 recouvrent le graphe de f sur [—k,k]. Donc la mesure de
2E =g

ce graphe est plus petite que 2n=7 o=

Solution plus élégante : Soit ¢ : R? — R définie par o(z,y) =y — f(z). Alors o=1(0) = {(z, f(z)), * € R}
et par le théoréme de Fubini- Tonnelli,

A{(z. f(z)), = €R}) = / ( / Ly (o) (. y)dy)de = 0

car les singletons sont de mesure de Lebesgue nulle.

Exercice 4.2. Soit A un borélien de RY et soit h égale & +oo dans A et & 0 dans son complémentaire.
Démontrer que l'on a

/ h(z)dx =0si AM(A) =0, / h(z)dx = 400 si A(A) > 0.
RN RN
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Supposons que A(A) = 0. On pose hy(x) = min(h(x), k). Comme A est de mesure nulle, on a par définition

de M(A), [1Ladz = A(A) =0. Donc
/hk(x)dx = k:/]lAdx =0.

Par le théoréme de la convergence monotone, [ h(z)dx = limy_ o hi(x)dz = 0. Si maintenant A(A) > 0, on
a, encore par le théoréme de la convergence monotone,

/h(x)dac = klim hi(z)dx = khm EA(A) = +oo.

On déduit immédiatement que si f > 0 vérifie [ f < oo, alors l’ensemble A = {z, f(x) = +00} est de mesure
nulle.

Exercice 4.3. Soit f et g deux fonctions continues telles que f(z) = g(x) p.p.. Montrer que f et g sont
égales partout.

Solution : Comme les boules sont de mesure strictement positive, on déduit que f(x) = g(x) sur un
ensemble dense de RY, et, par continuité, partout.

Exercice 4.4. Soit f une fonction intégrable sur R. Démontrer que

b
/ f(x)dx — / f(x)dx quand a — —o0, b — +o0.
a R
Généralisation : soit A,, une suite croissante d’ensembles tels que | J,, A, = RY. Démontrer que [,y f(z)dz =
lim,—.oc [, f(@)da.

Solution : Appliquer le théoréme de convergence dominée de Lebesgue a la suite (fla, )p.

Exercice 4.5. Soit h une fonction positive intégrable sur RY et A,, des boréliens de RY tels que A\(4,,) — 0.
Démontrer que [, h(z)dx — 0 quand n — oo.

Solution Notons [h < M| Uensemble {x,h(x) < M}. On écrit

/ h(z) < / h(z)dx +/ h(z)dz < MA(Ay) +/ h(z)dx. (4.2)
An Apnih(z)<M)] AnNih(z)>M] [h(z)>M]

M h(z)dx — 0. En effet, h(z)1jh)> ) tend vers
zéro presque partout car A([h = +00]) = 0 et |h(x)| est chapeau intégrable. On peut donc fizer pour tout
e >0, M tel que f[h(z)>M] h(z)dx < e. On choisit ensuite n suffisamment grand pour que MA(A,) < ¢ et
on déduit alors de (4.2), [, h(z)dx < 2e.

Par le théoréme de la convergence dominée, on a f[h(w)

Exercice 4.6. Calculer Y ° | (_17):“ alaide de l'intégrale 01 l‘i—xz. Indication : on posera f,,(z) = X2 (—1)kz*

pour z € [0, 1]. On trouvera un chapeau intégrable pour les f,, et on appliquera le théoréme de Lebesgue.

Solution On sait que f,(z) — BP(-1)kzk = ﬁ pour tout 0 < x < 1. Par ailleurs, la série étant

alternée, fo(x) = 1 est “chapeau intégrable” pour f.(x) > 0 sur [0,1]. Par le théoréme de Lebesgue, on

déduit que f,(xz) — H% dans 1L1(0,1), ce qui implique que fol fo(z)dz — fol H%dm = Log2. En intégrant

terme a terme, on obtient Ef"# = Log?2.

Exercice 4.7. Soit f € L*(R). Calculer la limite de n [ f(nz)dz quand n — +oo.
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Solution : En posant y = nx, on a n [ f(nz)de = [ f(y)dy = [5 Ljn+eo|(v)f(y)dy. La fonction
JW) U, o0(y) tend ponctuellement vers zéro quand n — oo et |f| en est chapeau intégrable. Donc par le
théoréeme de Lebesgue, l'intégrale considérée tend vers zéro.

Exercice 4.8. (Déduire le Lemme de Fatou du théoréme de convergence monotone)
On rappelle la définition de la limite inférieure d’une suite a,, de réels :

lim inf a, = lim inf a,

n— 00 N—ocon>N

Cette limite est une limite croissante et donc elle existe toujours dans R U {400} U {—o0}.
i) Remarquer que si g, est une suite de fonctions sommables positives, alors [ inf,, g, < inf, [ gn.
ii) Soit f, une suite de fonctions & valeurs dans R* U {+oo}. On pose gy = inf,>n fn. Montrer que
limy oo [ gy = [HImy_o0 gN-
iii) Déduire des questions précédentes le lemme de Fatou :

/lim inf f,, <lim inf/fn.

Solution : i) Si g, est une suite de fonctions sommables positives, on a pour tout n finfn gn < fgn. En
prenant Uinfimum des deux cotés, on obtient finfn gn < inf, fgn.
1) La suite (gn)n est une suite croissante de fonctions positives ou nulles. Par le théoréme de la convergence
monotone, on a donc imy_.oo [ gy = [ My _ oo gN-
iii) En combinant I'égalité du i) et inégalité du i), on obtient directement le lemme de Fatou :

/ liminf f, <liminf / fn-
Exercice 4.9. contrexemples

Donner des exemples de suites de fonctions f,, € L1(0,1) telles que
o f, — f dans L! et f,(z) ne tend pas presque partout vers f(z).
e f, ne tend pas vers f dans L' et f,,(z) tend vers f(z) presque partout.

Solution :
e On considére la suite de fonctions f, définies sur [0, 1] par
fi =1 sur [0,1]
fa =1 sur |0, %}, 0 ailleurs

f3 =1 sur [3,1], 0 ailleurs

fa =1 sur[0,1], 0 ailleurs

fs=1 sur [l,i], 0 ailleurs

fo =1 sur [%, %, 0 ailleurs...

La formule générale est :

Si 21 <n < 2% alors fp, =1 sur [";,?f;l , ”+%,;21k71] = [gier — 1, Q",jill —1].

Cette suite de fonctions est une ”bosse roulante” dont la largeur tend vers zéro, mais qui balaye constamment
Uintervalle [0, 1]. Elle est positive et son intégrale tend vers zéro. Donc f, — 0 dans L'. Par contre, f,(x) ne
tend jamais vers 0. En effet, si x est un point de [0,1], on peut poser par division euclidienne x = %L,l + 7,

avec N < 2F=1 et r < 2,%1 Posons n = N + 2871, ce qui permet d’écrire x sous la forme x = %ﬁ;l +r.
On voit que f,(x) =1, alors que f,12(x) =0 par exemple. Donc f,(x) ne converge nulle part!

e On pose fo(z) =n si 0 < x < L et f(x) =0 sinon. Alors fo(z) tend vers 0 pour tout z €]0,1].

Par contre, [ f, =1 et donc f, ne tend pas vers 0 dans L'.

Exercice 4.10. Coupes d’un ensemble mesurable
Soit £ un sous-ensemble de mesure bornée de RY. Démontrer que pour tout 0 < o < 1, E contient un
sous-ensemble de mesure a.A(E).
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Solution : On pose x = (x1,...,xN) €t

m(r) = {z € E, z, <r}) = /

| Lo msryda.

Une application immédiate du théoréme de Lebesgue montre que m est une fonction continue. Toujours par
le méme théoréme, on montre que m(r) — 0 quand r — —oo et m(r) — A(E) quand r — +o0. (Dans tous
les cas, on wutilise tout bonnement la fonction 1y comme chapeau intégrable). Par le théoréme des valeurs
intermédiaires appliqué a la fonction m(r), il existe donc pour tout 0 < a < A(E) un réel r tel que m(r) = a.

Exercice 4.11. Convergence L' quand il y a ”conservation de la masse” (Lemme de Scheffé)

Montrer que si une suite de fonctions (wy), € L' vérifie w,, > 0, w,(z) — w(z) presque partout, w € L
et [w, — [w, alors w, — w dans L. Indication : écrire [w —w, = [(w —w,)" — [(w — w,)~ et
Jlw—=wy| = [(w—w,)" + [(w—w,)” et appliquer le théoréme de Lebesgue.

Solution Comme w, >0, on a 0 < (w — w,)" < w € L' et donc par le théoréme de Lebesgue J(w—
wy) T — 0. On déduit de la relation [(w—w,)" — [(w—w,)” = [w—w, — 0 que [(w—w,)” tend aussi
vers zéro et finalement que la somme des deuz mémes intégrales [|w — w,| = [(w — w,)" + [(w — w,)~
tend vers zéro.

Exercice 4.12. Critére d’intégrabilité sur un borné B de RN

On va montrer dans cet exercice que f € L'(B) si et seulement si Ve In, AK) <n= [, |f] <e.

i) Montrer que si le critére d’intégration est vérifié, alors f est intégrable.

ii) Pour la réciproque, on raisonne par contradiction et on suppose qu'’il existe f € L' (B) telle que le critere
d’intégration ne soit pas vérifié. Montrer qu'il existe alors € > 0 et une suite K,, de sous-ensembles de B tels
que fKn |f] = eet A(K,) < 5.

On pose J,, = Up%; K. Montrer que [, [f| — 0 et conclure.

Autre méthode : appliquer directement le résultat de I’exercice 4.5

iii) (facultatif) Adapter le critere d’intégrabilité & RY.

Solution On applique le critére d’intégration avec par exemple e = 1. Il existe donc n tel que \(K) <
n = fK |f] < 1. Comme B est borné, il peut étre recouvert par un nombre fini de boules de mesure inférieure
a1, Bi,...; By. On a donc [5|f| < Sk, fBi |f| <k, ce qui prouve que f € LY(B).
Réciproquement, soit f € LY(B) et suppoéons par contradiction qu’il existe € et une suite K, de sous-
ensembles de B tels que fKn f >e et MK,) — 0. Quitte a extraire une sous-suite, on peul supposer que

MEK,) < 5. On pose J,, = U, K. Donc mes(J,) < 532, 15 < 5=. La suite g, des fonctions
caractéristiques des J, est une suite décroissante de fonctions positives dont l'intégrale tend vers zéro. Elle

converge donc presque partout vers zéro. Revenant a f, on a [, |f| = [ gn(z)|f(x)|dz. Comme g, (z)|f(z)|
tend presque partout vers zéro et que |f| est chapeau intégrable, on conclut que fJ |f] — 0, ce qui contredit

le fait que [, |f| > e.

Exercice 4.13. Réciproque du Théoréme de Lebesgue

On va montrer que si f,, est une suite convergente dans L', alors il existe une sous-suite qui converge presque
partout et qui a un chapeau intégrable.

i) Montrer que si la suite f,, converge vers f dans L', on peut en extraire une sous-suite telle que || f;,,, —
finllh <27™

ii) On pose g, = fi,,, —fi, ; montrer en appliquant le théoreme de convergence monotone que la série X|g, ()|
appartient & L! et converge donc pour presque tout z. En déduire que f;, converge presque partout.

iii) Déduire aussi que f; a un chapeau intégrable.

iv) Adapter le raisonnement précédent & une suite f,, qui est de Cauchy dans L' pour montrer que ! est
un espace complet.

Solution : i)Si fn, — f dans L', alors Jiy, || fi, — flli <271 Donc || fi, ., — fi, i <277 1427772 <
2",
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i) On a Eplgnlli < ¥27" = 1. On pose h(x) = X,|gn(z)|. Cette série est positive et converge partout
(éventuellement vers Uinfini). Par le théoréme de convergence monotone, [h(z)dz = X, [|gn(z)|dz =
Sollgnlli < 1. Done h(z) € L' et on déduit que la série de réels 3, |gn(x)| est convergente pour presque
tout x. Il est donc de méme pour la série X, gn(x). Cette derniére série a h(x) pour chapeau intégrable. Par
le théoréme de Lebesgue, elle est donc convergente dans L'. Comme finer = fio +X7gn, on en déduit que
(fi, )n converge dans L.

iit) | fi,| + h(z) est un chapeau intégrable pour la suite (f;, )n.

i) Adaptation a la démonstration de complétude de L' : Si f,, est une suite de Cauchy dans L', on peut
définir g, comme précédemment et appliquer exactement le méme raisonnement pour prouver que la série
Yngn () converge pour presque tout x et a donc une limite ponctuelle f(x). On déduit alors du théoréme de
Lebesgue que (fi, )n converge vers f dans LY. Il est alors immédiat (inégalité triangulaire) que toute la suite
(fn)n converge vers f.

Exercice 4.14. Calculer la dérivée a droite en zéro de la fonction
t—>/ z) + %) 2dz = o(t),

ou g vérifie 0 < g < 1. Indication : pour évaluer la limite du rapport M, penser a utiliser le théoreme
de Lebesgue.

Solution On a

o(t) —p(0) 7 t e b (Ve
0 VORI = [ o

On wvoit que ki(x) = 1 si f(x) = 0 et ky(z) — 0 quand t — 0 si f(x) # 0. Donc ki(x) — lifa)—oy,
la fonction caractéristique de l’ensemble des points ot f(x) s’annule. Ceci nous donne la limite ponctuelle.
Cherchons un chapeau intégrable. On voit immédiatement que |ki(x)| < 1. Donc, par le théoréme de Lebesgue,
ki — L f()=oy quand t — 0 dans L1(0,1). D'ou ¢’ (0%) = [ L p—0y = A{x, f(z) = 0}).

Exercice 4.15. Calculer lim,,_, ;o 'y, ou I';, fo "o dg.

Solution Notons 1o, la fonction caractéristique de [O,n], qui vaut 1 si x € [0,n] et 0 ailleurs. Alors

oo T =
T, = / (1 — 7)”65 ]I[O,n] (x)dx
0 n

On calcule la limite ponctuelle de l'intégrand : Comme (1 — Z)" = e log(1=%) — =% quand n — 400, on
voit que l'intégrand tend vers e~ 3. Reste a trouver un chapeau intégrable. Si x < n, log(1— 2) < —5=. Donc
(1— %)”eg Tjo,m () < e~ 2 pour tout x > 0. On conclut par le théoréme de Lebesque que Ty, — fOJrOO e"2dr =
2.

Exercice 4.16. On pose, pour > 0, I'(z) = [;° e "~ dt. Démontrer que I' est de classe C* sur
10, +o0o[. Démontrer que I'(x) — +oo quand x — 0. Pour la deuxiéme question, penser a utiliser le lemme de
convergence monotone !

Solution On pose f(t,z) = e 1! = e*H(“’*l)Logt Fizons 0 < a < M. On a, pour (t, x) €]0, +oo] xJar, M],
PL(t,2)| = |e t(logt) "] < ha(t), 0t ha(t) = e~!|(log t)"[t* " 5i 0 <t < 1 et hy(t) = e~*|(log t)"[tM !
si t > 1. Les fonctions h,(t) étant sommables sur ]O7 o0] , on voit (pour n =0) que T est bzen définie, puis
qu’on peut appliquer successivement a tous ordres le théoréme de dérivation sous le signe somme a l’intégrale

définissant I'(x). On obtient, pour tout o < x < M,

or

o - (t,x)= / e t(logt)"t*~Ldt.
0
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Comme « est arbitrairement petit et M arbitrairement grand, on conclut que I'(z) est C*° sur ]0,+oc].
Quand x — 0, le théoréme de convergence monotone nous dit que

1 1 —¢
I‘(:c)Z/ e_ttx_ldt—>/ £t = +co.
0 o t

Remarque : on peut aussi montrer que I'(z) est holomorphe sur le demi-plan Re(z) > 0, c’est plus rapide.

Exercice 4.17. Soit f une fonction sommable. Démontrer que limg—, o0 @A({z, |f(2)] > a}) = 0.

Solution

On a

a/ dx S/ |f(x)|dx:/X{|f(x)|2a}(x)|f(x)|dx‘
{lf(@)|>a} {lf(@)|>a}

On remarque que 1{|f(z)>a}.f(2) — 0 quand o — +o0, presque partout, et que |1 ¢y >a}f(2)| < |f(2)]
qui est donc chapeau intégrable. Par le théoreme de Lebesgue, on a donc

/ |F(@)]dz — 0
{If(z)|=a}

Exercice 4.18. Si f € L!(R), montrer que f(z) = ¥,eqf(z+n) € L([0,1]) et que Jiog f(z)dz = [, f(z)dz.

Solution
Par le théoreme de la convergence monotone, on a

1 1 n+1
/0 Snezl f(@+n)| = Suez / (@ + )|z = Zoez / (@) |dz = / (@)

La série ¥,,cz|f(x + n)| converge donc pour presque tout x et il en de méme pour la série ¥,z f(xz + n).
Celle-ci a X,,ez|f(z +n)| comme chapeau intégrable. Par le théoréme de Lebesgue, elle est donc convergente
dans L' et obtient la formule demandée.

Exercice 4.19. Un contre-exemple a méditer au théoreme de dérivation sous le signe somme. Soit ¢ une
fonction continue sur [0,1]. On consideére, dans [0, 1] x [0, 1] la fonction f définie par f(xz,A) = ¢(z) siz < A
et f(z,\) = 0 sinon. On pose F()\) = fol f(z,N)dz. Pour chaque ), la dérivée partielle existe sauf en un
point, et elle est majorée par une fonction sommable fixe : la fonction 0. Déterminer la dérivée de F'.

Solution
On a F(\) = fol flz, N)dz = fo)\ ¢(x)dz. Donc F'(A) = ¢#(N\). On voit que la conclusion du théoréme de
dérivation sous le signe somme est fausse. En effet, 'hypothese b) est invalidée : %(x, A) n’existe pas en tout
point de A x I = [0, 1] x [0, 1], mais seulement en presque tout point.
Exercice 4.20. (Inégalité de Hardy, Chambert-Loir A., Ezercices d’analyse pour l’agrégation)

Soit p un réel strictement supérieur a 1.

l 2
1) Soit f € LP(Ry). On pose F(z) = ;fo f(t)dt. Le but de la question est de montrer que F est dans

L?P(R4) et que : )
| ir@pas| < (171) | i@
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a) Etablir le résultat lorsque f est continue positive.
b) En déduire le résultat lorsque f est continue et de signe quelconque.
c) Traiter le cas général.

2) Montrer que cette constante est optimale (ind. : on pourra utiliser des fonctions puissances).

Solution

1) a) f étant continue, F est continue (y compris en 0, le vérifier) et dérivable sur (0,4o00) avec (zF) =
F+xF = f. En écrivant que

FP(z) = FP~(2) f(z) — 2F? ' (2)F (x)

et en effectuant une intégration par parties, on obtient

P x__ip _r Tp—lx )dzx
/F )d F(T)+<p_1>/OF (2)f (2)d

(on vérifiera qu’il n’y a pas de probléme en 0 en prenant l'intégrale entre € et T et en faisant tendre e vers

T
0). Or —
D

intégrale, on a

le (T) <0 car f est supposée positive. En appliquant I'inégalité de Holder dans la deuxiéme

/OT FP(z)dz < <p:>p/: () da

b) On généralise 'inégalité précédente au cas ou f est de signe quelconque en remarquant qu’alors

IF@NSG@)xléﬂﬂmﬁ

et 'inégalité précédente est valable avec le couple (|f],G). On en déduit facilement I'inégalité pour (f, F').

¢) On vient de montrer que 'application T': f € Cy — F € LP était linéaire continue avec une norme
inferieure & p/(p —1). Puisque C° est dense dans £P, on a que pour tout f € LP, il existe une suite (f,,), de
fonctions continues tendant en norme L£P vers f. Soit F,, = T(f,) : (Fi)n est une suite de Cauchy dans £P
donc elle converge vers une certaine fonction G. Par la “réciproque du théoreme de Lebesgue”, de la suite f,
on peut extraire une sous-suite qui converge simplement (et dans £P) vers f. On en déduit facilement que
x) =z~ [ f(t)dt = G(x) p.p. Donc F est dans LP et vérifie l'inégalité de Hardy.

2) Facile.

Exercice 4.21. (Chambert-Loir A., Ezercices d’analyse pour l’agrégation) Soit a > 0. Calculer

. nt/e 7@ n
lim 1—— | dx
n—oo [q n

(ind. : on pourra utiliser le théoréme de convergence monotone)

Solution
Soit u > 0. On considere la fonction g, (t) = tlog(1 — u/t) pour ¢ > u. on a g, (t) =log(1 — u/t) + u/(t — u)
et g, (t) = —u?/[t(t — u)?] < 0 et donc g, positive car g, (+00) = 0. Donc g, (t) est une fonction croissante

det >wuette (u,+00) — (1 —u/t)! aussi. Il ne reste alors plus qu’a appliquer le théoréme de convergence
monotone et la limite cherchée est [~ exp(—z*)dx = a~'T(a™!).
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Exercice 4.22. (Chambert-Loir A., Fzercices d’analyse pour l’agrégation) 1) Soit «y la constante d’Euler.

L)

ou E(x) désigne la partie entiere de z. En déduire que v > 0.

Montrer que

2) Montrer que v = [, e~ *log(s)ds.

Solution

1) Trivial.

2) On a
k

k 1
— S kO S S = — S kO S S — S kO S S
/0 (1 - s/k)* log(s)d / (1— s/k)* log(s)ds + / (1 s/k)* log(s)d

N A P - 1 _

Quand £ tend vers +00, la premiére intégrale tend grace au théoreme de convergence dominée vers fo e *log(s)ds
LB A 7 N . . s 7 o0 —

et la deuxieéme, grace au théoréme de convergence monotone (voir exercice précédent), vers [, e~*log(s)ds.

On est donc ramené & I'étude de fok(l — 5/k)Flog(s)ds qui aprés un changement de variables donne

1 k 1
k/ (1 — u)* log(u)du — ’ logk = / kv* log(1 — v)dv —
0

log k
1 o k18

v
Or log(l —v) = Z;’il 7 d’out par le théoreme de convergence monotone

1’61(1 )d—k1+1 !
/Ov og(l—wv U_k—f—l 2+'”+k+1

On en déduit le résultat.

Exercice 4.23. (J. Dieudonné, Calcul infinitésimal)
Pour z > 0, p,q > 0, on définit les fonctions

00 1
I‘(z):/ t*~le~tdt, B(p,q):/ P71 — 1)1 dt
0 0

L'(p)L'(q)

Montrer que B(p,q) = Totq

Exercice 4.24. Rappels : un ensemble négligeable de RY est un ensemble contenu dans un borélien de R
de mesure nulle. On ajoute a la tribu des boréliens les ensembles négligeables. On obtient ainsi la tribu de
Lebesgue, notée L.

1) Un ensemble est Lebesgue mesurable 81l difféere d’un borélien par un ensemble de mesure nulle.

2) On dira qu'une fonction est Lebesgue-mesurable si elle est mesurable de (RY,£) dans R,B ot B est la
tribu de Borel. Une fonction est Lebesgue-mesurable si et seulement si elle est presque partout égale a une
fonction borélienne.

20



Solution 1) Soit L la tribu de Lebesgue, i.e. la plus petite tribu contenant les boréliens et les ensembles
négligeables. Soit £ l’ensemble des ensembles E qui different d’un borélien par un ensemble négligeable, i.e.
(E=BUN;p)\ Ny ot B est un borélien et N1, No sont des ensembles négligeables. On a € C L et il suffit
donc de vérifier que £ est une tribu, ce qui va tout seul.

2) Si f ne différe de g borélienne que sur un ensemble négligeable N, les ensembles [f < a] et [g < a] ne
différent que d’un ensemble négligeable et donc [f < a] est bien Lebesgue-mesurable. Donc f est Lebesgue-
mesurable. Réciproquement, considérons la classe H des fonctions o(L)-mesurables et la classe J des fonc-
tions qui ne difféerent d’une fonction borélienne que sur un ensemble de mesure nulle, et enfin l’ensemble X X
des fonctions caractéristiques d’ensembles Lebesque-mesurables. On a par ce qui précéede XX C J C H. On
voit aisément que J est un espace vectoriel, qu’il contient 1 et est stable par limite croissante. En appliquant
le théoréme de la classe monotone, on déduit que J contient toutes les fonctions o(L)-mesurables et donc
‘H. Donc J ="H.

2) (solution constructive). Soit f une fonction mesurable au sens de Lebesgue. Soit
fn = Z(kg)n§§f<@ =g,
ke

Comme Ay, est Lebesgue-mesurable, il existe By, borélien tel que w(AgnABy ) = 0. Done, presque par-
tout, fp = fn = Zkez(%)]lBk,n' Mais f,, — [ presque partout. Donc f, — [ presque partout. Donc f est
€gale presque partout & la limite, borélienne, d’une suite de fonctions boréliennes.

5 Mesure Produit et théoréeme de Fubini

Soient (1, F1) et (22, F2) deux espaces munis de leurs tribus respectives. On cherche & définir une
notion de tribu produit sur Q; x Qs =  afin de définir la notion de mesure produit sur ce méme espace.
Soit

P w=(wi,w2) €EQ—wi €0 et pa:w=(w,ws) € QX — ws €Ny

les deux projections canoniques.

Définition 5.1. La tribu produit sur ), notée F1 @ Fa, est définie comme la tribu
par les rectangles ou par p1 et pa,

F1®Fs=0(B1 x By; B1 € F1,Bs € F2) = o (p7 ' (F1), p3 (F2)) -

Remarque 5.1. On remarquera que T = {By X By ; By € F1, By € Fa} est un w-systéme car (By X Ba) N
(Cl X CQ) = (Bl N Cl) X (BQ N CQ)
Si (Q1, F1), vy (Qn, Fr) sont des espaces munis de tribus, alors pour tout k,

En d’autres termes le produit de tribus est associatif. En particulier : B(R"t™) = B(R™) @ B(R™).

Démonstration. En effet les tribus considérées sont engendrées respectivement par les 7-systemes (Z)*,
(Z)"~* et (Z)". Le dernier est le produit cartésien des deux premiers car le produit cartésien est associatif.
O
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5.1 Théoréme de Fubini

On suppose que (€;, F;, i), pour ¢ = 1,2, sont des espaces mesurés munis de mesures finies.
On peut définir pour toute fonction F-mesurable bornée ou positive f :

I (wh) = | fren(de). (@€ Q)

et

IQf(wz) = ; flwi,w2)pr(dwy), (w2 € Q)

Théoréme 5.1. (Théoréme de Fubini) Soient uy et ps des mesures finies
1) Il existe une unique mesure finie u définie sur (2, F) telle que :

(AL x Ag) = p1(Ar)pe(As), A1 € Fi, Ay e F

Elle est appelée mesure produit de py et ps et notée py & po
2) Si f est une fonction F -mesurable positive alors :

[ san= | penmn = [ B ()

3) Si [ est F-mesurable et si [|flu < +oo alors (x) est encore valable.

On peut étendre ce résultat a des mesures o finies par les arguments classiques de limite croissante.
Démonstration. 1) Pas pratique en fait avec Carathéodory & cause de I'additivité dénombrababilité &
prouver. Le fait que p défini par

u(F) = [ 1w (dan),  avee =1,

soit une mesure provient de la linéarité de 'intégrale et du théoréme de convergence monotone. En fait, la
question délicate dans ce théoréme concerne les problemes de mesurabilité (a traiter avant).

L’unicité est une simple conséquence du théoréme de Dynkin (ou plutot d’unicité du prolongement) avec
comme 7 systeme les ensembles produits.

2) Les deux égalités proviennent du théoreme de linéarité puis la classe monotone (on sait en effet qu’elle
sont vraies pour les indicatrices d’éléments de F). On a donc le résultat pour les fonctions F-mesurables
bornées. Si f est une fonction F-mesurable positive, en considérant la suite de fonctions bornées (f An),, et
en appliquant le théoréme de convergence monotone, on obtient 2). On peut aussi appliquer le théoréme de
la classe monotone.

3) 1l suffit comme d’habitude de décomposer la fonction f en la différence de sa partie positive f* et de

sa partie négative f~.
O

Un contrexemple a Fubini si f n’est pas sommable : (Voir Td ou Durrett R., Probability : Theory and
examples, p 472) :

Soit f(x,y) = e~%Y — 2e~2%Y, Vérifier que :

/01 /loof(x,y)dydx > 0,/100/01f(x,y)d;pdy <0
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Remarque 5.2. 1) Tout ce qui précéde s’étend sans peine si au lieu de considérer des mesures finies, on

prend des mesures o-finies mais pas au-deld (contre-exemple dans Williams). La conclusion 2) du théoréme

de Fubini s’obtient par simple convergence monotone et la conclusion 3) par le théoréme de Lebesgue.

2) D’autre part, au lieu de considérer deux espaces, on peut trés bien en considérer un nombre fini arbitraire

n o (i, Fi, ti)iz1..n- La tribu produit @_,F; est définie comme la tribu engendrée par les (p1,...,pn), les
projections canoniques de  surQq, ..., Q,. Cette tribu produit est générée par le w-systéeme {A; X ... x A,; A; € Fi}.
3) On remarquera que pour aboutir au théoréme de Fubini, on a utilisé de maniére fréquente le théoréme

de la classe monotone. Il est en fait trés difficile de définir les mesures produits sans y avoir recours d’une
maniere ou d’une autre. En particulier, la “machine standard” ne fonctionne pas alors que la plupart du

temps ot l'on utilise le théoréme de la classe monotone, un argument “machine standard” peut étre utilisé.

5.2 Exercices

Exercice 5.1. Calcul de 'intégrale de Gauss

Démontrer que [, e dr = /7.

Solution : Classique ! On prendra le carré de cette intégrale qu’on calculera en utilisant Fubini sur R? et le
théoréme de changement de variables en coordonnées polaires.

Exercice 5.2. Propriétés de la convolution

1) Si f et g appartiennent & L(R™), alors f * g définie par

(fxg)(z) = o fy)g(x —y)dy

aussi (vérifier que la définition a un sens!), et ||f * g|l1 < ||f]l1]lgll:1. (Application directe du théoréme de
Fubini.) Montrer que fxg=g=* f et que (fxg)*xh = f*(g=h).

2) On appelle L}, (R™) ensemble des fonctions L! sur tout borné de R™. Montrer que si f € L}, (R"), et si
g € LY(R") est nulle en dehors d'un borné, alors on peut définir f* g et f*g € L}

loc®

3) On suppose que 1 < p < oo, f € LI(R") et g € LP(R™). Montrer que f * g définie par

(fxg)(z) = - flx —y)g(y)dy

existe pour presque tout x, appartient a LP(R™) et vérifie || f * gll, < || fll1llgllp-

4) On suppose maintenant que f € LP(R™), g € L1(R™) avec p et g des exposants conjugués. Montrer que
f * g est uniformément continue et que si 1 < p < oo alors h = f % g est continue, nulle a l'infinie. Donner
un contre-exemple dans le cas p = 1.

5) Si f € L}, .(R™), ¢ € CF*(R™), alors f*p € C™(R") et,
Ve <m,  0%(fxp) = fx0%.

Solution : Applications directes du théoréme de Fubini et du théoréme de dérivation sous le signe somme.
Le seul point un peu délicat est le 3). On méne le calcul en supposant f et g positives puisqu’on peut toujours
remplacer f par |f| et g par |g|. On a

P
Jirsarae= [ ([ st nas) ax
Or par linégalité de Holder,

[t = [ 1w

p—1

oo =017 0 < ([ s9t - ) ‘ (fo)
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Donc par le théoréme de Fubini,

/(/ f(y)g(a:—y))p < /(/f(y)g(x_y)de) (/f(y)dy>p_ldx
< /f(y)dy/g(x)de </ f@))p_l
<

(o (f )

Exercice 5.3. Contrexemples pour le theoreme de Fubini, Durrett R., Probability : Theory and examples,
pp. 471-473

Cela donne ||f * g|lrr < ||fllL2]lg]lLr-

1) On considére la mesure de comptage sur N x N. On pose pour m > 1, f(m,m) =1et f(m+1,m) = —1,
on pose sinon f(m,n) = 0. Vérifier que

ZZf(m,n) =1, mais que ZZf(m,n) =0.

Quelle est 'hypotheése du théoréme de Fubini qui n’est pas vérifiée 7

2) On considere sur [0, 1] x [1, +oo[ muni de la mesure de Lebesgue, f(x,y) = e~*¥ — 2e~2*¥. Montrer que

// fxydydm—/ et e )y > 0
/ N /  flay)dady = / "y e — e Vyy < 0.

Quelle est ’hypothese du théoreme de Fubini qui n’est pas vérifiée ?

et

3) Soit X = [0, 1] muni de la mesure de Lebesgue A et Y = [0, 1] muni de la tribu des parties et de la mesure
de comptage, p. On pose f(z,y) =1si z =y et f(z,y) = 0 sinon. Montrer que

/x/yf(a”’y)“(dywd"‘”):1et /Y/Xf(w,y)A(dx)u(dy)zo.

Vérifier que f est bien mesurable pour la mesure produit. Quelle est I’hypotheése du théoreme de Fubini qui
n’est pas vérifiée ?

Solution : Dans la premiére question, c’est I’hypothése que f soit sommable qui n’est pas vérifiée. Dans la
seconde, aussi, car si f était sommable, lordre d’intégration serait indifférent. Dans la troisiéme, la fonction
f est bien bornée, mesurable et sommable, mais la seconde mesure n’est pas o-finie.

Exercice 5.4. On admet que 'on peut ordonner les réels de [0, 1] par une relation d’ordre total <’ de telle
maniere que Vz € [0,1], {y, y <’ 2} soit un ensemble dénombrable.

(Cette propriété s’appelle 'hypotheése du continu. Il a été démontré par Kurt Godel qu’elle ne contredisait
par les axiomes classiques de la théorie des ensembles et par Paul Cohen que son contraire ne les contredisait
pas non plus.)

On pose X =Y = [0,1], munis de la tribu borélienne et de la mesure de Lebesgue. On pose f(z,y) = 1 si
x <"y et f(x,y) = 0 sinon. Montrer que

vo [ femde=0. et vy [ fegdy =1,

Quelle est 'hypothese du théoréme de Fubini qui n’est pas vérifiée ?
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Solution : Toutes les hypotheses du théoréme de Fubini sont vérifiées, ... sauf une, la mesurabilité de f.

Exercice 5.5. Application directe du théoreme de Fubini : Durrett R., Probability : Theory and examples,
p. 473

Soit X = N muni de la mesure de comptage et (Y, 7, ) un espace mesurable de mesure o-finie. Si les
fonctions f, sont 7-mesurables et si >, [ |fn|p < oo, alors

Enj/fnu=/§njfnu.

Exercice 5.6. Application directe du théoreme de Fubini, Durrett R., Probability : Theory and examples
p. 473. Soit g > 0 mesurable sur (X, 7, u) et A la mesure de Lebesgue sur R. Montrer que

/ gi = (e N({(zy), 0<y < gx)}) = / " ul{es glx) > v))dy.
X 0

(Vérifier que {(z,y), 0 <y < g(x)} est mesurable en remarquant que (z,y) — (g9(x),y) mesurable et que
(a,b) —» b—a aussi.)

Exercice 5.7. Application 3 du théoréme de Fubini, Durrett R., Probability : Theory and examples, p. 473.
Soit 4 une mesure finie sur R et F(x) = pu(] — 0o, z]). Montrer que

/(F(a: +¢) — F(z))dz = cu(R).

Exercice 5.8. Exercice 8.1 page 29 de Ouvrard Tome II (calculs de densités de v.a.)

6 Compléments

6.1 Mesures de Borel

Pour cette section, on se reportera au chapitre 2 du livre de Rudin Analyse réelle et complexe. On suppose
ici que ) est un espace topologique séparé localement compact et F est la tribu des boréliens sur 2.

Définition 6.1. Une mesure (complexe ou positive) p définie sur la tribu des boréliens F d’un espace €
séparé localement compact est appelée une mesure borélienne sur €.

Une mesure de Borel positive sera dite régulicre si elle satisfait :
1.VE € F,u(E)=inf {u(V); ECV, V ouvert }.
2.VE € F tel que pu(E) < +oo, u(E) = inf {u(K); K C E, K compact }.

On dira de méme d’une mesure compleze qu’elle est réguliére si sa variation totale || qui est une mesure
positive est réguliére.

On énonce maintenant le théoréme de représentation de Riesz tel qu’on le trouve dans [?] dans le chapitre
sur les mesures complezes et le chapitre sur les mesures de Borel positive. 1l est relativement général. Sa
démonstration nécessite des préliminaires topologiques longs. Ce théoréme anticipe sur la suite puisqu’il fait
appel a la notion d’intégrale relativement a une mesure mais on supposera que le lecteur est familier avec
la théorie de l'intégration relativement a une mesure complere ou tout du moins relativement a une mesure
signée.

On note C. l’espace des fonctions continues sur € a support compact et Cy lespace des fonctions

de Q dans C s’annulant a Uinfini que 'on munit de la norme uniforme. C. est dense dans Cy pour la
norme uniforme. Le théoréme de représentation de Riesz caractérise toutes les formes linéires positives (non
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nécessairement bornées) et les formes linéaires bornées sur C. muni de la topologie de la convergence uni-
forme. Bien entendu, toute forme linéaire bornée sur C. se prolonge de maniere unique en une forme linéaire
continue sur Cy.

Théoréme 6.1. (de représentation de Riesz)

1. Soit ® une forme linéaire positive sur C.. Il existe une unique mesure positive borélienne réguliére p sur
(Q,F) telle que

B(f) = /Q fdu, (fCo)

2. Soit ® une forme linéaire bornée sur Cy. Il existe une unique mesure de Borel p complexe réquliére telle
que

B(f) = /Q fdu, (f € Co)
De plus, @] = [u](%)

6.2 Absolue continuité

La aussi, nous anticipons en supposant connue la notion d’intégrale relativement & une mesure. (Q, F)
est un espace mesurable quelconque.

Définition 6.2. Soit u une mesure positive sur F et X\ une mesure quelconque sur F, positive ou compleze.
On dit que X\ est absolument continue par rapport a p et on note A < v si

WE)=0= AE)=0

A lopposé de cette notion existe celle de mesures mutuellement singuliéres.

Définition 6.3. Soit \ et pu deux mesures quelconques (positives ou complexes). On dit qu’elles sont mu-
tuellement singulieres (et on note A L u) s’il existe deux ensembles mesurables disjoints A et B tels que pour
tout £ € F,

ME)=MENA), et u(E)=u(ENDB)

On a le théoréme de Radon-Nikodym dont une partie peut étre démontrée via les martingales (voir TD).

Théoreéme 6.2. Soit A et u deux mesures positives bornées sur la tribu (2, F).
1. Il existe un couple unique de mesures A, et \g tel que

A=A+ s, g K 1y As L

2. Ces mesures sont positives bornées et A, L Ag.
3. Il existe un unique h € L1 (1) tel que
d\, = hdu

Le couple (Mg, As) $’appelle la décomposition de Lebesgue de A relativement a .

L’idée de la preuve de ce théoréme repose essentiellement sur le théoréme de représentation de Riesz des
applications linéaires continues dans les espaces de Hilbert. La preuve n’est pas trés longue.
Le théoréme précédent reste encore vrai dans le cas d’une mesure p positive o-finie et d’une mesure complexe
(donc bornée). Dans le cas enfin A\, p positives et o-finies, la majeure partie du théoréme reste valable mais
on a plus h € LY(p) (on a seulement L}, .(1)). En revanche, s’il n’y a plus d’hypothés de o-finitude, on ne
peut plus rien dire (cf. [Rudin, Analyse réelle et complexe] pour un contre exemple).
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