Marches aléatoires

Ces travaux dirigés suivent Grimmett G., Stirzaker D., Probability and Random Processes,, section 3.9
pages 71 et suivantes. Nous suivrons la présentation élémentaire (sans le formalisme martingales et chaines
de Markov). On montre tous les résultats par des raisonnements élémentaires, le principe de réflexion et un
usage habile de la fonction génératrice. Cette présentation élémentaire est a connaitre. L’option probabilité
verra des résultats complémentaires, et retrouvera les mémes, grace aux martingales et aux chaines de Mar-
kov. Le nombre des questions qu’on peut se poser sur le jeu de pile ou face est immense. En fait, la liste
des questions et réponses présentée dépend aussi de l’accessibilité technique du résultat. Un ouvrage entier
classique, en deux tomes, le Feller, est entiérement consacré au jeu de pile ou face. Voici une liste succincte
des questions que l’on se pose avec une indication des réponses démontrées dans ce chapitre.

Soit X, une suite de variables de Bernoulli i.i.d. centrées de parametre p, c’est-a-dire P(X,, =
1)=pet P(X,, =—1) =1—p=gq. On pose S, = Sp+ >, X;. On peut interpréter S, comme
la fortune d’un joueur de roulette ou de pile ou face. La probabilité de gagner pour le joueur est p
et sa mise est supposée unitaire. X,, désigne le n-ieme tirage. Par exemple si le joueur joue a rouge
ou noir, sa probabilité est %, car il y a 36 chiffres colorés dont 18 noirs et 18 rouges, plus le zéro.
La banque ramasse tout quand le zéro sort. (Lire Le Joueur de Dostoievsky pour tous les détails,
probablement la plus belle analyse littéraire et psychologique du jeu de roulette mais avec une suite
d’observations concretes). La suite S, s’appelle une marche aléatoire simple. Elle correspond aussi
au mouvement aléatoire d’une particule sur N, progressant de +1 avec probabilité p et reculant de
—1 avec probabilité ¢q. La marche est appelée symétrique si p = q = %

— S, est-elle une chaine de Markov (le futur ne dépend que du présent 7). Oui, calculs élémentaires
de probabilité conditionnelle.

— Ruine du joueur dans le cas symétrique : le joueur commence avec une fortune de k, la
banque a une fortune de N : le jeu s’arrete-t-il en temps fini? (oui, technique de temps
d’arrét élémentaire).

Espérance du temps de jeu : k(N — k).

Probabilité de ruine du joueur : pp =1 — %
Ces résultats peuvent/doivent doivent faire ’objet d’une discussion (la meilleure illustration
est le film de Luigi Comencini, L’argent de la vieille).

— Le retour a l'origine partant de l'origine en dimension 1. Probabilité égale a 1 — |p — ¢|.
Technique : usage intensif des fonctions génératrices de distributions discrétes. Egalement
par la méme technique : calcul de la probabilité de retour en exactement k pas et calcul des
probabilités d’atteindre 1, 2, r partant de O.

Recurrence en dimension inférieure ou égal & 3 : Fourier et intégrabilité de 1/||z|* en 0 en
dimension d, combinatoire et divergence de la série Y 1/k*.
toujours recurrent nulle, le temps se lit sur la queue de distribution



— Probabilité d’aller de @ > 0 en b > 0 sans passer par 0 (c’est-a-dire sans se ruiner). Ce calcul
utilise I'astuce remarquable du principe de réflexion.
Une suite de résultats sur la probabilité des longueur d’excursions sans ruine permet d’établir
le théoréme de ballotage ou de scrutin, qui donne la probabilité (étonnament élevée)
que lors d’un dépouillement de votes le résultat du dépouillement partiel contredise le résultat
final.
La loi de P’arcsinus évalue la probabilité que dans un jeu un des joueurs soit gagnant
(Sy, > 0) sur une treés longue période. Elle est étonamment longue : si on note 7, le dernier
passage par zéro avant 'instant n,

n—oo 2 .
P(T;, < 2n) — ZArcsin(y/x).
m

L’interprétation de ces résultats permet de comprendre mieux le phénomene du jeu de hasard,
I'existence des casinos, les suspenses paradoxaux provoqués par le jeu.

Lors d’une legon sur pile ou face, il est essentiel d’interpréter chaque résultat
donné.

1 Propriétés élémentaires

Exercice 1.1. 1) Représentation graphique standard : tirer a pile ou face 10 fois. Noter les résultats.
Représenter les résultats avec en abcisse n et en ordonnée la valeur de S,,, avec Sy = 0. Joindre les
points par des segments de droite.

2) Homogénéité spatiale. Montrer que
P(S, = j|So =a) =P(S, =7 +b|So =a+b). (1.1)
Indication : Montrer que les deux cotés sont égaux a P() " X; = j — a).
3) Homogénéité temporelle Montrer que
P(Sy = j1So = @) = P(Syn = jlSm = a). (12
Indication : Le membre de gauche est P(3} X; = j — a) et le membre de droite est P(3 7 X; =
j—a).

4) Les marches aléatoires simples ont la propriété de Markov
P(Sm+n = j|S07 517 SR Sm) = P(Sm—‘rn = J’Sm)v n > 0. (13)

D’abord, comprenons bien ce que veut dire cette relation, a savoir que pour toutes les valeurs
possibles de ag, a1, ..., Gy, ON a

P(Sm+n = j|So = aop, Sl = A1y --., Sm = am) = P(Sern = ]|Sm = am). (1.4)

La “démonstration” de [Grimett Strizacker] est la suivante “If one knows the value of S, then
the distribution of S,,+, depends only on the jumps X,,4+1, ..., X;myn and cannot depend on
further information concerning the values of Sy, Si, ..., S;m—1. Vous parait-elle suffisante 7



5) Montrer (1.3) en menant les calculs grace a (1.4) et en utilisant la définition de la probabilité
conditionnelle.

Indication :

P(Smsn = §1(So- - Sm) = (a0 . am)) =P(Y Xy =j — aml(So.. . Sm) = (ao ... am)) =
m+1

IP)(Z:nerl‘Xi :j_am)P«SO---Sm) = (ao...am)) . - . _
B((So-- 5m) = (a0 am)) =P() | Xi=j—am) =

= P(Spsn = j1Sm = am).

m+1

2 La ruine du joueur

Exercice 2.1. Pile ou face-La ruine du joueur, Grimmett Stirzacker, 1.7 p. 17 et 3.9 p. 74. Un
joueur a une fortune de k et il désire atteindre en jouant a pile ou face une fortune de N, 0 < k < N.
Il parie toujours sur pile, qui a probabilité p. La question est de savoir avec quelle probabilité il se
ruinera avant d’atteindre son but. On désigne par Ay 1’événement “ruine du joueur, partant d’une
fortune Sy = k7 et par B I’événement que le résultat du premier tirage est pile. On munit ’espace
Q des suites infinies de tirages de la probabilité P. On note w = (w1, wa, ...wy,...) un élément de

Q. On note également w = (w1, w?) avec w! = (wa, ..., Wn,...).

0) Montrer que le joueur se ruine ou atteint son but p.s.

1) Donner une définition formelle de I’événement “ruine du joueur”. On utilisera le temps d’arrét
tp(w) =inf{n, k+w; + -+ +w, =00u N},

qui est bien définit grace a la question précédente. Montrer que ¢; est mesurable. Montrer que pour
1<k<N-1,
P(Ax) = pP(Ak+1) + ¢P(Ag—1).

On commencera par interpréter cette formule. Vérifier que cette formule est encore valable pour
k=1ou N — 1 en remarquant que P(4p) =1 et P(An) =0

Indication : montrer que pour w € {w1 = 1}, on a ty(w) =ty (W) + 1. Attention : ni Grimmett-
Stirzacker ni Feller ne jugent bon de donner cette preuve. Le formalisme de Grimmett-Stirzacker
est discutable : ils notent P (A) ce que nous notons P(Ay), ’événement A étant alors un événement
absolu appelé “ruine du joueur”. L’ennui, c’est que cet événement dépend du point de départ k et
donc, A a de toutes manieres une signification différente quand k change. Il vaut mieux le noter Ay
et garder le méme espace de probabilité 0 pour toutes les marches aléatoires. Pour le reste, nous
suivons Grimett Stirzacker [?].

2) On pose pr, = P(Ag). Sip = %, déduire que p;, = %(pk:-i-l +pk-1), 0 <k < N.
3) En utilisant les valeurs de py et py, montrer que

k
P(AL) =1 — —.
(Ag) N



4) Interpréter cette relation. On pourra s’inspirer comme suggéré par Grimmett-Stirzaker de “Mil-
lionaires should always gamble, poor men never” (J.M. Keynes). Et voir L’argent de la vieille de
Luigi Comencini.

5) Plus généralement, on a 1’équation py, = p.pg+1 +qpr—1, 1 < k < N — 1, avec conditions au bord
po = 1, py = 0. Montrer que

6) En déduire g, la probabilité que le joueur fasse fortune.

7) Vérifier que py + g = 1. Interpréter.

8) Montrer que le temps d’arrét est presque sirement fini.
)

9) On pose Dy, = E(tx). Grimmett-Stirzaker n’écrit pas cette définition mais décrit Dy comme “the
mean number of steps before the particle hits one of the absorbing barriers, starting from & ”.
Justifier la relation proposée par ces auteurs

Dy =p(1+ Dpy1) +q(1+Dy—1), 1<k<N-1, Dy= Dy =0.

Pour cela, on appliquera au temps d’arrét les formules de 'espérance conditionnelle pour des va-
riables aléatoires discretes et des événements B que 1’on rappelle :

=Y E(Y[X =2)P(X = 2), (2.1)
E(Y|B) = Zm = I|B). (2.2)

10) En déduire que

11) Interpréter ces résultats.

Solutions :

0) Quel que soit létat initial i € {0,...,N}, la probabilité d’etre ruiné ou d’atteindre son but au
bout d’une séquence de N tirages consécutifs est plus grande qu’une constante positive a > 0. Par
indépendance de ces séquences successives, le nombre de séquence pour étre ruiné ou atteindre son
but est dominé par une loi géométrique de parametre a, qui est finie p.s.

1) On a

Ap ={tp(w) =inf{n, k+wi+ - +w, =0 ou N} <o0 et k+wi+ -+ wy () = 0}



On écrit Ay = (A N{w1 = 1}) U (A N{w1 = —1}). Mais pour w € {w1 =1}, on a
te(w) =inf{n, k+ 14wy + - +w, =0 ou N} < 00 =t (wh) + 1.
On en déduit que
Apn{w =1} = {tp1(w') < 0o et k + l+wr -+ wy, ) =0tN{w =1}
Comme les X; sont i.i.d., on obtient
P(Ap N {w = 1}) = pP(Ag41).
On conclut aisément.

2), 8) 4) Immédiat, simple calcul. Le résultat nous dit que plus on est pauvre, moins on a de
chances de devenir riche. L’interprétation est toutefois facilitée si on considere le jeu de maniére
symétrique : le premier joueur posséde k et le second possede N — k. On peut alors reformuler la
regle du jeu ainsi : le jeu s’arréte quand l'un des deux joueurs est ruiné. La probabilité de ruine
du premier joueur est % et celle du second % L’une tend vers 1 et l’autre vers 0 quand % tend
vers linfini. Les riches gagnent donc presque toujours. Mais, quand ils perdent, il perdent gros,
comme on peut le vérifier en remarquant que l'espérance des gains des deux joueurs au moment
de larrét du jeu sont les mémes et égales a zéro. En effet, l’espérance du gain du premier joueur
est —kP(Ax) + (N — k)(1 — P(Ax)) = 0 et on vérifie immédiatement que celle du second est aussi
zéro. Ce résultat est connu sous le nom de théoréme d’arrét de Doob (Williams page 100), mais
pour appliquer directement ce théoréme il faudrait d’abord démontrer que le temps d’arrét ty(w) est
presque sturement fini. Une autre maniére de calculer P(Ay) est donc, pour ceux qui connaissent les
martingales, de :

— montrer que le temps d’arrét du jeu est presque stirement fini.

— utiliser le théoréme d’arrét qui dit que sous cette condition, ES;, = ESy = k, ce qui veut

exactement dire que l’espérance de gain est nulle.

1l est quand méme préférable de savoir que I’on peut tout faire avec des moyens élémentaires !

5) Calculs classiques avec la formule de récurrence.
6) La valeur de qy s’interpréte comme une probabilité de ruine en échangeant les roles de p et q et

(BYN—F-(B)N

de k et N — k. On obtient donc q = ooy
q

7) 8) La relation est vite vérifiée. On en déduit que presque strement, le joueur se ruine ou fait
fortune en temps fini, ce qui veut implique que ty est presque stirement fini.

9) On a en utilisant (2.2),

Pty =1; X = -1 P(inf{n, k —14+ Xy +---+ X,, = NY =1
E(ty| X1 = -1) = Zl (e =15X) ):Zl (inf{n, +Xo+---+ 0 ou N} =1l)q
! !

P(X; =—-1) q
= > IP(inf{n, k= 1+ X1+ -+ X, 1 =0 ou N} =)
l

= > P(inf{n -1, k—1+ X1+ -+ Xp, 1=00uN}=1-1)

l
= 1+ Z(l —DP(tp_1 =1—1)=14FEt)_1 =1+ Dj_;.
l



On a utilisé le fait que Xo+---+ X, et X1+ -+ X,,—1 ont la méme loi, l'indépendance de X et
des X; pour i > 2 et le fait que ty est presque surement fini. On a de méme

E(tk‘XZ = —l—l) =14 Dy41.
En utilisant la formule (2.1), appliquée a Y = ti, et X = X1, on obtient comme demandé

Dy, = p(1 4+ Dj41) + q(1 + Di—1).

10)-11) Simple calcul. L’interprétation n’est pas trés excitante si p est trés différent de q, car alors
lun des joueurs a beaucoup plus de chances que l'autre. On va donc interpréter le cas p = 1/2 et re-
marquer qu’aux jeuz de casino, p est assez proche de 1/2 et la premiére formule donnée pour Dy, peut
alors s’interpréter dans la méme ligne que la seconde. Le point important qui a €té démontré est que

le temps de jeu Dy = k(N — k) est proportionnel au produit des fortunes des deux
joueurs.

Ceci explique pourquoi les casinos existent. On doit d’une part avoir N — k tres grand pour que le
casino ne perde jamais. Cela garantit de plus un temps moyen de jeu élevé pour tous les joueurs
et donc permet de les “accrocher”. La fortune du casino étant grande et fixée, on remarque que
la méme formule donne un temps de jeu d peu prés proportionnel a la fortune du joueur. Pour
s’amuser longtemps dans un casino, il vaut mieuxr faire de petites mises, et, a fortune égale, le
temps de jeu est grosso modo double si les mises sont deux fois plus petites. On voit surgir d’
intéressantes questions de stratégie pour le casino : il faut imposer des mises pas trop petites, car
stnon le client risque de ressortir par simple ennui, avant d’avoir tout perdu. Inversement, une mise
minimale trop grosse va chasser trop vite les petits clients qui auront manqué les plaisirs des “hauts
et bas” qui font le charme du jeu. Il y a donc un probléme d’optimisation de la mise minimale im-
posée en fonction de la fortune moyenne des clients et de ’estimation du temps de jeu optimal (une
fin de soirée). L’idéal est que les clients aient le temps de s’amuser avant de sortir les poches vides.

3 Temps de retour des marches alétoires

Exercice 3.1. Le retour a l’origine
On considere une marche aléatoire sur Z,

Sy=X1+...X,, So=0

ou les X; sont des Bernoulli indépendantes prenant la valeur 1 avec probabilité p et la valeur —1
avec la probabilité 1 — p = q.

On pose po(n) = P(S, = 0) et pour n > 1, fo(n) = P(S; # 0, ..., Sp—1 # 0, S, = 0)
la probabilité que le premier retour en 0 se fasse apres n pas. On note les fonctions génératrices
associées

Py(s) = Zpo(n)sn, Fy(s) = Zfo(n)sn-
0 n=1

On va montrer le théoréme suivant



Théoréeme 3.1. On a

(a) Po(s) =1+ PO(S)F0g5)7
(0)Po(s) = (1 - 4pgs®)~=,
(c) Fo(s) =1 — (1 —4pgs®)2.

1) Soit A = {S,, = 0} et By I’événement que le premier retour a 'origine se fait a k pas. Remarquer
que

P(A) =Y P(A|By)P(By).
k=1

2) Montrer que P(A|By) = po(n — k).
3) Déduire que

po(n) = po(n — k) fo(k) (3.1)
sin > 1 et obtenir (a).
4) Montrer par un simple argument combinatoire que po(n) = Cn% (pq)% si n est pair, = 0 sinon et
déduire (b) et (c).

5) Déduire des résultats précédents que :

— la probabilité de retour a l'origine est 1 — |p — ¢|. (Commencer par définir cette probabilité)

— cette probabilité n’est égale a 1 que si p = % et alors le temps moyen de retour est infini.

(Commencer par définir le temps moyen de retour).
Solutions :

1) C’est la régle des probabilités disjointes car les By sont disjoints.

2) On a

P(Aﬂ Bk) = P(Sn =0, 5, =0, Sg_1#0, ..., S1 # 0)
= ]P’(Xk_,_l—i-... +X,=0,5,=0, Sk_l#o, ooy 51750)
= ]P)(XkJrl +... + X, = O)]P’(Bk) = P(Sn,k = O)P(Bk)

car les X; sont i.i.d. et les lois de X1+ -+ Xp,—x et de Xp11 + -+ + X, sont donc égales. (On
peut aussi utiliser I’homogénéité temporelle)

3) La premiere relation découle de 1) et 2). La seconde découle du fait que le calcul de la fonc-
tion génératrice transforme une convolution de suites en produit. Plus précisément, en utilisant la
relation du 3) :

o0

Po(s)Fo(s) = > _ "> fo(k)po(n — k)] = s™po(n) = Po(s) — 1.
k=1 1

1

4) Sn = 0 si et seulement si la particule fait un nombre égal a 5 de pas vers la droite et un nombre

égal vers la gauche. Ceci peut se faire de Cg maniéres et chacune de ces marches a probabilité (pq)%.



Sin est impair il est impossible que S, = 0 et donc po(n) = 0. Pour (b) : a vos développements en
série! La relation (c) découle de (a) et (b).

5) La probabilité de retour a Uorigine est Y - fo(n) = Fo(1) =1 — |p — q|. Le retour a lorigine
n’est certain que si Fy(1) =1 et donc p = % Le temps moyen de retour se définit comme ’espérance
du temps de premier retour, soit ETy = Y7 nfy(n) = Fj(1) = +o0. (La seconde égalité vient du
théoréme de convergence monotone).

Exercice 3.2. Le temps de premieére visite en 1
Soit 77 le premier temps (éventuellement infini) pour lequel la marche atteint 1. Soit F} la fonction
génératrice de 17, .4 o171 et pour tout entier n positif ou nul fi(n) = P(T1 = n).

la) Montrer que f1(1) = p et que pour tout entier n > 2, on a la relation de récurrence fi(n) =

400 filv =D —v)
1— /1 —4pgqs?

1b) En déduire que 'on a Fy(s) = gsFi(s)? + ps, puis que Fy satisfait Fy(s) = 5
qs

2) En déduire la distribution de 77 :
(_l)kfl

B(Ty = 2k) =0, P(I} = 2k — 1) = ~—
q

Ct o (4pa)*.

Solutions :
la) Le résultat pour n =1 étant trivial, soit doncn >2. On a :

~

(len):P(Sn:LSn_l SO,...,51§O)

n—1
= Y P(Xy=-1inf{j >2,-1+Xo+...+ X; =0y, inf{k > v+ L, X, 11 +... + Xp = 1} =n)
v=2

n—1

= ¢) P@nf{j >2%-1+Xo+ ...+ X; =0} = v)P(inf{k > v+ 1, X, 1 +... + X} =1} = n)
v=2
n—1

= ¢) Pnf{j > LXi+...+X; =1} =v-DPinf{k > 1, X1 +...+ Xz =1} =n—)
v=2

n—1
= 4> =D fin—v).

v=2

La premiere égalité résulte du fait que l'on est en dimension 1 et que la marche est plus proche
voisin. Puisque n > 2, c’est que la marche est partie a gauche (sinon Ty = 1) et puisque la marche
est plus proche voisin, la marche ne peut redevenir strictement positive sans passer par 1.

La deuziéme égalité repose sur l’observation suivante : puisque n > 2, la marche part a gauche,
reste strictement négative jusqu’au temps v — 1, redevient nulle a linstant v (pour la premiére fois
depuis instant 0) et au temps n devient strictement positive égale a 1 (et pour la premiére fois!).
La troisieme et quatriéme égalité sont de simples conséquences de lindépendance et du caractére
équidistribué des X,.



1b) On a :

00 o) n—1
Y ohim)s" = asY [ DA AR —1—4) | " +ps
n=1 n=2 \ j=1

= sy _ | D hG)fi(n—4) ] s" +ps
n=1 \ j7=0

soit
Fi(s) = gsFi(s)” + ps
On obtient donc une équation du second degré pour Fi(s) et on a :
14 +/1— 4pgs?

Fl(s) 2qs

et puisque Fy(s) tend vers 0 quand s — 0, on a donc :

1 — /1 —4pqs?

2qs

Fi(s) =

2) En utilisant le développement en série entiére de /1 — xz, on obtient le résultat annoncé dans la
question 2. Remarquer qu’il était évident que P(Ty = 2k) = 0 (on doit faire un nombre impair de
pas pour de 0 aller en 1).

Exercice 3.3. Le temps de premiére visite en r

Soit T, le temps de premiere visite au point r. On pose f.(n) =P(S1 #r, ..., Sp_1 # 71, Sp=1),
c’est-a-dire la probabilité que la premiere visite se produise au n-ieme pas. On note sa fonction
génératrice Fy.(s) = > 07 fr(n)s™.

1) Montrer que f(n) = EZ;% fr—1(n —k)fi(k) sir > 1.

2) En déduire que pour r > 1,
Fo(s) = [Fi(s)]"

3) Montrer que la probabilité que la marche aléatoire entre dans N* = {1, 2, ..., n, ...} est
l—|p—q _ . P
Fi(1) = = min(1l, =).
W= b

(Cette probabilité est la méme que celle de passer par 1, qui est le vestibule de N*.)

4) Démontrer, en considérant les probabilités conditionnelles par rapport aux valeurs possibles de
X1, que fo(n) =qfi(n —1)+pfo1(n—1) et que donc Fy(s) = gsFi(s) + psF_i(s).

—(1—4pas?) 3
5) Montrer que F_q(s) = %. Pour cela, on appliquera une méthode de réflexion : Soit w
une marche quelconque arrivant en —1 et w* la marche symétrique par rapport a 0, qui arrive donc
en 1. Soit P, ,(7) la probabilité de m. Alors Py, 4(7) = Py (7).

6) En déduire a nouveau Fy(s) : par le principe de réflexion on peut donc déduire directement Fj
de Fl.



Solutions : 1) On reprendra point par point l’argument qui donnait la relation (3.1).

2) On multiplie par s™ la relation du 1) et on somme sur n pour obtenir F,(s) = F._1(s)Fi(s) =
PE(S)T.

4) L’argument suggéré conduit a échanger les réles de p et q dans la formule donnant Fy pour
obtenir F_1.

5) Simple calcul.

Exercice 3.4. Marche aléatoire simple symétrique dans Z?. On utilise la noation de chaine de
Markov (et plus spécifiquement de récurrence transience).

On considere la marche aléatoire issue de 0
Sp=X1+-+Xpn

ot les X; sont des v.a.i.i.d. de loi commune p. Le support de p est inclus dans Z¢ et en notant
e; = (0,...,0,1,0,...) les vecteurs de la base canonique de R? :

1

ples) = p(—ei) = o

C’est & dire que le marche aléatoire passe (sans mémoire) d’un point de Z% 3 un point voisin choisi
au hasard de maniere équiprobable.

On cherche a savoir si la marche va presque slirement toujours revenir a son point de départ
(récurrence) ou si elle peut s’échapper a l'infini.

1. Discuter intuitivement de l'effet de la dimension sur cette propriété de récurrence.

2. Justifier que (S, : n € N) est une chaine de Markov et donner sa matrice de transition.

On appelle ici L' I'espace des fonctions sommables f : Z¢ — R, ie. Y., a|f(z)| < co. Pour
ces fonctions, on définit la transformée de Fourier

f0) =" fl@)e® (0 eRr)
z€Z4
et le produit de deux fonctions par

Frgla) =" fglz—y).

yezZd

3. Montrer que si f,g € L' alors f/a;] = fg.

4. Montrer que si f € L' alors f est une fonction bornée et on a la formule d’inversion

1 r —i{0,x
[ p— /}_wa)e 0dp  (xc )
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5. Montrer que la transformée de Fourier ji de z — p(z) vaut

1
p Zcos(ﬂk).
k=1

Montrer ensuite que fi(6) < 1 pour 6 €] — 7, 7]\ {0} et que
6]

0
1—4(6) ~ od quand 6 — 0.

6. On définit pour |A| <1:
oo
ux(z) =Y N"P(S, = x).
n=0

(a) Montrer que wuy(x) croit vers u(z) quand A croit vers 1.
(b) Montrer que si |A| < 1, alors uy € L! et

1

0 = Ty

(c) En déduire dans quel cas u;(0) est finie.

7. Conclure sur la récurrence de la chaine.

1. Quand la dimension augmente, le nombre de chemins augmente et les chances de revenir au
point de départ s’amenuisent. Une trajectoire peut avoir son projeté qui retourne au point
initial sans elle méme le faire. La propriété de récurrence de la chaine peut donc étre perdue
en augmentant la dimension.

2. p(z,y) = ply — x). Autrement dit :

5 St |lr—yl=1
plz,y) =
0 si |z—y|#1.

3. On vérifie qu’on peut appliquer le théoréme de Fubini (somme finie en valeur absolue) :

f/?:q(@) = Z [Z f)g(z _y)} ei0m) — Z f(y) Z g(a:—y)ei(e’”
z€Z? yerd y€eZe zezd
= 2 F@ YT gl — ) = f0)5(0).
yezd xcZ4

4. Ona|f(0)] < Y ez | f()] < oo donc f est bornée. Calculons

/ f(e)e—iw,x)dg = / Z f(y)€i<9,y>efi<9,m)d9 _ Z f(y)/ ci0y—2) g9
}77r’7r}d ]777771-](1

_ d
yEZd yEZd ] 7T,7T]

On conclut en observant que

/]—ﬂ' m)d €i<0?y_$>d0 = (zw)d 5332/'
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5. La transformée de Fourier s’écrit

1< . 1
[L(Q) _ Z H( 7d Z 10y, + 671916) = g Z cos(gk)‘
k=1

x€Z4 k=1

Si 0 € (—m,m|N\{0} alors cos(0)) < 1 et donc u(f) < 1. Pour & — 0, on fait un développement

limité : J J
1 1 \0\2
= kz [1 — cos(6)] ~ 5 Z =

6. (a) C’est le théoréme de convergence monotone pour les séries de fonctions (ou pour la
mesure de comptage).

(b) On remarque que P(S, = x) =P(X; + -+ X,, = z) = p"(x) (récurrence immédiate
une fois que U'on a P(X +Y = z) = Ax u(x) pour deuz variables indépendantes X et'Y
de lois A et u.) Ensuite, en utilisant 3)

Z A"B(S,=)( Z A" ()",

et l'on reconnait une série géométrique.

(¢) Par la question 4),

1 1
(0= (o /]] o)™

et par convergence monotone on obtient

1 1
w(0) =G /]] )™

La fonction intégrée est bornée sauf au vosinage de zéro ou elle se comporte comme
1/10|2. Elle est donc intégrable en zéro ssid > 3 (pour d = 1, on intégre 1/x? en 0 ; pour
d =2, un changement de coordonnées polaires conduit a intégrer 1/r en 0; pour d =3
un changement de coordonnées sphériques conduit on intégrer 1 en 0.)

7. On observe que u1(0) = > yP(Sp, = 0) = E(#{n € N : S5, = 0}). Pour un chaine
irréductible, le fait que cette espérance soit infinie caractérise le fait que la chaine est récurrente.
En effet si 0 est récurrent, le nombre de retour en 0 est p.s. infini et donc ’espérance est
infinie. Si 0 est transitoire, alors le nombre de retours suit une loi géométrique de parameétre
< 1 (propriété de Markov) et donc son espérance est finie. Donc la chaine est récurrente ssi
d<2.

4 Le principe de réflexion et ses conséquences

Grimmett G., Stirzaker D., Probability and Random Processes, 3.10, pages 75 a 82.
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Dans la suite, on pose So = a, S, = a + Z?Zl X, ou X; sont des variables de Bernoulli i.i.d.
de paramétre p : P(X17 = 1) = p, P(X3 = —1) = 1 — p = q. On représente une marche aléatoire
par la suite des couples temps-position, {(n, Sy), n > 0}. On note Ny(a,b) le nombre de chemins
distincts allant de (0,a) a (n,b) et NO(a,b) le nombre de chemins allant de (0,a) @ (n,b) et passant
au moins une fois par 0 : de tels chemins contiennent (k,0) pour un k tel que 0 < k < n.

Exercice 4.1. 1) Démontrer que

L ntba
C»,%( +b )p%(n+b_a)q%(n—b+a) si %(n—&—b— a) c {O, 17 ces TL}

0 sinon

M&=®={

2) Le principe de réflexion. On suppose que Sp = a et S,, = b. Montrer que si a, b > 0, alors
N2(a,b) = N, (—a,b). On appliquera le principe de réflexion, qui consiste & associer & tout chemin
de (0, —a) a (n, b) passant pour la premiere fois en 0 a I'instant & le chemin de (0, a) a (n, b) obtenu
en changeant en leur opposé tous les points avant k. (Faire un dessin ou l'axe des z représente le
temps et I'axe des y la position S,,. La réflexion se fait par rapport a I'axe Ozx.)
1

3) Montrer que pour tous n € N, a < b, tels que 0 < %(n +b—a) <n,ona Ny(a,b) = CE(”“’_“)
et Ny(a,b) = 0 si cette condition sur n,a,b n’est pas satisfaite.

)

4) Montrer le théoréme de scrutin : Si b > 0, alors le nombre de chemins de (0,0) & (n,b) qui ne
repassent pas par 0 est égal & %Nn(O, b).

5) On prend a = 0. Montrer que
P(S152...5, #0, S, =b) = |nb|IP(Sn =)

6) En déduire que
1
P(S152...5, #0) = ﬁE|Sn|

7) Interpréter ces résultats.

Solutions : 1) SiS, = b, et s’il y a eur pas vers la droite et | pas vers la gauche, on a a+r—10=>
etr+1=n. Ontrower = 3(n+b—a) etl = F(n—>b+a). Le nombre de chemins distincts est le

1
= . . . 5(n+b—a
nombre de manieres de placer les r pas vers la droite parmi les n pas, soit C) = Cﬁ( ). Tous

les chemins ont la méme probabilité p"q', d’ot le résultat.

2) La réflexion définit une bijection entre les chemins de a a b passant par 0 et les chemins de —a
a b. Leurs nombres sont donc égauz.

3) Ce raisonnement a déja été fait au 1).

4) Comme tous les chemins ne repassant pas par 0 vont d’abord en (1,1), leur nombre est Ny,—1(1,b)—
NP 1 (1,b) = Np—1(1,b) — Ny—1(=1,b), par le 2). Un calcul facile utilisant 3) donne le résultat.
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5) Prenons d’abord b > 0. Le nombre de chemins dans [’événement considéré est par le théoréme
de scrutin %NH(O, b). et chaque chemin a (n—+b) pas vers la droite et (n—1b) pas vers la gauche.

Donc . ;
PSSz Sn #0, Su=1b) = ~Nu (0, b)p3 () g3 (n=b) — P(S) = ).

Un calcul du méme type traite le cas b < 0.
6) 1l suffit de sommer la relation du 5) sur toutes les valeurs de b.

7) Les formules du 5) et du 1) sont intéressantes pour le probléme de la fortune du joueur : elle
permettent de calculer la probabilité de fortune (S, = b) sous la condition que le joueur ne se ruine

pas (Sp...Sn #0).

Exercice 4.2. Interprétation du théoréme de scrutin Ce théoréme (“Ballot theorem”) est
parfois traduit improprement par ”théoreme de ballotage”. En fait, il s’agit plutot du théoreme
de scrutin et il concerne le dépouillement des votes. La question est de savoir : supposons que le
candidat A a plus de votes que le candidat B : quelle est la probabilité que cette supériorité soit
vérifiée tout au long du dépouillement ?

1) Supposons que le candidat A ait « votes et que le candidat B ait (3 votes, avec a > (. Mon-
trer en utilisant le théoreme de scrutin que la probabilité que le candidat A ait tout au long du
a=p

dépouillement un score supérieur a celui de B est égale a oTh

2) Interpréter.

Solutions :
1) Le dépouillement se fait bulletin par bulletin. On pose pour i = 1,..., a+ [ X; =1 si le

bulletin est pour A et —1 s’il est pour B. On suppose les X; i.i.d. On a Sy = 0 et S, représente
Uavantage de A sur B. Les chemins tels que Sy soit toujours différent de 0 pour k > 1 sont en
nombre N2(0,b) = %NR(O, b), et comme tous les chemins arrivant en o+ 3 sont équiprobables, la
probabilité recherchée est la proportion de chemins ne repassant pas par zéro, soit % = z—;g

2) Remarquons d’abord que le résultat ne dépend pas de la connaissance de p, la probabilité de voter
A. Dans les démocraties, o est en général proche de 3 (1% de différence) et un ordre de grandeur
de la probabilité précédente est donc p = 1—(1)0. Il est donc trés probable que le dépouillement soit
incertain. Toutefois, on peut se demander si cette incertitude ne se produit pas, en fait, au début du
dépouillement, et s’il n’y a pas stabilisation du résultat bien avant la fin du dépouillement. Peut-on
utiliser directement la loi des grands nombres, le théoréme central limite ou des inégalités de grande
déviation pour démontrer une stabilisation des proportions ? La réponse est “non”, car nous avons
une information a priori supplémentaire, a savoir So413 = a — 3 et par contre nous ignorons la
probabilité p de vote pour A.

Exercice 4.3. La méthode d’inversion du temps
On va montrer :

Théoréme 4.1. La probabilité fi(n) qu’une marche aléatoire S, partant de 0 arrive en b > 0 pour
la premiére fois au temps n vérifie

fo(n) = |nb|1P’(Sn =b), n>1.
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Cette conclusion ressemble beaucoup a celle du théoreme de scrutin et s’en déduit grace a la
méthode d’inversion du temps. On associe a la marche aléatoire

{0,51, Sz, ooy Su} ={0, X1, X1+ Xa, ..., ) Xi}
1

la marche aléatoire a rebours

n
{0, Ty, Ty, ..., Tn} = {0, Xpy Xp 4 X1,y D Xi}.

1) Montrer que les deux marches ont la méme loi (quelle que soit la valeur de p).

2) Montrer que la marche directe ne repasse pas par 0 et vérifie S,, = b si et seulement si la marche
inverse vérifie T,, = b et que la premiere visite de T}, en b se produit au temps n (faire un dessin).
En déduire le théoreme.

Solutions :
Le fait que les marches aient méme loi est immédiat, puisque les X; sont i.i.d. On S, = b et
5159...5, # 0 si et seulement si T, =b et T, — T,y = X1+ ... + X; > 0 pour tout i > 1, ce qui
veut bien dire que la premiere visite de T,, en b se fait au temps n.

5 Lois de ’arc sinus pour les marches aléatoires

Grimmett Stirzacker, 3.10, pages 80-82.

Pour comprendre vraiment ce qui est démontré dans cette section, il faut absolument que vous fassiez
quelques simulations longues de marches aléatoires et que vous visualisiez la fonction n — S,. On
observe notamment que la marche aléatoire a tendance a s’éloigner de zéro pour de longues périodes,
et qu’il est en particulier assez probable qu’une marche partant de zéro ne revienne en zéro qu’apres
un temps assez long. Ceci ajoute une explication de plus au mystére de l’existence des casinos, qui
peut se formuler ainsi : comment peut-on aller dans un endroit ou l’on est statistiquement surs de
perdre son argent ¢ La réponse est la encore dans la durée du plaisir obtenu a peu de frais : une
mise minime donne une chance importante de jouer longtemps.

Exercice 5.1. Soit une marche aléatoire S,, = X7 + ... + X, ou les X; sont i.i.d. et Bernouilli. On
pose, pour indiquer le point de départ, Sy = 0. On suppose que P(X; =1) =P(X; = —1) = % On
va montrer le théoreme suivant.

Théoréme 5.1. La probabilité que la derniére visite a 0 avant (et y compris) le temps 2n se
produise au temps 2k est P(Sap = 0)P(S2,—2r = 0).

Tout d’abord, interprétons cette relation.

1) O appelle aon(2k) la probabilité précédente. On a donc awoy, o) = UgkUo,—ok, €N posant usy =
P(So ) On rappelle que P(Sa; = 0) = C5, 2725, Montrer en utilisant la formule de Stirling
n! ~ n"e "v2mn que

Oégn 2](5

1 1
\/T \/m(l_ke(k’fk))a
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cette équivalence étant valide quand n — oo, kK — 00, et n — k — oo simultanément.

2) On note Ty, le temps de la derniere visite en 0 avant le temps 2n. Montrer que

2 2
P(en < Ty, < 2n) Z = arcsin /z — — arcsin v/e.
T

/ _ / Sl — ) T
e’;‘TLSkSLL‘n n en T u n u

En déduire que
2
lim inf P(Ty, < 2zn) > = arcsiny/z.
T

n—-+o0o

3) En déduire qu’il y a, quand n devient grand, plus d’une chance sur deux que la marche aléatoire

. n
ne repasse pas par 0 entre n et 2n et plus d’une chance sur 5 qu’elle ne repasse pas par 0 entre %

et 2n.

4) Montrer la loi de I’arcsinus :

2
lim P(Ty,, < 2zn) = — arcsin /.
n ™

Solutions :
1), 2) et 3) viennent tous seuls. Montrons juste le 4). On a

2
limP(2en < Tb, < 2zn) = =(arcsiny/z — arcsin/z) — 1,
n ™

quand v — 1 et € — 0. Donc, pour tout €' il existe n tel que pour x > 1 —mn et € <n on ait

lim(P(T%y, < 2en) + P(T, > 22n)) < &’ et donc
n

lim sup P(T%, < 2en) <¢€'.
n

On en déduit que
2
lim sup [P(T%y, < 2zn) — = arcsin x| <
n s

2 2 2
limsup |P(2en < Ty, < 2zn) — — arcsin /z + — arcsin /e — — arcsin /g + P(Ty, < 2en)|
n ™ ™ s

2 2 2
< limsup |P(2en < Ty, < 2xn) — = arcsiny/z + — arcsin y/g| + — arcsin /e + &’
n ™ ™ ™

2 .
= ~ arcsin/z + ¢
7

Cette derniére quantité étant arbitrairement petite, on obtient le résultat.

Exercice 5.2. Preuve de la loi en arc sinus pour les retours a l’origine.

1) Montrer que agy,(2k) = P(Sa = 0)P(S153...52,—2x # 0). On pose dans la suite m = 2n — 2k.
2) On rappelle que

P(S155...5, #0, S, =b) = —

b
P(S,=1b
(s, =)
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et que P(Sgy, = 2j) = CyH (%) . En déduire que
P(S1.Ss...S9m # 0) = P(Sam = 0).

Indication : vérifier et utiliser 2k Cm+k C’gﬁ fl 1 C’;%rkl

Solutions :
1) Ozgn(Qk) = P(Sgk = O)P(Sgk+152k+2...52n 75 0|Sgk = 0) = P(SQk = O)P(Sl»SQ...SQn_Qk 75 0)
2) Par la loi des probabilités disjointes,

P(S1S5...80m #0) = 22 2k p (Som = 2k)

12m 12mm
k k-1 k
= oy e (3) =2(5) X lemet - en

k=1

1 2m 1 2m

Exercice 5.3. Loi de l’arc sinus pour les périodes de gain On dit que la marche aléatoire
passe 'intervalle (k, k+ 1) a droite de origine si Sy > 0 ou Sgy1 > 0, ou les deux. On va montrer
le théoreme suivant :

Théoreme 5.2. La probabilité qu’une marche aléatoire symétrique partant de 0 passe exactement
2k intervalles de temps a droite de l'origine jusqu’au temps 2n est égale a P(Sor, = 0)P(S2,—2r = 0).

1) Interpréter le résultat dans les mémes lignes que la loi arc sinus pour les retours a l'origine.

2) Lire la solution page 81-82 du Grimmett. Attention, cette solution donne les idées mais a quelques
petites erreurs a corriger.

Par les mémes équivalents que pour la loi de larc sinus pour les retours a l'origine, on obtient que
la probabilité que la marche passe 2xn unités de temps ou moins a droite de l om’gz’ne est de [’ordre
de %arcsin V. Si on prend par exemple x = 5, cette probabilité est de ’ordre de £. Du point de
vue du jeu de pile ou face, il y a donc une chance sur cing pour que l'un des joueurs soit gagnant
pendant plus des quatre cinquiemes du temps.
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