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R�esum�e

Dans cet article� on pr�esente la mise en oeuvre de simulations num�eriques de l��evolution de
l�endommagement selon le mod�ele de Francfort et Marigo� Il s�agit d�un mod�ele d�endomma�
gement partiel� quasi�statique� irr�eversible� d�une structure �elastique dans le cadre de petites
d�eformations� Ce mod�ele permet de pr�evoir la formation et l��evolution des zones endomma�
g�ees dans la structure� Pour que ce mod�ele soit bien pos�e� il est n�ecessaire d�avoir recours �a
l�homog�en�eisation car des m�elanges �ns de mat�eriaux sain et endommag�e peuvent naturel�
lement apparaitre� A l�aide de cas tests simples �poutre en 	exion� �eprouvette pr�e��ssur�ee
�
on montre les principaux avantages et les limitations d�une telle mod�elisation�

� Introduction

La m�ecanique de l�endommagement permet de d�ecrire la d�et�erioration des mat�eriaux
sous l�in	uence de forces ext�erieures �evolutives� La cause de cette d�et�erioration r�eside dans
des m�ecanismes micro�structuraux �du type micro��ssures ou autres
 qu�on ne cherche pas
�a d�ecrire pr�ecis�ement ici� On dit que l�endommagement est partiel lorsque le mat�eriau en�
dommag�e poss�ede encore une �elasticit�e r�esiduelle� quoique diminu�ee par rapport �a celle du
mat�eriau sain d�origine� L�endommagement est bien s�ur irr�eversible car une zone endommag�ee
ne peut plus retrouver son �elasticit�e initiale� Il existe de tr�es nombreux mod�eles d�endom�
magement dont nous ne discuterons pas les m�erites respectifs �voir� par exemple� ��
� Nous
nous contenterons ici de rappeler un mod�ele d�endommagement introduit par Francfort et
Marigo ��� auquel nous renvoyons pour plus de d�etails sur son �etablissement� Ce mod�ele est
quasi�statique� comme la plupart des autres mod�eles� c�est��a�dire que les e�ets d�inertie sont
n�eglig�es et l��evolution temporelle se r�esume �a une suite de r�egimes permanents�

Le but de cet article est de pr�esenter une m�ethode num�erique et des simulations num�e�
riques en ��D pour ce mod�ele de Francfort et Marigo� Des calculs num�eriques ont d�ej�a �et�e
e�ectu�es sur ce mod�ele �voir la communication ���� et la section ��� du livre ���
� mais
uniquement dans le cas statique �pas d��evolution des forces ext�erieures� et donc pas de repr�e�
sentation du caract�ere irr�eversible de l�endommagement
� Rappelons les principales di�cult�es
num�eriques li�ees �a la mod�elisation de l�endommagement� Tout d�abord� bien que le contexte
de notre �etude soit celui de l��elasticit�e lin�earis�ee� la d�etermination simultan�ee de la r�eparti�
tion des zones endommag�ees et du champ de d�eplacements rend ce probl�eme non�lin�eaire�
Par ailleurs� a�n que le probl�eme soit bien pos�e� il faut recourir �a l�homog�en�eisation qui
permet de d�ecrire les m�elanges �ns de mat�eriaux sain et endommag�e� En�n� pour simuler
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l��evolution de l�endommmagement il est n�ecessaire de prendre en compte l�irr�eversibilit�e de
celui�ci� c�est��a�dire de forcer l�endommagement �a �etre croissant dans le temps�

De nombreuses exp�eriences num�eriques ont d�ej�a eu lieu pour simuler la propagation de
l�endommagement selon divers mod�eles� Sans pr�etendre faire une comparaison exhaustive
avec celles�ci� disons simplement que notre approche est stable par ra�nement du maillage�
et ne pr�esente pas de sensibilit�e par rapport au sch�ema num�erique utilis�e� Le principal d�efaut
du mod�ele est qu�il ne s�applique qu�aux �equations de l��elasticit�e lin�earis�ee� ce qui l�emp�eche
de tenir compte des e�ets non�lin�eaires de l�endommagement qui est plus important dans
les zones charg�ees en traction plut�ot qu�en compression� Un essai purement num�erique est
propos�e pour y rem�edier�

Le plan de l�article est le suivant� on commence par rappeler le mod�ele d�endommagement
de Francfort�Marigo� puis on d�ecrit la m�ethode num�erique utilis�ee ici� en�n on montre sur
des exemples son e�cacit�e et ses limites�

� Le probl�eme d��evolution de l�endommagement

Cette section pr�esente le mod�ele math�ematique d�endommagement d�evelopp�e par Franc�
fort et Marigo ��� et les principaux r�esultats concernant ce mod�ele� Il s�agit d�un mod�ele
quasi�statique� c�est��a�dire que le temps est discr�etis�e � on note �ti
i�I la suite croissante des
temps discrets�

On consid�ere un domaine � � IR� qui au temps initial t� � � est occup�e par un mat�eriau
sain� �elastique� homog�ene� de loi de Hooke A�� A chaque temps ti� le corps � est soumis �a
un chargement surfacique f i qui a pour e�et de l�endommager partiellement� Le mat�eriau
endommag�e est mod�elis�e par un mat�eriau �elastique� homog�ene� de loi de Hooke A�� qu�on
suppose moins rigide que le mat�eriau sain� Ces deux lois de Hooke sont ordonn�ees au sens
suivant

A�� � � � A�� � � � �� �� matrice sym�etrique�

En chaque point de �� le mat�eriau s�endommage si le champ de contraintes e�u
 v�eri�e

�

�
�A� � A�
 e�u
 � e�u
 � ��

o�u � � � est le taux volumique d��energie lib�er�ee par l�endommagement� Ce crit�ere �energ�etique
d�endommagement est connu sous le nom de crit�ere de Gri�th� Bien entendu� pour savoir
si un point de � est endommag�e il faut connaitre au pr�ealable le champ de contraintes qui�
�a son tour� requiert la connaissance de la loi de Hooke� saine ou endommag�ee� en chaque
point� Il s�agit donc d�un probl�eme coupl�e non�lin�eaire� m�eme si les �equations sont celles de
l��elasticit�e lin�earis�ee�

Le caract�ere irr�eversible de l�endommagement est mod�elis�e par le fait que� si au cours
d�un pas de temps ti un point du domaine est endommag�e� alors il le reste pour tous les pas
de temps suivants tk� k � i� On note �i�x
 la fonction caract�eristique� au pas de temps ti�
de la zone endommag�ee� Par convention� ���x
 est la fonction identiquement nulle �initia�
lement� il n�y a pas d�endommagement
� La formulation originale du probl�eme d��evolution
de l�endommagement consiste alors �a trouver� en suivant les temps croissants� la fonction
caract�eristique �i�x
 qui minimise la fonctionnelle d��energie suivante
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��x���i���x�

�
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Francfort et Marigo ont montr�e que ce premier mod�ele est mal pos�e� car il n�admet

pas� en g�en�eral� de minimisateur� En e�et� des m�elanges tr�es �ns de mat�eriaux sain et en�
dommag�e permettent de diminuer la valeur de la fonctionnelle d��energie� Par cons�equent� il
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est n�ecessaire de relaxer ce premier mod�ele en autorisant l�apparition de mat�eriaux compo�
sites obtenus par homog�en�eisation de tels m�elanges� Francfort et Marigo ont alors calcul�e
sa relaxation qui conduit �a un deuxi�eme mod�ele d�endommagement� dit stable car il admet
toujours une solution� Cette formulation relax�ee consiste �a trouver la densit�e de mat�eriau
endommag�e � � �i�x
 � �� ainsi que la microstructure du m�elange caract�eris�ee par une loi
de Hooke homog�en�eis�ee Ai�x
� qui minimisent

min
��x���i���x�

A�x��G��x�

�
min

u�H�����

�
�

�
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�
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Z
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o�u G� est l�ensemble de tous les mat�eriaux composites obtenus par m�elange de A� et A�

en proportion � � � et �� Les bornes sur G� de l��energie �elastique sont atteintes pour une
classe particuli�ere de composites � on peut restreindre cet ensemble G� �a celui des mat�eriaux
composites de la classe des lamin�es s�equentiels de rang �� En chaque point x � �� suivant les
valeurs de e�u
�x
� le tenseur optimal A�x
 est un lamin�e de rang un ou de rang deux connu
explicitement �voir ���
�

Le caract�ere irr�eversible de l�endommagement se traduit par le fait que la densit�e �i�x
�
en plus d�appartenir �a l�intervalle ��� ��� est astreinte �a �etre croissante� i�e� �i�x
 � �i���x
�
Un d�efaut subtil de ce mod�ele relax�e est que la microstructure n�est pas irr�eversible �les
directions de lamination peuvent varier d�un pas de temps �a l�autre
�

� La m�ethode num�erique

Le m�ecanisme d�endommagementmis en oeuvre dans le mod�ele de Francfort et Marigo est
tr�es semblable �a celui de l�optimisation de formes par homog�en�eisation �voir� par exemple� ����
���
� Il m�ene �a la minimisation d�une fonctionnelle analogue et �a des algorithmes num�eriques
voisins� Dans les deux cas� le principe est de trouver un m�elange de A� et A� qui soit optimal
pour un crit�ere �energ�etique simple� Ici� la minimisation de ��
 conduit �a obtenir le m�elange
le plus faible possible� tandis que pour l�optimisation de formes il faut trouver le plus rigide
possible� Le code de calcul que nous avons utilis�e est donc analogue �a celui d�ecrit en ��� pour
r�esoudre un probl�eme d�optimisation de formes�

L�algorithme que nous allons d�ecrire maintenant est une version de l�algorithme des di�
rections altern�ees qui a d�ej�a prouv�e son e�cacit�e en optimisation de formes �voir ���� ��� pour
les d�etails
�

Etant donn�e un domaine �� qui au temps initial t� � � est enti�erement occup�e par
le mat�eriau sain� et une suite de temps discrets croissants � � t� � t� � ��� � tp et de
chargements �f i
��i�p� on calcule� dans l�ordre des temps croissants� pour chaque pas de
temps ti� de la fa�con suivante�

�� On initialise le calcul avec ��i�� A
i
�
 � ��i��� Ai��
�

�� Jusqu��a convergence on it�ere en calculant successivement �

�a
 le tenseur de d�eformations ein avec les param�etres �x�es ��in� A
i
n
�

�b
 les param�etres d�endommagement ��in��� A
i
n��
� avec la

contrainte �in�� � ��i��� ��� pour les d�eformations ein�

Le crit�ere d�arr�et des it�erations est atteint lorsque la quantit�e suivante est su�samment
petite

max

�
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j
j��in��
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jj� ��
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Dans les essais num�eriques� le crit�ere d�arr�et est �x�e �a ���	�
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Les di��erents probl�emes d��elasticit�e lin�earis�ee pour calculer les champs de d�eformations
ein sont r�esolus par la m�ethode des �el�ements �nis avec des �el�ements Q� pour les d�eplacements
et une valeur au centre de chaque �el�ement pour les param�etres d�endommagement� La loi
de Hooke du composite optimal Ai

n est programm�ee explicitement gr�ace aux formules d�ej�a
�evoqu�ees en premi�ere partie� En�n� on d�etermine la densit�e optimale �in par minimisation
sur l�intervalle ��i��� �� de la fonction 	��
 � A��� e
e � e � �� qui est convexe en ��

� Les r�esultats num�eriques

Les cas tests que nous pr�esentons ont �et�e r�ealis�es sur une moiti�e du domaine puis sym�e�
tris�es �a l�aide d�un logiciel graphique�

��� Evolution de l�endommagement autour d�une �ssure

Cette section est consacr�ee �a l��etude de la propagation progressive de l�endommagement
lorsque le domaine � est une �eprouvette sur laquelle on a cr�e�e une �ssure initiale� Le char�
gement est celui de la �gure �� L�espace de travail � est discr�etis�e avec � x ����� �el�ements
et les donn�ees sont les suivantes�

E� � �� 
� � ���� E� � ���� 
� � �� � � �� ��


o�u les Ei sont les modules de Young et les 
i sont les coe�cients de Poisson du mat�eriau i�
i � �� �� La �gure � montre l��evolution de l�endommagement le long de la �ssure lorsqu�on
lui applique une force d�intensit�e croissante en temps�

Lorsque le coe�cient de Poisson du mat�eriau endommag�e est non nul� la zone endom�
mag�ee �evolue de fa�con plus isotrope en s��eloignant de l�axe de sym�etrie du domaine� L�ob�
servation du champ de d�eplacements montre que ce ph�enom�ene est principalement d�u �a des
torsions du domaine n�intervenant pas lorque 
� est nul� Plus 
� s�approche de �

�
� plus la

zone endommag�ee se d�etache de l�axe�

Si on consid�ere maintenant l�endommagement obtenu lorsque les d�eplacements sont im�
pos�es sur le bord du domaine et non plus les forces� on remarque que des zones d�endomma�
gement suppl�ementaires apparaissent� elles montrent les contraintes lat�erales exerc�ees sur le
domaine pour respecter le d�eplacement impos�e au bord�

��� Comparaison entre les cas stationnaire et
quasi�stationnaire

Pour le m�eme chargement que pr�ec�edemment �cf� �gure �
 avec les m�emes donn�ees ini�
tiales� on applique maintenant directement l�intensit�e maximale du chargement �correspon�
dant au dernier pas de temps
� L�endommagement que l�on obtient alors est le m�eme que
pr�ec�edemment� Dans ce cas� l�algorithme est donc insensible �a l�historique du chargement et
de l��evolution de l�endommagement�

Pour faire apparaitre le caract�ere irr�eversible de l�endommagement et comparer les cas
stationnaire et quasi�stationnaire� on fait le cas test suivant� on alterne les deux chargements
repr�esent�es sur la �gure �� en commen�cant par le premier et en augmentant la force �a chaque
pas de temps� l�endommagement obtenu est repr�esent�e sur la �gure � pour un maillage
constitu�e de � x ��� �el�ements� On le compare alors au cas test qui consiste �a prendre
uniquement le premier chargement de la �gure � pour une force d�intensit�e �egale �a celle du
dernier pas de temps pr�ec�edent �cf� �gure �
� On observe alors la permanence des zones
endommag�ees aux instants suivants�
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��� Questions num	eriques

La convergence de l�algorithme des directions altern�ees est li�ee �a la d�ecroissance de la
fonction objectif donn�ee par ��

�

R
�Anen�u
 � en�u
 �

R
� ��n �a chaque it�eration n de l�algo�

rithme� Dans les cas tests pr�ec�edents� la convergence est tr�es lente puisqu�il faut �a peu pr�es
��� it�erations pour converger vers la solution mais la d�ecroissance de la fonction objectif est
monotone�

Cependant� lorsque le rapport entre les propri�et�es des mat�eriaux sain et endommag�e est
�elev�e �par exemple� E� � ����� 
� � ���� et E� � ������ 
� � ����
� la valeur de la fonction
objectif oscille d�une it�eration �a l�autre au bout d�un certain nombre d�it�erations et entraine
la non�convergence de l�algorithme� Ces oscillations sont probablement provoqu�ees par le
mauvais conditionnement de la matrice �el�ements �nis�

��� Modi�cation non�lin	eaire

En r�ealit�e l�endommagement est plus important en traction qu�en compression� Le code ne
montre pas cette di��erence car le mod�ele Francfort�Marigo a pour cadre l��elasticit�e lin�earis�ee�
Pour tenir compte de cet e�et non�lin�eaire de l�endommagement� on introduit la modi�cation
suivante sur le taux volumique � d��energie lib�er�ee par endommagement�

On se donne deux valeurs di��erentes de ce taux volumique� �c en compression et �t � �c
en traction� La di��erence entre la traction et la compression se lit sur les valeurs propres� On
pose �i� i � �� � les valeurs propres du tenseur des contraintes� On propose la modi�cation
suivante�

Si �i � �� �i � �� �� il y a compression et on pose � � �c

Si �i � �� �i � �� �� il y a traction et on pose � � �t �

Si �i � � et �j � � �i �� j� alors il y a cisaillement et on convient du crit�ere moyenn�e
suivant�

�m �
�c j�i j ��t j�j j

j�i j � j�j j
�

En e�et� plus � est �elev�e� plus l�endommagement est faible� On veut moins endommager
en compression qu�en traction� �c doit donc �etre plus grand que �t� Cette modi�cation�
purement num�erique� transforme le taux volumique � en une variable d�ependant du champ
de contraintes�

Sur les cas tests o�u nous avons essay�e cette modi�cation� nous avons constat�e que l��energie
�elastique ne cessait de d�ecroitre �a chaque it�eration et que la non lin�earit�e de l�endommage�
ment �etait plus �evidente� Nous avons aussi remarqu�e que l�algorithme pr�esentait des insta�
bilit�es lorsque �c �etait trop grand par rapport �a �t� La �gure � montre cette modi�cation
dans le cas d�une poutre en 	exion pour �c � �� discr�etis�e avec � x ���� �el�ements�
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Fig� � � Endommagement autour d�une �ssure pour � pas de temps lorsque l�intensit�e de la
force est augment�ee progressivement �a chaque pas de temps
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Fig� � � Les deux types de chargement que l�on alterne �a chaque pas de temps

Fig� � � Eprouvette pr�e��ssur�ee dans le cas quasi�stationnaire� la force est augment�ee �a chaque
pas de temps et le chargement di��ere d�un pas de temps �a l�autre
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Fig� � � Eprouvette pr�e��ssur�ee dans le cas stationnaire

Fig� � � Le chargement
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Fig� � � Poutre en 	exion
 Les cas lin�eaire �en haut� et non lin�eaire �en bas� avec respectivement
� � �	 et � � �	
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