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R6sumC. On Ctudie l’homogCn6isation d’un probkme aux valeurs propres de transport 
neutronique dans un domaine h&tCrogbne pkriodique. On dkmontre que le flux 
neutronique se factorise en un produit de deux termes. A un reste p&s qui converge 
fortement vers z&o lorsque la periode tend aussi vers z&o. Le premier terme est le 
premier vecteur propre de 1’Cquation du transport dans une cellule de pCriodicit-5. Le 
deuxikme terme est solution d’un problkme aux valeurs propres pour une equation 
de diffusion neutronique dans le domaine homog6nCisC. Ce r&ultat justifie et affme 
la mCthodologie physique utiliske en pratique pour les calculs de cDeurs de rkacteurs 
nuclCaires. 

Homogenization of a spectral equation in neutron transport 

Abstract. We study the homogenizarion of an eigenvalue problem for the neutron transport in a 
periodic heterogeneous domain. We prove that the neutronic jlux can be factorized as 
a product of Iwo terms, up to a remainder which converges strongly to zero with the 
period. The first term is the first eigenvector sf the transport equation in the periodicity 
cell. The second term is the solution of an eigenvalue problem for a diffusion equation in 
the homogenized domain. This result justifes and impl;oves the engineering procedure 
used in practice for nuclear reactor cores computations. 

Abridged English Version 

The power distribution in a nuclear reactor core is usually determined by solving the critical problem 
for the neutron transport equation which expresses the balance between the production of neutron by 
fission and its diffusion and adsorption. Solving numerically such an eigenvalue problem in a nuclear 
core is still a challenge with modem computers, even in two dimensions. The reason is that nuclear 
cores are usually highly heterogeneous, thus requiring a very fine mesh. Therefore, it is preferable 
to homogenize first the transport equation. There is a rich literature on this topic, both in physics 
(see, e.g., [5]. [8], and [16]) and in mathematics (see, e.g., [9], [lo], [15], and [17]). In this Note, 

Note pr&entke par Philippe G. CIARLET. 
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we rigorously prove an homogenization theorem for the following eigenvalue problem: find A, E Rf 
and @ E L2(R x V) solution of 

{ 

EV.Vc#f + CE(Z: v)qF = 
s 

f”(z: v’, 7J)qF(X) v’)dw’ + ‘AE ~~~(32, v’, v)f#f(x, u’)du’ in R x V, 

o’=Oonr_=((z;v)tli)L2x~,r!-rr(z)<:0), 
s 1’ 

where the cross-sections CC, f”, and crE are positive and periodic with period E with respect to 2. 
By using well-known methods (see [7] and [14]), it can easily be shown (see [3]) that such a 
problem admits at most a countable number of eigenvalues (Af),,, (labeled in increasing order) and 
eigenvectors (~&)klr. and that there exists a first positive eigenvector (the only one interesting from a 
physical point of view). Denoting by A, the first eigenvalue and $ the positive first eigenvector of the 
same problem posed in a single periodicity cell (See (4)) we prove, under a symmetry assumption (9), 
that, for fixed k-, lim E’O(Af - xJ,.2 = uk, and, up to a subsequence, &(x, w)/$(:c/E, v) converges 
strongly in L2(fl x V) to U”(Z) which is an eigenvector associated to yk of the diffusion equation: 

C 

-V DVu”(z) = Z&U”(X) in R, 
u”(x) = 0 on dR, 

where D is a constant positive definite matrix defined by (I 1) and CT is a positive constant coefficient 
defined by (13). Our theorem generalizes previous results of Larsen on time-dependent transport 
problems (see [9] and [lo]), and recent works on diffusion eigenvalue problems (sre [2], [6], [12], 
and [13]). 

1. Introduction 

La determination precise de la repartition de puissance dans le cmur d’un rtacteur nucleaire s’effectue 
en resolvant le probleme critique du transport neutronique qui exprime le bilan entre la production de 
neutrons par fission dans le combustible nucleaire et l’absorption et la diffusion des neutrons dans le 
cceur. 11 s’agit done de resoudre un probleme aux valeurs propres pour l’equation du transport dont 
l’inconnue est le flux neutronique &(I(:: II) qui donne la densite de neutrons de vitesse u au point X. 
Plus precisement, il s’agit de trouver la plus grande valeur propre k,a et le vecteur propre (positif) 
associe c$(z, v) qui sont solution de 

(1) V. vf#J + C(z, v)$h = s v f(s, v’, ‘u)$(z, ,v’)dv’ + & J c7(5, u’, V)qs(Z! u’)dd LY 
avec des conditions aux limites appropriees dans un domaine borne. Meme en dimension IY = 2, 
le calcul numerique de C$ est tres couteux car les sections efficaces d’absorption, C, de diffusion, 
f, et de fission, CT’, sont tres heterogenes (un coeur de reacteur contient des dizaines de milliers de 
crayons de combustibles differents). 11 est done necessaire d’homogediser (1) pour effectuer des 
calculs numeriques peu onereux. I1 existe deja une tres riche litterature sur cette question, aussi bien 
en physique (voir, par exemple, [5], [8] et [16]) qu’en mathematique (voir. par exemple, [5], [8], 
[15] et [17]). Dans tous les cas, la methodologie consiste ii factoriser le flux fin, solution de (l), en 

4(x, v) = $(G ~MZL ou $(x, v) est solution de la m&me equation de transport (1) poste dans une 
cellule avec conditions aux limites de periodicite (probleme dit en milieu in&i), et U,(X) est solution 
d’une equation de diffusion homogCnCisCe. 
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Le but de cette Note est de justifier rigoureusement cette prockdure de factorisation dans le cas 
d’un domaine pkriodique. Nous gentralisons ainsi des rCsultat,s antkrieurs de Larsen (voir [9] et [lo]), 
ainsi que des travaux rkcents en diffusion (uoir [2], [6], [12] et [13]). 

2. Prhentation du problkme 

Soit 9 un ouvert born6 de W”. Soit Y = (0,l)” la cellule unit& On note E > 0 la pkriode des 
hCtt5rogCnCitCes dans R. Soit V un compact de W N (l’ensemble des vitesses v). On suppose que V 
est la fermeture d’un ouvert de mesure unit6 (pour simplifier), et que 0 n’appartient pas B V. Les 
sections efficaces dans 12 sent don&es par : 

2 

(2) .r(x,v) = c :,v ( > , f’(x,d,w) = f :,7&v 1 ( > uE(xC)w’,w) = c7 -,V’,W ) 
& ( ) E 

oti C, f et u sont des fonctions mesurables Y-pkriodiques dans la variable d’espace, borntes et 
minorees par une constante strictement positive, et telles que C - f soit aussi minorde par une 
constante strictement positive. Comme la pCriode E est destinke in tendre vers 0, il est nkessaire de 
mettre ti I’kchelle correspondante le libre parcours moyen des neutrons, qui doit rester aussi de l’ordre 
de E. On considkre done le problkme critique suivant : trouver la plus petite valeur propre & = l/k,,~ 
et le vecteur propre positif associC @(z:, 71) de l’kquation : 

Lorsque E est fixe, il existe des mkthodes classiques pour analyser (3) (voir, par exemple, [7] et [ 141). 
On peut ainsi montrer (voir [3]) qu’il existe au plus un nombre dtnombrable de valeurs propres 
positives (Xf)k>l, et qu’il existe une plus petite valeur propre qui est simple et dont le vecteur propre 
associC est le seul qui peut Ctre choisi positif dans St. Au probkme (3) dans G, on peut associer la 
mCme Cquation, dite en milieu infmi, c’est-g-dire poke dans l,a cellule de pkriodicitk k’ : 

(4) 
WT,~~ + C(y, v)y!J = J f(y, II', w)g(y, v')dv' + A, a(y, w’, v)$(y, ‘~‘)dw’ dans Y x 11, 

I’ 
y t-+ $(y: v) Y-pkriodique. 

Comme pour (3), on sait que (4) posskde une plus petite valeur propre A, qui est simple et 
pour laquelle le vecteur propre associk $(y, v) est positif. Plus prkiskment, on peut montrer que 
,$ E L”(Y x V) et que 1c, est minorke dans Y x V par une constante strictement positive. 

Les rksultats que nous allons dCmontrer ne sont valables que lorsque le domaine R est exactement 
pkriodique (hypothhse (2)). 11 s’agit done d’une modClisation en premikre approximation d’un vrai 
coeur nuclCaire (pour plus de details, wir [3], [6] et [121). 

3. Principaux rksultats 

Pour homogCnCiser l’kquation (3), on effectue un changernent d’inconnue. Comme $(‘(x, II) = 
$(X/E, v) est strictement positif, on peut dkfinir u~(x, v) par la relation U’ = p/4”, et en injectant 
cette relation dans (3), on obtient l’kquation suivante : 

(5) 
iv-Vui + $Q,(u’) = #FE(uE) dans R x V, 

UE = II sur r-, 
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avec la nouvelle valeur propre definie par Y” = em2(X, - A,) et les operateurs lineaires de collision 
QE et de fission F, dtfinis par : 

Qc(u) = $/ C,( 2, w’, w)?p(x, w’)dw’ - ” 

(6) v  J +’ t,- 
a&(x, w’, w)q!f(x, v’)u(x, w’)dw’, 

FE(u) = -&J’ u(x, w’, w)$f(x, w’)u(x, 7l’)dd. 

I’ 

oti c& = f” +X,8. L’analyse asymptotique spectrale de (6) est effectuee en introduisant l’operateur 
SE, agissant dans L2(fl x V), defini pour tout Q(Z, w) E L2(R x V) par S,q = uE, solution de : 

(7) 
lw.VuE + .$QC(uE) = FE(q) dans R x V, 
E 

u,’ = 0 sur I-. 

11 est facile de voir que (7) admet une unique solution dans L2(R x V) et que les valeurs propres 
v, de (5) sont exactement les inverses des valeurs propres de S, (avec les m&mes vecteurs propres). 
La convergence du spectre de SE, et done de (611, est clairement like a l’homogeneisation de (7). 
Pour definir le probleme homogeneise, on a besoin d’introduire l’equation adjointe de (4). Soient 
A, la plus petite valeur propre (la m&me que celle de (4)) et $*(y, v) le vecteur propre strictement 
positif associe, solution de : 

(8) 

1 

- w.V,1I,*+Cljl* = ~. f(y! ‘u, v’)$*(y, w’)(dw’ + A,, 
s I 

a(y, w, v’)$*(y, w’)dw’ dans Y :X V, 
V 

y c) $* (y, w) Y-periodique. 

THBORBME 3.1. - St’ les solutions 1+5 de (4) et $* de (8) ve’rijient 

(9) 

alors la suite de solutions uE(x, w) de (7) converge fortement dans L2( $2 x V) vers la solution unique 
U(X) dans H,1 (G) du problkme de diffusion 

(10) 
- V. DVu(z) = i(x) dans R, 

u(x) = 0 sur 22, 

ou q E L2(st) est dt;Jini par i(x) = 1.1 I* Jl(l 4Y, w’, VMY, WMY, w) dw dY dV’> D = 

(Dij)I<i,jgl est une matrice dbjinie positive constante, donne’e par : 

(11) 

et les fonctions (~9~) 1 <i<N sont solutions de 1 ‘equation 

(12) 
{ 

W-V,@ + Q(Oi) - -wi dans Y X V, 

y I--+ Bi ( y, v) Y -periodique, 

avec Q defini par Q(O) = 2 
/ ?J %’ 

o,$dv’ - 1 J 4 v 
a,@dv’. Si l’hypothese (9) n’est pas satisfaite, 

alors la suite ‘ILL (2, w) converge fortement vers 0 dans L2(fi X V). 
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L’hypothese (9) peut Ctre interpretee comme une condition de symetrie dans l’espace des phases. 
Elle est automatiquement vCrifiCe si les sections efficaces ne dependent pas de U, ou bien si la cellule 
Y est symttrique par rapport aux hyperplans pat-alleles a ses bords et passant en son centre. Lorsque 
(9) n’est pas verifiee, il se produit un phenomene de derive neutronique qui a CtC remarqd par Larsen 
et Williams (voir [ 111) en dimension 1. Dans ce cas, nous suspectons que le probleme limite est 
un probleme du type couche limite (voir [4]), c’est-a-dire que le flux neutronique se concentre au 
voisinage dune partie de la frontiere dR. La formule (11) est une variante de la formule, dite de 
Benoist, du coefficient de diffusion d’un reseau periodique heterogene (voir [5]). 

On se place desormais dans le cas oti I’hypothese (9) est satisfaite. On deduit du theoreme 3.1 
que la suite d’operateurs S, converge fortement dans L2(R x V) vers un operateur limite S qui a 
q E L2( R x V) associe la solution u de (10). On peut en fait montrer que S, converge compactement 
vers S, au sens oti S,q, est relativement compacte pour toute suite bornee q, de L2(R x V). On en 
deduit classiquement la convergence du spectre de S, vers celui de S et le theoreme principal suivant. 

THBOR~ME 3.2. - Soit X2 la k-idme valeur propre de (3), et soit & un vecteur propre normalise’ 
associe. Alors, on a lim,,a(X~ - X,)/c2 = yk, et. a une sow-suite pres (a cause de la possible 
multiplicite de vk), 6; /$I,’ converge fortement darts L2(R x V) vers 1~“. vecteur propre associe’ a I/’ 
la k-idme valeur propre de : 

- B . DVuk(x) = t&kk(z) duns R, 

u”(x) = 0 sur 30, 

(13) 

4. Convergence du pro&de d’homogCnCisation 

Nous indiquons brievement comment se demontre le theorttme 3.1 a l’aide de la methode de 
convergence a deux Cchelles (voir [l], et aussi [3]). Le point de depart est une estimation d’energie 
a priori pour l’equation (7). Elle s’obtient en multipliant (7) par @$*‘z6, en inttgrant par parties et en 
utilisant le fait que $J’ et $*’ sont solutions respectives des equations (4) et (8) mises convenablement 
a l’echelle. 

LEMME 4.1. - La solution unique uE de (7) satisjzit 

~~u~Lwxl/) + ~~v~vuwwxv~ + -$u~~~~~r+,,.:.n,, + ;ljtle - J UEIIL’(iw) L C1ldlL~(R>:v), 
I. 

ou C est une constante independante de E et de q. 

On en dtduit les resultats de convergence a deux echelles suivants : 

LEMME 4.2. - Soit une suite u’ de L2(R x V) ve’rijiant 1 ‘estimation a priori du lemme 4.1 et telle que 

u’ = 0 sur L. I1 existe une sous-suite et des limites i6o(z) E HA (a) et u1 (z, y, U) E L2(!2 x Y :C 1’) 
(avec ul Y-pe’riodique et v.Vyul E L2(R x Y x V)) telfes que : (i) G(x, w) converge fortement vers 
uo(z) dans L2(R x V) ; (ii) v.VU~(Z, 21) converge a deux echelles vers v~V,~o(x) + v.V,ul(z, gq v) ; 

(iii) c-l (uE - l,rSdv) converge a deux e’chelles vers UI(X, y, v) - 
J 

UI(G Y, VW. 
I- 
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Pour dkmontrer le thCorkme 3.1, on multiplie dans un prernier temps l’kquation (7) par E(P , 

avec (~(5, y, U) une fonction test rCguli&re Y-pkriodique en y. Grlce au lemme 4.2, on obtient que 
~0 et u1 sont relic% par l’kquation 

(14) *u.V,,ul + Q(uI) = --v.0,~~ dans Y x V. 

On peut montrer que (14) n’admet une solution u1 = C*T 2--1 $(zr)@(y,~) que si la condition (9) 
est satisfaite. Sinon, on en dCduit clue *uo(:c) = 0. Dans urn de&&me temps on multiplie l’kquation 

(9) par @$*“cp,, oti yE est une fonction test rkgulikre qui a la m&me structure, mais adjointe, 

que la limite B deux tchelles de u’. Autrement dit, on pose (P~(:c, U) = cp(:c) + ~cp~ T, 5.71 

avec cpI(z,y,v) = CpL, z(5)Hi*(y,7/), oti Bi* 
( > 

est la solution de 1’Cquation adjointe de (12). 
Quelques manipulations algebriques permettent alors de pas,ser B la limite ti deux Cchelles pour obtenir 
I’Cquation homogCnCisCe (10). 

Note remise le 12 septembre 1997, acceptke le I.5 septembre 1997. 
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