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Problémes mathématiques de la mécanique/Mathematical Problems in Mechanics

Prolongement de la pression et homogénéisation des
équations de Stokes dans un milieu poreux connexe

Grégoire ALLAIRE

Résumé — On considére les équations de Stokes dans un milieu poreux périodique dont la partie
solide est connexe. On construit un prolongement de la pression qui reste borné (dans L?) quand la
taille de la période tend vers zéro. Ce prolongement permet de démontrer la convergence de
I’homogeénéisation des équations de Stokes vers une loi de Darcy.

Pressure’s extension and homogenization of Stokes equations in a connected porous
medium

Abstract — We consider the Stokes equations in a periodic porous medium with a connected solid
part. We extend the pressure, and this extension is bounded (in L?) when the period’s size tends to
zero. This allows us to prove that Stokes equations converge to a Darcy’s law.

Abridged English Version — We deal with the homogenization of Stokes equations, with
Dirichlet boundary conditions, in a periodic porous medium such that, in each period of size
g, its solid part is also of size €. In [7] L. Tartar proved the convergence of the homogeniza-
tion process to a Darcy’s law when the periodic porous medium has a monophasic boundary,
and a solid part made of particles which are strictly included in a period. The main tool
in his proof is a theoretical construction of a pressure’s extension with the help of a duality’s
argument. On an other hand R. Lipton and M. Avellaneda [4] recently pointed out that
Tartar’s extension is in fact very natural, i.e. in each solid particle the extended pressure is
a constant equal to the average pressure in the fluid part of the period which encloses this
particle. 'We generalize those results to the more realistic case of a porous medium which
may have a connected solid part distributed through several periods, and also a diphasic
boundary.

Let Q be a connected bounded open set in RN (with N=2): Q is the porous medium. Let
Q, be its connected periodic fluid part, and Q—Q, its periodic solid part. We denote by
Y? a period similar to the cube | —g; +g[%, Y;, the period’s solid part, and Y%, the period’s
fluid part.

We define the polygonal open sets C, and Q. which respectively approximate Q and
Q. C, is the union of all the periods Y} entyrely included in Q, and Q. is the fluid part
of C..

For each £>0 we consider the following Stokes problem:

Vop.—Au=f in Q,
(S) 4 V.ou,=0 i Q,
u, =0 on 0Q,.

Using the asymptotic expansion method (see[2] and [6]) one can heuristically show that the
limit of (S;), when & tends to zero, is the Darcy’s law (D) (see[6]):
u=A(f—Vp) in Q
(D) V.u=0 in Q
u.n=0 on 0Q

Note preésentée par Luc TARTAR.
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where A is a constant matrix obtained by a local computation in the period.
We prove here the following results (see [1] for details):

TueEOREM. — Let (u, p,) be the solution of (S,). Define P,eL?(C,) by:

(i) P.=p, in Q;

(i) for each period Y; included in C,, P_ is a constant in the solid part Y, equal to:
1

PE='[ P, ¥
‘ Yf'"i ‘ Yfrl.
Then P, is bounded in L (Q).

TurorEM. — Let (u, p.) be the solution of (S,), and let P, be defined by the previous
Theorem. Then:
% in L2 Q) weak
£
P, = p in LE_(Q)/R strong

where (u, p) is the solution of (D).

InTRODUCTION. — Dans cette Note on s’intéresse au probléme de 'homogénéisation
des ¢quations de Stokes (avec une condition aux limites de Dirichlet) dans un milieu
poreux périodique Q dont la partie solide Q—(, est, dans chaque période de taille ¢, du
méme ordre de grandeur e. Dans [7] L. Tartar a démontré que la convergence du procédé
d’homogeénéisation est acquise si 'on peut prolonger au milieu poreux tout entier la
pression qui, a priori, n’est définie que dans la partie fluide Q,, et si ce prolongement est
borné dans L?(Q). Par un procédé de dualité, L. Tartar construit dans [7] un tel
prolongement dans le cas d’un milieu poreux dont la frontiére dQ est monophasique
fluide, et dont la partie solide est formée de grains qui sont chacun inclus strictement
dans une période de taillee (cf. fig. 1). D’autre part R. Lipton et M. Avellaneda [4] ont
récemment montré qu'une telle construction « théorique » revient en fait a prolonger
dans chaque « grain » la pression par une constante qui n’est autre que la moyenne de
la pression dans la partie fluide de la période qui englobe le grain. Nous étendons ici ces
résultats au cas général d’'un milieu poreux dont la partie solide peut étre connexe et
répartie a travers plusieurs périodes (comme dans le cas d’un grillage ou d’un treillis), et
dont la frontiére dQ peut €tre multiphasique (cf. fig. 2). Dans [3] et [5] D. Polisevsky a
déja construit, par d’autres méthodes moins générales, un prolongement de la pression
qui est seulement borné dans L®°(Q) (en dimension N=3), ce qui permet aussi de
généraliser le résultat de convergence de L. Tartar dans [7].

I. PosITION DU PROBLEME. — Soit Q un ouvert borné connexe de RN (avec N=2) de
frontiére dQ. On recouvre © d’un maillage régulier constitué de pavés Y: [ <i=<N(g)]
tous identiques, a une translation prés, au pavé |—g; +¢[™.

On a:
_ 19|
(2e)N

N{(eg) [T+o(1)]

On appelle n; 'homothétie-translation de rapport 1/e qui permet de passer de Y! a
Y =]-1; +1[N. On note Y, un fermé régulier de Y, et Y=Y —Y, le complémentaire de
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Y, dans Y : Y (resp. Y ) représente la partie solide (resp. fluide) d’une période du milieu
poreux. On définit alors :

Yi=(m)"'Y
Y: =(nf) ' Y,=partie solide de Y}

%.=(n))~ 'Y ;=partie fluide de Y§.

On définit ainsi la partie fluide Q, du milieu poreux Q :

N (g)
Q=0- U Y,

i=1

On définit aussi des ouverts polygonaux C, et Q. qui approchent respectivement Q et Q, :

C.= U Yf=unions des pavés Y¢ entiérement contenus dans Q
tifYfea}

Q. =Q, N C,=partie fluide de C.,.

On fait les hypothéses suivantes [qu’on désignera par (H)] sur la géométrie du milieu
poreux :

— Y, et Y, sont de mesures non nulles;

— Y, est localement situé d’un seul c6té de sa frontiére, supposée localement lip-
schitzienne;

— la partie fluide Q, est connexe;

— la frontiére entre parties fluide et solide du milieu poreux, i.e.
Q.N(Q—Q,)=0Q,—06Q, est réguliére de classe C';

— on désigne par K I'ensemble { — N, —(N—1), ..., —1, 1, ..., N—1, N} et par Z,
et £_, les 2 faces de Y orthogonales au k-iéme vecteur de base de R™. On suppose qu’il
existe une famille de fonctions (@,), . qui vérifie les propriétés suivantes :

‘ 0, eC™(Y) et 0, =0

(1) 0, Z0 sur I,
( 0,=0 sur Y, et X, pour k' #k
( restreint @ L, =@ _, restreint d L _,.

Un cas typique de période Y du milieu poreux, vérifiant les hypothéses (H), est présenté
sur la figure 3. Soit fe[L?(Q)]N. Pour chaque £>0 on sait que le probléme de Stokes(2)
admet une solution unique :

Vp.—Au,=f dans Q
( V.u,=0 dans Q
u,=0 sur 0Q,

£

g Trouver (u,, p.)e V. x L, tel que:
(2)

£

Si la frontiére JQ, est localement lipschitzienne, alors on a (¢f. par exemple [9])
V. x L =[H}(Q)]¥ x[L?(Q,)/R], sinon V, et L, sont des espaces fonctionnels « plus
faibles » (cf. [9] ou [1]) avec V,c[HL(Q)N et L. L2 (Q)/R.

loc
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Fig. 1

Fig. 2
Fig. 1. — Milieu poreux dont la partie solide (hachurée) n’est pas connexe, et dont la frontiére est monophasique.
Fig. 1. — The solid part (hatched) of this porous medium is not connected, and its boundary is monophasic.

Fig. 2. — Coupe d’un milieu poreux dont la partie solide (hachurée) est connexe,
et dont la frontiére est diphasique.

Fig. 2. — Section of a porous medium: its solid part (hatched) is connected, and its boundary is diphasic.

En utilisant la méthode des développements asymptotiques (cf. [2] et [6]) on montre
heuristiquement que la « limite » du systéme (2) lorsque € tend vers 0 est le systéme (3) :
Trouver (u, p)e[L? ()N x H! (Q) tel que:
u=A(f—Vp) dans Q
V.u=0 dans Q
\ u.n=0 sur dQ

(3)

ou A est une matrice constante, symétrique, définie positive, obtenue a partir d’un calcul
local dans Y (cf., par exemple, [6], chap. 7). Dans la section suivante on va voir que les
solutions de (2) convergent bien vers la solution de (3).

I1. ENONCE DES RESULTATS. — Notation. — On convient de noter . I'opérateur de
prolongement par 0 dans Q—Q, qui opére de H (Q,) dans H} ().

TuEoREME 1. — Si la géométrie du milieu poreux vérifie les hypothéses (H), alors il
existe un opérateur linéaire continu R, tel que :
() R.eL([Ho(CHIY; Hg()I™;
(i) ue[H(Q)N =R, u=u dans Q;
(ili) V.u=0dans C,=V.R,u=0 dans Q
(iv) il existe une constante C qui ne dépend pas de s, telle que pour tout ue[Hy(CHIN
ona:

[ReulL2 @+ || VR W) 2 @ =CllullLzcy+el| Va2 )

La démonstration est esquissée dans la troisiéme partie de cette Note (voir aussi [1]).
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Fig. 3. — Exemple en dimension trois d’une période : (A
Y d’un milieu poreux qui vérifie les hypothéses ‘ Y
(H). 5
Fig. 3. — Three-dimensional example of a period Y //
of a porous medium which satisfies hypothesis (H).
[
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THEOREME 2. — Soit (u, p,) la solution unique de (2), et soit P,e L*(C)) la fonction

définie par :

(i) P,=p, dans ;

(i) dans chaque cellule Y§ contenue dans C,, P, est une constante dans la partie solide
Y, qui vaut :

P =# p. dans Yg.

| Y}i \ Yf,-i
Alors P, est borné dans L (Q).
Démonstration. — On combine les idées de L. Tartar [7] et R. Lipton, M. Avellaneda [4].
On définit d’abord, comme dans [7], une fonction g, par la formule suivante :

Vg, udy1, Hy co=<Vps Roudy-1 y! @, pourtout ue[Hg (T

Suivant [7] on montre que g, est borné indépendamment de & dans L?(C,), et donc
aussi dans LZ_(Q). Puis, comme dans [4], on choisit des fonctions tests u particuli¢res

(successivement a support compact dans Y£, puis dans Yj) et 4 'aide de la définition (4)
de R, on obtient le résultat.

THEOREME 3. — Soit (u,, p,) la solution unique de (2), et soit P, défini au théoréme 2.
Alors :

Y . u dans [L2(Q faible

EZ

P

. —p dans LL (Q)/R fort
ou (u, p) est la solution unique de (3).

Démonstration. — Une fois acquis le théoréme 2, la démonstration du théoréme 3 a
I'aide de la méthode de I'énergie (cf. L. Tartar[8)]) est classique (voir, par exemple, [7]).
La scule différence notable avec [7] est ici la convergence locale du prolongement de la

pression qui provient de 'absence de régularité de 0Q, au voisinage de dQ (cf. [1]).
ITI. CONSTRUCTION DE L'OPERATEUR R,.

LeMmME 4. — Il existe un opérateur linéaire continu Q, tel que :
(i) Q.eL([Ho(CYIY; Ho (QT);
(ii) ue[HY Q)N = Q,u=u dans Q;
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(iii) il existe une constante C qui ne dépend pas de &, telle que pour tout ue[Hg(C)IN

on a:

| Q|2 @)y +el|VIQu |2 @)= Cll|ullezcy+el|VielLz )

Démonstration. — 11 suffit de prendre Q, égal a 'opérateur de projection orthogonale
de [H§ (C)IN dans [H§ ()™
Démonstration du théoréme 1. — Pour u fixé dans [H}(C)]N on construit R, u dans

chaque paveé Y¢ entiérement contenu dans Q comme solution unique de :
Trouver (R u, g,)e[H" (Y5)IN x [L* (Y% )/R] tel que:
Vg —ARu)=—Au dans Y5,

1
V.(Rsu)=V.u+£'[ V.u dans Y§,
|Yfi| Ys
(4) .
Rau:QEHi“f_H
Py T |

(u—Qu).ek] e, sur (" 1Z,

L A
=hH 1z,

R.u=0 sur dY5,

Il est ais¢ de vérifier que les données de (4) satisfont a la relation de compatibilité :

J. V.(Rsu)=j R,u.n
¥¥i o,

Le systéme (4) admet donc une solution unique. On vérifie alors que R, u « se recolle »
sur les faces communes de 2 pavés Y? adjacents [grace a (1)], et donc R, u appartient
bien a [Hg(Q)]". Les autres propriétés de R, énoncées dans le théoréme 1 s’obtiennent
facilement a partir de (4).

Note remise le 28 mars 1989, acceptée le 12 juin 1989.
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