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Problémes mathématiques de la mécanique/Mathematical Problems in Mechanics

Homeogénéisation des équations de Stokes dans un domaine
perforé de petits trous répartis périodiquement

Grégoire ALLAIRE

Résumé — On étudie "homogénéisation des équations de Stokes avec condition aux limites de
Dirichlet dans un ouvert perforé de petits trous répartis périodiquement : par exemple en
dimension 3, les trous sont de taille £ répartis aux nceuds d’un réseau régulier de pas 2&. L’équation
homogéneéisée est une équation de Brinkman, i.e. une équation de Stokes avec en plus un terme
linéaire d’ordre O pour la vitesse.

Homogenization of Stokes equations in open sets perforated with tiny holes

Abstract — We study the homogenization of Stokes equations with Dirichlet boundary condition in
an open set which is peréforared by periodically distributed tiny holes (for example in the 3-D case, the
holes have a size of € and are distributed on a mesh of size €); the homogenized equation is a
Brinkman’s equation, 1. e. a Stokes equation plus a zero order linear term for the velocity.

Abridged English Version — We study the homogenization of Stokes equations with
Dirichlet boundary condition in an open set 2 obtained as follows: let Q be a bounded
connected open set with a smooth boundary in RN. The set Q is covered with a regular
mesh of size 2¢, each cell being a cube ]—¢; +¢&[Y which is perforated at its center by a
tiny hole T% equal to @, T where T is a given closed set which does not depend on &, and
a, is the hole’s size. 'We obtain Q_ by removing from Q all the holes T; which do not cut
the boundary 0Q.

Let fe[L2(Q)]Y. For each £€>0 there exists a unique solution of the Stokes problem

(Sy):

Find (u,, p,) € [H) QN x [L2(Q)/R] such that:
(SS) < Vpa - Auﬁ =f zn QE

V.u,=0 in Q..

\
It is easy to see that 7, the extension by 0 in Q—€, of the velocity #, remains bounded
in [H5 (Q)]Y when ¢ goes to 0. In order to pass to the limit in (S,) with the energy method
(see [10]) we make theoretical assumptions (see [1]) which lead to the following choice of the
a, value:

a,=Co V™2 for N23, a,=e 0" for N=2 wmith Cy>0.
Then we prove (see [1] for details):

THEOREM. — There exists an extension operator P, from L>(Q,) in L*(Q) such that, for
each q.€eL*(Q,), we have:
(1) P.(90)=¢, in Q,.
(i) ||P. (20 ||lL2 @ =C|| 4.||L2 @, @here C does not depend on .
(iii) HV[PG(qE)]”H-x (Q)§C||an”H—1(9£) where C does not depend on €.

Note présentée par Luc TARTAR.
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‘THEOREM. — Let (u,, p,) be the solution of (S,). Then (u, P_(p.)) converges weakly to (u, p)
in [Hy (QIN x [L? (Q)/R] where (u, p) is the unique solution of the Brinkman’s law (B):
Find (u, p)e[H}) (QOIN x [L2(Q)/R] such that:
(B) Vo—Au+Mu=f in Q
V.u=0 n Q

where M is a symmetric positive matrix which depends on T,
Moreover when T 1s a ball of radius 1, M is explicitely given by:

N(N—2) S, CN~2
N-—1 2N

where Sy is the surface measure of the unit sphere in RN

M=

Id for N=3

M="1d for N=2.
Co

" INTRODUCTION. — On étudie I"homogénéisation des équations de Stokes avec condition
aux limites de Dirichlet dans un ouvert €, obtenu en 6tant d’un ouvert donné € des petits
trous tous semblables, homothétiques, de rapport e¥N~2) pour N >3 ou exp( —1/e?) pour
N=2, a un trou modeéle T. Ces trous sont périodiquement répartis avec une période 2¢
dans la direction de chacun des axes. Le probleme homogénéisé est alors une équation
de Brinkman (i. e. une équation de Stokes avec un terme supplémentaire linéaire d’ordre 0
pour la vitesse).

Ce résultat est démontré en construisant un prolongement de la pression qui est borné
dans L%(Q) (suivant en cela une idée de L. Tartar [9]), ce qui permet d’adopter les
méthodes développées par D. Cioranescu et F. Murat dans [4] pour le probleme de
Dirichlet pour le Laplacien. Un cadre abstrait d’hypotheses a priori est introduit dans
lequel les théoremes sont démontrés, puis ces hypotheses sont verifiées dans le cas concret
décrit ci-dessus. Sur ce sujet on peut consulter les travaux de V. A. Marcenko et E. Ja.
Hrouslov [6], A. Brillard {3], J. Rubinstein [7], T. Levy [5] et E. Sanchez-Palencia [8].

I. CADRE ABSTRAIT. — Soit Q un ouvert borné régulier connexe de RN (avec N=2).
Pour chaque £>0 on définit une famille (T%)N® (les trous) de fermés réguliers inclus
dans Q et un ouvert perforé Q. defini par :

N (&)

Q=0-U T

i=1

Soit fe[L2(€)]™. Pour chague £>0 on sait que le probléme de Stokes (1) admet une
solution unique :

Trouver (u,, p,.)e[H (Q)N x [L*(Q)/R] tel que :
(1) Vp.—Au.=f dans Q,
V.u,=0 dans Q

£
\

Il est facile de voir que i, le prolongement par 0 dans Q—€, de la vitesse u_, est borné
dans [H} (). Pour passer a la limite dans (1), on se place dans un cadre abstrait

d’hypotheses; on vérifiera dans la partie (1) ces hypotheses dans le cas des trous décrits
dans I'introduction.
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Hypothéses (H1) a (H6). — On suppose que les trous T; sont tels qu’il existe des
fonctions wi, g;, M, et une application R, telles que pour 1=k<Nona:

(H1) wie[H' (QT", g;eL*().

(H2) w;=0 sur les trous T et V. w; =0 dans Q.

(H3) Soit ¢, le k-iéme vecteur de la base canonique de RN :

wt — e, dans [H' (Q)Y faible
{ q: — 0 dans L*(Q) faible.
(H4) pe[W™H = QI
(H5) Pour toute suite v, et pour tout v vérifiant :
v, — v dans [H' (Q)]" faible
{ v, =0 sur les trous T}
et pour tout e Cg(2) on a :
| (Vgi—Awg, 00, Ot 1l @) = CHie @V Pu-1, HL @)
R, e L([Hg (% [Ho (1Y)
ue[H Q)N =R, u=u dans Q,
V.u=0dans Q=V.R, u=0 dans Q,
| Rt |4t 0 S C|[#]lu @ 0tk C ne dépend pas de e.

(H 6)

PrROPOSITION 1. — On définit une matrice Me[W ™" °°(Q)]N2 par : Me,=u,.
Des hypothéses (H1) a (H5) on déduit que : n,.e;= lim Vwi.Vw; dans 2’ (). Par

e—=0

conséquent M est une matrice symétrique positive au sens suivant :
(Mo, ¢ 4-1, Hg, @20 pour tout oe[Cy Q7"

THEOREME 2. — S’il existe un opérateur R, qui vérifie (H 6), alors on peut construire un
opérateur de prolongement P, de L2(Q,) dans L?(Q) tel que pour tout q,€e L*>(Q,) on a :
1) P.(g.)=4q. dans Q;
(i) || P,(9) ||tz @ =C||4.|L2 @, 08 C ne dépend pas de «;
(i) ||VIP, (@)l @ SC||Va.|lu-1 @, 0t C ne dépend pas de .
Démonstration. — On suit une idée de L. Tartar [9]. On définit pour tout g, L*(Q,)
une fonction F,e[H ™' ()] telle que :

(Fp udu-1 ulaey=<{Vds Roupy-1 nl(qy) pour tout ue[Hg (O],

Les propriétés de R, [voir (H 6)] font qu’il existe Q, e L?(Q) tel que : F,.=V Q..

On définit alors 'opérateur P, par : P.(q,) =Q..

THEOREME 3. — On se place sous les hypothéses (H1) a (H6). Soit (u,, p.) la solution
de (1). Alors (i, P.(p,) converge faiblement vers (u, p) dans [H}(Q)N x[L*(Q)/R] ou
(u, p) est 'unique solution de :

Trouver (u, p)e[Hi (N x [L?(Q)/R] tel que :
(2) { Vp—Au+Mu=f dans Q -
V.u=0 dans Q

ou M est la matrice définie dans la proposition 1.

Démonstration. — Le théoréme 2 garantit I'existence d’un prolongement borne de la
pression grace a (H 6), et les hypothéses abstraites (H 1) a (H 5) ont justement été choisies
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pour permettre le passage a la limite dans la formulation variationnelle de (1) par la
meéthode de I’énergie (cf. [10] et [4]); pour les détails voir [1].

Remarque. — Les hypothéses (H1) a (HS5) sont semblables a celles de [4] ou était
etudie le probleme de Dirichlet pour le Laplacien. Par contre I'’hypothése (H6) est

originale et permet de définir un prolongement de la pression en suivant une idée de
L. Tartar [9].

Remarque. — Dans le cas ou N=2 ou N=3 les théorémes 2 et 3 se généralisent aux
équations de Navier-Stokes. Le terme non linéaire se conserve sans changement car si
4. — u dans [Hj(Q)IN faible, alors #,.V#i, »u.Vu dans [H™*(Q)JN fort, et ce dernier
terme peut €tre trait€é comme la force f (c¢f. [1]).

THEOREME 4. — On se place sous les hypothéses (H1) @ (H6) et on suppose en outre
que la solution u de (2) vérifie :
(3) ue[Wy NUQIN  avec 0>0 pour N=>2.
Alors :
N
lim ||d,— 3 wwi|lul =0
e—~0 =
(4) N
lim |p.—p— ). weqiflu2@y=0.
e—+ 0 k=1

La démonstration repose sur I’étude de la semi-continuité et de la continuité faibles de
Pénergie (¢f. [1]).

II. VERIFICATION DES HYPOTHESES (H 1) A (H 6) DANS LE CAS DE TROUS REPARTIS PERIODIQUE-
MENT DANS £. —  On étudie ici I'exemple considéré dans lintroduction. Soit Q un
ouvert borné régulier connexe de R™ (avec N=2) de frontiére Q. On recouvre Q par
un maillage regulier de pavés P; [1 £i<N(¢)] tous identiques, a4 une translation prés, au
pavé |—¢g; +¢[*. Chaque pavé Pt entiérement contenu dans Q est percé en son centre
d’un trou T; identique, a une translation pres, au fermé a, T (on suppose que T ne
depend pas de € et est inclus dans une boule de rayon 1).

On a : N(g) =|Q \/(2 g)N[1+0(1)]. On choisit la taille des trous a, telle que :

(5) a,=C,eNN"2  pour N23, a,=e 0  poyr N=2 avec C,>0.
II-A. Vérification de (H6). — On construit explicitement R, dans chaque pavé Pt

Soit ue [Hy ()], dans chaque pavé P on définit R, u par :
dans T? : R, u=0

R, u solution unique dans [H' (CH™de :
Vg.— AR, w)=—~Au dans C;

dans C : V-(REH)ZV'LH-T(;_E[J‘ V.u dans C
i} JTE

R,.u=0 sur 0T
R.u=u sur 0C:M K
dans K{: R, u=u

(ot C¢ est la boule de rayon € percée en son centre du trou T%. et K§ est le complémentaire
de T¢ U C¢ dans P%).
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ProposITION 5. — L’opérateur R, ainsi défini vérifie (H6) si la taille des trous a, est
donnée par (5).

Démonstration. — Seule I'estimation de ||R, u ||H(1) @, West pas immédiate. On I'obtient
grace aux deux lemmes suivants.
Soit C,_ la boule de rayon 1 percée en son centre du trou n T, avec 0<n<1.

LEMME 6. — Il existe un opérateur linéaire L qui opere de Hl(Cn) dans lui-méme, tel
que pour tout ve H! (C)ona:

L. (v)=v sur la sphere de rayon 1
L(v)=0sur c(nT)

6)°
© 19 @) 2 ey SCU Vo bz g+ Ko 122 e,
ou C nedépend pas de n
avec :
(7) K,=n""%? pour N23, K, = : pour N=2,

" /ILogn]
LEMME 7. — Pour tout fe L*(C,) tel que J =0, il existe ve[Hy(C)I" tel que :
Cq

Papplication (f — v) est linéaire
V.v=f dans C,

||””H$(CT,)§CHfHL’- (Cp)
ouCnedépend pasde .

(8)

II-B. Vérification de (H1) a (HS5). — Si chaque T} est une boule de rayon a, donné
par (5), on peut calculer explicitement des fonctions w;, ¢; et u, qui verifient (H1) a
(H5) (cf. [1])). Dans ce cas on trouve la valeur exacte de M :

N(N—2) Sy

M=
N—-1 2N

CY-?1d pour Nz=3

9
®) M=£Id pour N=2

0
ou Sy est la surface de la sphére unité de RN,

Si les trous ne sont pas des boules on ne peut plus calculer explicitement ces fonctions,
neanmoins on peut vérifier les hypothéses (H1) a4 (HS5) en utilisant d’une part des
resultats de comparaison (par le principe de Dirichlet) avec les fonctions calculées dans
le cas sphérique, et d’autre part des estimations a 'infini de solutions du probléme de
Stokes a I'extérieur d’un obstacle borné. Le résultat qui suit donne une caractérisation
de la matrice M. On remarquera le cas paradoxal de la dimension N =2,

ProrosiTiON 8. — En dimension N=3, on appelle F, la force exercée sur le trou
modeéle T par un écoulement de Stokes adhérent au bord de T, et valant e, a linfini. Si a,
vaut CoeNN"2) alors les trous T¢ vérifient les hypothéses (H 1) a (H 5), et on trouve :

N-2
_ Co

M= N (Fi), SkEN
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en dimension N =2, quelle que soit la forme du trou T, si a, vaut exp (—C,/e?), alors les
trous T$ verifient les hypotheses (H1) a (HS), et on trouve :

m
M=—Id.
Co
Remarque. — L’équation homogénéisée obtenue (loi de Brinkman) résuite evidemment

de la situation géomeétrique considérée [trou de taille a, donnée par (5) avec une
période 2 ¢]. D’autres situations peuvent conduire a des résultats radicalement différents :
ainsi si I'on considére des trous de taille € périodiquement répartis avec une période 2¢,
on obtient a la limite une loi de Darcy a partir des équations de Stokes (cf. [9] et [2]).

Note remise le 28 mars 1989, acceptée apres révision le 12 juin 1989.
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