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Probleme 1 - Estimation d’erreur a posteriori

1) La formulation variationnelle consiste & déterminer

ueX:={vecH(Q) : v=0sur I'p}

/Vu-Vvdx:/fvdx—i—/ gu ds.
Q Q 'y

D’apres le théoreme de Lax-Milgram, cette formulation variationnelle admet une solution unique. La coer-
civité de la forme bilinéaire découle de I'inégalité de type Poincaré rappelée dans I’énoncé.

tel que quel que soit v € X,

2)

a. La formulation variationnelle est identique a celle obtenue précédemment, quitte & remplacer f par
f(h) et g par g(h).

b. Pour tout v € X, on a

/Q(Vu—Vu(h))-Vvdcc:/Q(f—f(h))vala:—|—/F (g —g(h))vds.

N

En choisissant v = u — u(h), on en déduit en utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz et le Théoréme de trace
que

/Q [Vu — Vu(h)]? de < Cllu = u() |z @) (1f = F(W)IL2@) + 119 — 9(B) | 2r,.))-
D’apres 'inégalité de type Poincaré rappelé dans ’énoncé, il vient

lu —u(P) @) < CULF = F(B)llz2) + g — 9(B)llz2(r))-

c. Soit T un triangle du maillage. On note ag, a; et as ses sommets et Ar la matrice (a3 — aplas — ao).
L’application affine Fr(z) = Arx + ag est telle que T = Fr(Tp).
On utilise la norme matricielle subordonnée a la norme euclidienne. On a

|A7| = sup [[Apz].
el <1

Soit By la boule inscrite dans Ty de rayon pg et de centre zg. On a

|Az]| = po " sup ||[Arz|=pg'  sup ||[Apz — Apaoll = py ! sup ||Fr(z) — Fr(zo)ll.
lzl[<po lz—2z0l<po 2€By



Comme By est incluse dans Tp, on en déduit que pour tout © € By, Fr(z) appartient & T. Ainsi ||Fr(x) —
FT($0|| S hT et
[Az[| < hr/po-

Réciproquement, on a
IAZH < by /prs

ou pr est le diametre du cercle inscrit dans 7'. Le maillage étant régulier, le diametre du cercle inscrit dans
T est du méme ordre de grandeur que le diametre du triangle T'. Ainsi,

IAZ' ]| < Chz?,
d. D’aprés I'inégalité de Poincaré-Wirtinger, pour toute fonction ¢ € H'(Tp), on a

lp —m(e)Pde < [ |Vl da
T[) TU

On pose ¢ = po FT_l. On a Vy(y) = A;1Vg0. En effectuant un changement de variable dans l'inégalité
précédente, on en déduit que

/|w—m<¢>|2|detAT|-1dys/ Ar V2] det Ar|~ dy,
T T

soit

[ 1w -m)Pdy< [ arvu .
T T
D’apres la question précédente, | Ar|| < Chy (ot C est une constante indépendante de hr) et
[ o =m@Pay< il [ [voay.
T T

En appliquant cette inégalité a v» = f, on en déduit que
1t = P do < el [ 195 da,

e. Un raisonnement similaire nous permet d’établir que

/ g9 — g(W)? < Ch% / Vgl
E E

En combinant cette inégalité avec celles obtenues aux questions b et d, il vient
lw —u(h) || 2) < CAIV fll2@) + [[VallLz@ry))-

3) 1 suffit d’appliquer le Théoréme de Lax-Milgram pour obtenir lexistence d’une unique solution au
probléme discrétisé (3).

1)



a. Un élément fini P; est déterminé de maniere unique par ses valeurs aux noeuds du maillage. La
définition de I, détermine pour tout ¢ un élément fini P; I (), car elle précise sa valeur en tous les noeuds
du maillage. De plus, comme I () s’annule sur I'p, il appartient & Xj.

b. La famille de maillages 7}, étant supposée réguliere, ’angle formé par deux cotés d’un triangle T' € 7p,
est borné inférieurement, indépendamment de h. Notons 0., > 0 cette borne inférieure. Un sommet z du
maillage ne peut pas appartenir & plus de 27/0,,;, triangles du maillage et

|Card{T € T, ; T C wy}| < 27/Omin

L’ouvert w, est inclus dans la boule centrée en x de rayon maxrc,, hrs. Ainsi, il suffit de prouver que pour
tout triangle 7' du maillage inclus dans w,, on a

max hT/ S ChT

T Cwy
En fait, il suffit de montrer que le rapport hp, /hy, entre deux triangles possédant une aréte commune est
borné par une constante c¢g. On en déduit alors, en raisonnant de proche en proche que

max hT/ < (Co)m_lhT7
T'Cwy

oum = sup, |Card{T € T, ; T C wy}|. Soit E 'aréte commune a T} et T, le maillage étant régulier, hp, /hp
et hg/hr, sont tous deux majorés indépendamment de h. Il en est donc de méme pour Ay, /hr,.

c. Nous allons prouver que pour tout entier n il existe une constante C), telle que pour tout sommet x du
maillage appartenant & n triangles distincts du maillage (c’est a dire tel que n = |Card{T € Tj, ; T C w. }|),
on a

[0 =m0l L2(w,) < Cn(diam(ws))[Vol L2 (w,)-

Etant donné que n est majoré par m, on en déduit alors que

lv — 70| L2,y < s1<1p Cr(diam(w,)) Vv 12 (w,)-

On suppose pour simplifier que x n’est pas un élément du bord du maillage (dans le cas contraire, on peut
aisément adapter le raisonnement qui suit).

Soit w, un polygoéne régulier de diametre 1, centré a l'origine. On décompose w,, en n triangles notés
T, (i = 1,---,n). Soit F un difféfomorphisme, de déterminant positif, de w,, dans w,, continue, dont la
restriction a chacun des triangles 7T; est affine, tel que F/(0) = x et tels que F(T;) soit un triangle du maillage
75, (une telle application existe et est définie & une rotation de 2kxw/n prés (k =1,--- ,n) du polygone w,,).
D’apres P'inégalité (6) de 1'énoncé, il existe C, tel que pour tout v € H*(w,),

max det F'
< n .
wa) = min det F’

Or maxdet F' = maxge,, (n|K|/|wn]), mindet F' = minge,, (n|K|/|wn|) et

IVEll = max [Fy[/pn < hr/pn,

||'U—’/TI’U||%2( ||VF||2HVSD||%2(WT)

ol p,, est le diametre du cercle circonscrit des triangles T;. On obtient donc la majoration recherchée suivante

9 max |K| o 9
v —mavl[72(0,) < Cnth/PnHVQOHL?(%)'



d. L’ensemble des polynémes de degré inférieur ou égale a un étant un espace de dimension fini, les
normes ||p|| o (7, €t [|pllz2(7,) sont équivalentes. Il existe donc des constantes Cy et Cs telles que

||p||L°°(To) < Cl||p||L2(TO)

et

Ipllz2(0) < ChllpllLos(10)-
Soit 7" un triangle quelconque de R? et I une application affine, difféomorphisme de T} vers 7. Pour tout
polynéme p de degré au plus un, on pose p = po F~1. P est également un polyndme de degré au plus un sur
R?, et d’apres les inégalités précédente,

1Bl o (1) < Cullpllz> (7o) (1)
et
15/l 22 (70) < Collpll oo (1) (2)
Or
HﬁHLw(TO) = ||p||L°°(T)
et

1B 227,y = /T pI?[det V[ = [T |pl|F2(ry /2.
Ainsi, d’apres (1), on obtient
Ipll s 7y < C1IT|?|Ipll 2y / V2

et d’apres (1),
Ipllz2cr) < CoV2ITV?|pll Lo (1)

e. Soit ¢ € X, on a

(e=Inp)r = Y (0= In(@)(@)ba- = > (¢ —Tp)d0-

zeN(T) zeN(T)
Ainsi,
le = In@llzeary < Y Il — mollzar)
zeN(T)

Ainsi, d’aprées la question 4.c., il vient

lo = Tnpllzry <C Y (diamw,)[VollL2(w,) < Chrl| Vel L2@y)- (3)
zeN(T)

(Pour obtenir cette derniere inégalité, on utilise le fait que, le maillage étant régulier, le diametre des ouvert
w,, est du méme ordre de grandeur que hr).

On effectue un raisonnement similaire pour majorer ||¢ — Iy¢|r2(g). Tout d’abord, on montre, en
effectuant un raisonnement identique a celui effectué a la question 4.c. qu’il existe un constante C' telle que
pour toute aréte E du maillage, tout sommet = de E et toute fonction v € H'(w,), on a

v — 70|l 22 (my < Chi Vol L2 (-



le — In@llzzey < D lo(@) = mplllball2(e)-
zeN(E)

Soit p € X, on a
(=)= >, (e—I(@)(@)ps-= D> (¢ —Tep)u
zeN(E) zeN(E)
Ainsi,

le = In@llomy < D e — mall2m)
zeEN(E)

Ainsi, d’apres (4), il vient

1/2 1/2
lo = Ingllzaey <C >0 h21VellLe,) < ChE2 IVl L2 @p)-

zeN(E)

5) Soit v € X. On a

Vuy - Vo = /Vu~Vv
JACEEDWAL!

TET,

Sur chaque triangle T', u;, est régulier, on peut donc effectuer I'intégration par partie

/ Vuyp, - Vo = —/ Aupv —|—/ (Vup|r - nr)v,
T T aT

ol nr est la normale extérieure qu triangle T'. La restriction de uy a tout triangle T' du maillage étant affine,

Aup =0 sur T. On en déduit que

/ Vuy, - Vo = Z / ng - Vupv + Z / (Vuh|T1 snp + Vuh|T2 . TLTZ)U.
Q E E

Ecén N Ecén a

Sans perte de généralité, on peut supposer que ng = np,. On a alors Or Vuy |y, = lim;_o+ Vup(z — tng)

et Vup|r, = lim; g+ Vup(z + tng). Ainsi,

Vup|r, - nr, + Vup|r, - np, = tlir(r)1+ Vup(z —tng) -ng — Vup(z +tng) -ng = —[Vuy, - nglp.
Ainsi,
/Vuh'Vv: Z / ng - Vupv — Z /[Vuh~nE]Ev
Q E€&n N E Ec&p o E
et

/Qf(h)v-l-/FNg(h)v—/QVuh-Vv

=Y /T fyw+ > /E (9(h) =ng-Vup)o+ > [ng-Vuplo. (6)

TeTh Eégth EEgh,,Q



6) Pour tout v, € Xp, on a

/Qf(h)vh + /FN g(h)vy, = /QVuh -Vuy,.

Ainsi, pour tout v € X, on a

/Qf<h>v+/FNg<h>v—/Qwh-w:/Qf<h><v—vh>+/mg<h><v—vh>—/Qwhvw—vh).

D’apres I'égalité établie a la question précédente, suite a I’application de l'inégalité de Cauchy-Schwarz, il
vient

Qf(h)v+/FN g(h)v—/QVuh-va Z £ (M)lI2(myllv = vnllL2 (1)

TeT),

+ > llgh) = ng - Vupllzzmlo = vnllzzsy + D line - Vunlel e o = onllem)-
EcEy, N E€én, 0

En appliquant cette majoration & v, = I (v) ainsi que les estimations (3) et (5), on obtient

s+ [ ko~ / m-wsc( S 1 Wzzybrllvla @

TeTy
1/2 1/2
+ S o) = nm - VeIl + S e - Vunlsll by |v||H1@E>)
E€&n N Ecéh,0
et
1/2
/ Flhyo + / o(hyy / Vur o <C (Y Polmen2+ 3 olnen+ 3 1ol2nes,)
Q2 Iy Q TET, E€&n n E€Eh.0
1/2

SFMIGebz+ > Nlgh) —ne - Vunliambe + Y lne - Vuslelizmhe
TeT), EcEy, N E€ép n

Enfin, comme chaque triangle T' du maillage appartient & un nombre uniformément borné (par rapport a h)
d’ouverts wr et wg, on en déduit que

/Q o + / oty - /Q Vuy - Vo < cnvnm(m( ST )y b2

TeT,

1/2
+ Y Ng(h) —np - Vulemhe + Y ||[nE'vuh]2L2(E)hE> ~
Ee&n N E€&h,0

7) 1l suffit de constater que pour tout v € X, on a

/Qf(h)v+/FN g(h)v:/QVu(h)-Vv.



Ainsi, d’apres la question précédente,

1/2
/QV(U(h) —up) - Vv < Cllollp(o) < > n%)

TeT,

ou

1
nr = {h2T||fT|%2(T) T3 Z hellng - Vuh]EHQLQ(E)
Eeghygﬁg(T)

1/2
s el e Vulbg ) o 0)
EEgh,Nﬁg(T)

et £(T) est ensemble des arétes du triangle T. En appliquant cette estimation & v = u(h) — uy, et en
utilisant I'inégalité de type Poincaré

Jalf oy < € [ [Vl
pour tout w € X, on obtient

1/2
|u(h) = un|lgr@) < C < > 77%) ~

TeT,
8)

a. La fonction br est continue, car Aj(z)A2(2)A3(z) est nul sur le bord du triangle T. On a

max bT(LL') = Imax 27)\1)\2)\3,
xzeT AEK

ou

K={\cR® : \;>0et A\ + Ay + A3 =1}

Le maximum de by ne peut étre atteint en un point tel que I'une des coordonnées de A s’annule. D’apres les
conditions d’optimalité du premier ordre, il existe donc un réel u tel que

27/\2/\3 = 27)\1)\2 = 27/\1/\3 = U
(les contraintes de type A; > 0 sont inactives). Il s’en suit que A\; = Ao = A3 = 1/3 et
max br(z) = 1.
b. D’apres la formule de quadrature (6.43) du cours,

/ A1dos = [T[11111121/5! = |T/60.
T

27 9
by = —|T| = —|T).
/TT 1T = 7]

Le maillage étant régulier, |T'| est du méme ordre de grandeur que h2..

Ainsi,



c. Soit Fr une application affine telle que Fr(Ty) =T. On a by o Fr = by, et
b7 1227,y = /TO bz, || det VFr| = | det VFr||lbg, 172z, (8)
De plus, Vbr = VFT_1VbTO et
IVorlza(r) = /T IV ERVbn P det VEr| < | det VEIVEL IIVbr Iz (9)
Ainsi,
IVbrl 220y < CIUVEZ bzl z2(r)-

On conclut en notant que ||VE:"|| = maxpy|—p, |2ll/p(T) < hr/pr < Chy!
9)
a. Par intégration par partie, la restriction de uy a T' étant affine et by étant nul sur le bord de T, on a
/ Vuy - Vbr = 0.
T

De plus, d’apres le probleme variationnel vérifié par u(h), on a

/TVu(h)~VbT:/TfTbT.

/TV(u(h)—uh)-VbT:/TfTbT.

Ainsi,

b. Comme [.bp =9|T|/20, on a
9T frl/20 = / V(u(h) —up) - Vor < [V (u(h) = up)|[z2 (1) VO || L2(1)-
T

Or |Vbr | r2r) < Chzt||br||p2(ry < Chy'|T|M2. Ainsi,
T\ fr| < C||V (u(h) = up)||L2¢ryhp T2

et
T2 2] < CIIV (u(h) = un)llz2ryh

On en déduit que
1frlZe = 127171 < CIV (u(h) = un) T2y hz”.

10)



a. La fonction bg est continue sur chaque triangle. De plus, on a continuité le long de chaque aréte: bg
nulle sur le bord de Ty N7 égale & 4\ (z)A2(x) sur 'aréte E. Elle est donc continue. On a

max bg(x) = max 4A\(1—)\)=1.
w€T UTs 0<A<1

b. D’apres la formule (6.43) du cours, pour tout T € wg,

/bE:/4)\1>\2:4|T|2!/4!: T|/3.
T T

Enfin, comme le maillage est régulier, |T'| est du méme ordre de grandeur que h%.
1
E 0

c. Le méme raisonnement que celui effectué a la question 8.c s’applique et permet d’obtenir que

IVbElz2cry) < Ch [1bmll L2 (1)
11)

a. Par intégration par partie,
/ VuthE = Z / VuthE:f/[nEVuh]EbE
wE TCwg T E

De plus, d’apres le probleme variationnel vérifié par u(h),
Ainsi,

b. D’apres la question précédente, on a

[nE - Vun)g| /EbE < T%;E 1f ()2 [1bE | L2y + [V (u(h) = wn)llL2(1) [ VOBl L2(1)
Et d’apres 10.c,
ng - VUh]E|/EbE < T%;E (If W)l 2y + ChE IV (w(h) = un)ll2cy) 1052 (1)
Or |bgllL2(ry) < Chg et [ bg = 2hg/3. Ainsi,
g - Vunlglhe <C > (IfW)e2r) + bt IV (u(h) = un)l| 2(r)) b

Tewg

On obtient la majoration souhaitée en divisant cette inégalité par hlE/ 2,



c. On a prouvé a la question 9.a que pour tout triangle T,
hrllfrllczry < Cllu(uw) = unllm(r)
Comme hp et hg sont du méme ordre de grandeur, il s’en suit que
1/2 —1/2
hg I frllzecry < Chg'llu(e) = unll o).

D’apres la question 11.b , on a donc

line - Vunlglr2e) = hif*line - Vunlel < C > b PV (u(h) — un) | L2 r-

Tecwg
12)

a. Par intégration par partie,

wgE E

En utilisant la formulation vérifiée par u(h), on en déduit que

[ (op =np-Vube = [ V) =) Voe— [ e

WE E

En effectuant exactement le méme calcul que lors des questions 11.b et 11.c (quitte & remplacer —[ng-Vuy|g
par gg — ng - Vuy ), on obtient

9 — nE - Vun| L2z < Chy *u(h) — || # (wp)-
13) En utilisant les résultats obtenus aux questions 10.c, 11.c et 12.a, on en déduit que
7 < Cllu(h) — |l
nr > u Uh H(wr)?
d’ou

> nr < Cllu(h) — unllzp o)
TeT),

L’estimation a posteriori est donc efficace.

10



Probleme 2 - Dynamique de Hellmann-Feynmann
Question 1.

1.a Comme E et y — y(q) sont de classe C*, il est en de méme de la fonction ¢ — V(q) = E(q,y(q)) et on a

v OF Ay

% (q) = %(q’y(Q)) + (B, (q,4(q)), 94,

(9))-

ou E, désigne la différentielle par rapport a y de la fonction . Comme ¢’(y(g)) # 0, on peut appliquer
le théoreme 10.2.8 : il existe A € R tel que

Ey(a:y(q) + A (y(q) =0
Par ailleurs, ¢(y(q)) = 0 pour tout ¢ € R?. En dérivant par rapport a g;, il vient

(d(y(2)), g{i (q)) = 0.

En conséquence,

v, . 9E ay OF dy OF

% (q) = @(q’y(Q)) + (B, (q,4(q)), o (9)) = 90 (¢,y(a)) — Mc(y(a)), 4, (9)) = 90 (2,y(q)).

Dot (14).

1.b La formule (14) permet de calculer les composantes de la force —VV (q) & partir de y(q) sans avoir &
calculer les dérivées de y(q), ce que nécessiterait I'utilisation naive de la régle de la chaine.

Question 2.

2.a Pour z € R™ \ {0}, on pose ¢, (M) = % Il est clair que ¢, est une forme linéaire sur l’espace

vectoriel Mg(n). De plus I'application trace est également une forme linéaire sur Mg(n). Comme la
condition 0 < M < I, équivaut & 0 < ¢,(M) < 1 pour tout x € R™ \ {0}, il vient

K = ( M ¢z"([0, 1])) T {p)).

rER™

Les ensembles ¢ ([0, 1]) et Tr ~*({p}) étant fermés (en tant qu’images réciproques d’ensembles fermés
par une application continue) et une intersection quelconque d’ensembles fermés étant fermée, il en
résulte que K est fermé.

Soit M € KC, X une valeur propre de M et € R™\ {0} un vecteur propre associé. Comme 0 < M < I,
ona0<z*Mz < |z|>. Or 2*Mz = A|z|?>. Donc 0 < A < 1, ce qui implique que ||M||s < 1. Donc K
est borné.

I, 0

est dans K. Donc K est non vide.
0 Onp

La matrice diagonale par bloc M = (

11



Enfin, si My et Ms sont dans K et si 6 € [0,1], alors la matrice 0M7 + (1 — 0) My est symétrique,
Tr (OM71 4+ (1 — 0)M) = 0Tr (M) + (1 — 6)Tr (M) = p, et

Vo € R"\ {0}, ¢.(0M1 + (1 = 0)Ma) = 0, (M) + (1 — 0)¢,(Mz) € [0, 1].
Donc 0M; + (1 — 0)Ms € K, ce qui prouve que K est convexe.
2.b Posons F,(M) = E(¢,M). On a

Fy(M + P) =T (H(q)(M + P)) + S|M + P2 = F,(M) + Tx ((H(g) + M)P) + 5 | PI}2.

Donc (Fy(M), P) = Tr ((H(q) + M)P) et F}/(M)(P, P) = || P||%.
Il en résulte

e que Fj est a-convexe sur Mg(n) avec a = 1 (voir proposition 10.1.5 et exercice 10.1.9 du cours),
et qu’en conséquence (15) admet un unique point de minimum M(q) sur K (cf. théoréme 9.2.6) ;

e que M(q) vérifie 'inéquation d’Euler (cf. théoreme 10.2.1)
VM eK, (FJ(M(@), M~ M(@) >0,
ce qui s’écrit aussi
VM e K, Tr((H(q)+ M(q)M) = Tr ((H(q) + M(q)) M(q))-
2.c Comme VF,(M) = H(q) + M, on reconnait dans
My = i (My — p(H(q) + My))

l’algorithme du gradient a pas fixe avec projection. Or on sait que Fj est a-convexe avec av = 1. De
plus F} est Lipschizienne de constante de Lipschitz égale a 1. En effet

[VFy(My) — VE,(Ms)||p = || My — Ma||p.

Il résulte donc du théoreme 10.5.8 que l'algorithme du gradient & pas fixe avec projection converge
pour tout 0 < p < 2.

Question 3.

3.a Posons V =R" et J(z) = >, |z; — y;|*>. L'ensemble X 4 est un compact, convexe non vide de V et

la fonction J est a-convexe sur V. Le probleme (18) admet donc un unique point de minimum z°.

On est dans le cadre d’application du théoréme 10.2.19 avec N = 1, G(z) = > 2, — p, M = 2n,
Fi(x) = —x;, Fiyn(x) = x; — 1. Les conditions d’optimalités s’écrivent donc

) —yitpu—XNi+Xin=0, A\ >0, 0<a? <1, Nal=Nin(?-1)=0.
Pour chaque 1 < i < N, on a donc trois possibilités :

Loa) =y —p

12



2. xi=O,auquelcas)\i207)\HN:O,etO:m?:yi—u—i—)\iZyi—u
3. 2 =1, auquel cas \; =0, )\Z—+N20,et1=xQ:yi—u—)\i+N§yi—ﬂ.

K3 (2

Il en résulte que

79 = max(0, min(y; — p, 1)).

Il reste & déterminer la valeur du multiplicateur de Lagrange . Comme >, 29 = p, p est nécessairement
solution de 'équation f, (1) = p.

Notons que la fonction f, est continue et décroissante sur R, et telle que f,(—o0) = n, f,(+00) = 0.
L’équation fy,(u) = p admet donc au moins une solution (ce qu’on savait déja puisque (18) a un point
de minimum). Il est possible que f,° L({p}) soit un intervalle compact de R, mais dans ce cas chacun
des 2¥ est égaal soit a 0, soit & 1, et la valeur de 20 est la méme quel que soit le choix de u dans cet
intervalle. On peut vérifier cela soit directement, soit en invoquant le théoréeme de Kuhn et Tucker,
qui s’applique ici car toutes les contraintes sont affines.

n
3.b Posons P = {N =diag(N11, - , Npn), 0<N; <1, ZNn‘ ZP}-
i=1

Soit N € P. Comme N € A(n), N = diag(N11,---,Nppn) et la condition Tr (N) = p s’écrit
>oi i Nii = p. On a montré par ailleurs précédemment que toutes les valeurs propres d’un élément de
K étaient dans Uintervalle [0, 1]. Donc 0 < N;; < 1 pour tout i. Ceci prouve que N € P.

Réciproquement, soit N € P. Il est clair que N € A(n) et que Tr (N) = p. Pour tout « € R™ \ {0},

_ iy Niilif?

> |zil?
Dot 0 < minj<i<pn Nis < ¢2(N) < maxj<i<n Ny < 1, ce qui prouve que 0 < N < I,,. Donc
NeAn)nkK="P.

¢ (N)

3.c Soit M € Mg(n) et N € Mg(n) définie par N;; = M,;d;;. Il est clair que N € A(n). De plus
M—N = Mlj(l — (5”) S A(TL)J' Donc N = HA(n)(M)

Soit M € K et N = IIa(n)(M). Comme N;; = M;;d;;, on a déja N € A(n) et 37 | Nijy = > | My; =
Tr (M) = p. Soit e; est le vecteur de R™ dont la i-éme composante vaut 1 et dont toutes les autres
composantes sont nulles. Comme 0 < M < I,,, on a 0 < efMe; < |e;|> =1. Or Ny; = M;; = el Me;.
D’ou 0 < N;; <1 pour tout 4, ce qui montre que N € P.

3.d Soit N € A(n) une matrice diagonale. On a (N —IIa(,) (I (V))) € A(n) et (Il (V) = a ) (I (V))) €
A(n)*t. Donc
IN =V 3 = [[(N = Ha@ [e(N) + (Magy (Me(V)) = (V)
= ||V = Ty (e (V) [+ [|TL ) (T (V) = T (V) .-

D’apres la question précédente, IIa ) (i (V) € K. Or Hx(NV) est caractérisé par Il (N) € K et
[N — Hx(N)||3 = min [|[N — Z\~7Hf7 Il en résulte que I (N) = TIa@m) (I (N)), ce qui montre que
NeK

Ik (N) € A(n). Ainsi, I (N) € A(n) N K =P.
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3.e Pour tout N = diag(zy,--- ,z,) € A(n),
- n
IN = N|& = Z |; — Nugl?.
i=1

Les éléments diagonaux de I (N) peuvent donc étre obtenus en résolvant le probléeme d’optimisation

n n
min{Zhi—Niiz, OSIzSL Zzi:p}.
i=1 i=1

Un algorithme de calcul de I (N) est donc :

1. Chercher par dichotomie une solution . de I'équation fx(u) = p ou

fr(p) = max(0,min(Ny; — p1,1)).
=1

Cette étape ne pose pas de difficulté car fy est continue et décroissante sur R et qu'on a
fn(min(N;) — 1) = n et fy(max(N;)) = 0.
2. Poser
HIC(N) = diag(max(oa min(Nll — My 1))7 e max(ov mln(Nnn — M 1)))

3.f Soit U € M(n) une matrice orthogonale et Ky = U*KU. Soit M € Ky et M € K tel que M = U*MU.
OnaM*=U*MU)*=U*"M*U=U*MU =M, Tr (M) =Tr (U*MU)=Tr (UU*M)=Tr (M)=0p
et pour tout = € R\ {0}, (M) = ==yt = Eputel = guig (M). Done 0 < ¢,(M) < 1. On
a donc bien M € K et donc Ky C K.

Ceci étant vrai pour tout matrice orthogonale U, on a en particulier Ky~ C K. Par suite K =
U*Ky-U Cc U*KU = Ky € K. Finalement Ky = K.

3.g Si M € Mg(n) et M e Mg(n), on a pour toute matrice unitaire U € M(n),
|U*MU —U*MU|3? = |U*(M — M)U||2 =Tr (U*(M — M)UU*(M — M)U)
= Tr (M —M)?*)=|M— M|
Comme U*KU = K, on a Ui (M)U € K et

|U*MU —U T (M)U|z = |M = (M)|[F = min [|M — M|z
MeK
= min |[U*MU — U*MU|%
MeK
— : * o 2 _ i * o 2
= oo (UTMU = Qllp = min [U"MU — Qlr.

En conséquence I (U*MU) = U*Iic(M)U. Pour calculer I (M), on peut donc

1. Diagonaliser M dans une base orthogonale, i.e. exhiber une matrice orthogonale U € M(n) telle
que N =U*MU € A(n).
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2. Calculer I (N) en utilisant I’algorithme construit & la question 3.e.
3. Calculer I (M) par la formule (M) = Ul (N)U*.

Question 4.

4.a U est une matrice orthogonale et M(q) € K. Il découle donc du résultat de la question 3.f que
U*M(q)U € K. En utilisant le résultat de la question 3.c, on obtient N(q) = IIa () (U*M(q)U) € P.

Comme S(q) = UD(q)U*, I'inéquation d’Euler s’écrit
VM eK, Tr(UD(@U*M) > Tr (UD()U"M(g)),

soit
VM e K, Tr(D(qU*MU) > Tr (D(q)U*M(q)U)

soit encore

VM € Ky =K, Tr (D(¢)M) > Tr (D(q)U"M(q)U).
Etant donné que P C K, on a donc aussi
VN e P, Tr(D(q)N)=Tr (D(q)U"M(q)V).
En notant que D(g) € A(n) et que N(g) = () (U* M(g)U), on obtient
Tr (D(q)U*M(q)U) = (D(q), U M(q)U)r = (D(q), N(q))r = Tr (D(q)N(q))-

Finalement,
VN eP, Tr(D(@N)=Tr (D(N(q)).

4.b L’ensemble P est un polyedre puisque c’est l'intersection des 2n + 2 demi-espaces de A(n) définis par
Nii >0,1=N;; >0, 37"  Njy—p>0etp—>" N >0.

Notons P, ’ensemble des éléments de P dont p coefficients diagonaux sont égaux a 1, les n — p autres
coefficients diagonaux étant égals a 0. Nous allons montrer que Peyy = Po.

Soit N € P\ P.. Tous les coefficients diagonaux de N ne sont pas dans ’ensemble {0,1}. Sinon, la
contrainte Tr (N) = p contredirait le fait que N ¢ P.,. Comme par ailleurs, p € N, au moins deux
coefficients diagonaux de N sont dans ]0,1[. Soit donc 1 < i1 < is < n tel que 0 < N;;, < 1 et
0 < Ni,.i, < 1. Soit N* € R" obtenu & partir de N en remplacant N;,;, par N;,;, & € et N;,;, par
Niyi, F €. Il est clair que pour € > 0 assez petit N* € P, NI # N- et N = (N} + N7 ). Donc
N ¢ Poxt-

Réciproquement soit N € P,, P€ P, Q € P avec P # Q et § € [0,1] tel que N = 6P + (1 — 6)Q. Soit
1 <7< ntel que Py # Q. 1l vient 0P;; + (1 — Q)Q“‘ € {071}. Comme 0 < P; < 1,0 < Qy <1,
P;; # Qq; et 0 € [0,1], on a nécessairement 0 € {0,1}. Donc N € Peyy.

Le cardinal de I’ensemble Pyt est donc égal a < Z )
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La fonction N +— Tr (D(g)N) est linéaire. Son minimum sur le polyédre convexe P est donc atteint
en I'un des points extrémaux de P. Donc
P P
Tr (D(q)N(g)) = min Tr (D(¢)N) = min Tr (D(¢)N) = _ min > () =Y €(q).

NeP N€Pox 1Sii S Sip<n £ =

4.c Siep(q) < €p41(q) 'unique point de minimum sur P de la fonction N — Tr (D(g)N) est le point extrémal
(L 0
e (6l)

M(q) =UN(q)U".

Donc N(gq) = Ny. D’ou

On pourra remarquer que
P
M(q) = wilg)xi(q)"
1=1

ou (x1(q), - ,zn(q)) est une base orthonormale de vecteurs propres de M (q) telle que pour tout
1 <i<mn, S(9zi(q) = ei(a)wi(q)-
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