Chapitre 3

FORMULATION
VARIATIONNELLE DES
PROBLEMES ELLIPTIQUES

Exercice 3.1.1 Si f est une fonction continue sur [0, 1], montrer que I'équation dif-
férentielle

—d%:f pour 0 <z <1
{ w(0) = u(1) = 0, (3:1)

admet une solution unique dans C?([0, 1]) donnée par la formule

u(z) = x/o f(s)(1 — s)ds — /01’ f(s)(xz — s)ds pour z € [0, 1]. (3.2)

Correction. Soit u défini par (3.2). La continuité de la fonction f assure la
dérivabilité de la fonction u. On a

i) = [ 160 -as— [ sty

d’ot —u"(z) = f. De plus, u vérifie les conditions aux limites u(0) = u(1) = 0. Ainsi,
u est bien solution de I’équation différentielle (3.1). Il reste a établir I'unicité de la
solution de I’équation (3.1). L’équation étant linéaire, il suffit de montrer que toute
solution v de ’équation (3.1) avec f = 0 est nulle. La dérivée seconde de v étant
nulle, on en déduit que v est une fonction affine. Enfin, les conditions aux limites
impliquent la nullité de la fonction v.

Exercice 3.2.1 Déduire de la formule de Green (3.5) la formule de Stokes

/Q dive (2)6(x) dz = — /Q o(x) - Vo(z) dz + / o(x) - n(z) b(x) ds,

o0

ol ¢ est une fonction scalaire de C*(Q) et o une fonction a valeurs vectorielles de C'*(€2),
a supports bornés dans le fermé (2.
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Correction.

(¥ -o@ito) +ola) - Vota dﬂf—Z/(gZ D 4o 90w ) da

- [ Glne =3 [ atrrotern o
= [ o) ntwyotes

Exercice 3.2.2 En dimension N = 3 on définit le rotationnel d'une fonction de €2 dans
R3, ¢ = (¢1, o, ¢b3), comme la fonction de € dans R3 définie par

_(&?3 0py 0p1  Op3 O 5¢1)
rotg = — .

axg B 81‘37 81'3 81'17 0x1 8272

Pour ¢ et 1), fonctions a valeurs vectorielles de C''(€2), a supports bornés dans le fermé
€2, déduire de la formule de Green (3.5)

/Qrow-wdx—/ggb-rotwda:: —/m(qb X n)-ds.
Correction.

/ (rotgp - ¢ — ¢ - rotyh) dx
Q

_ dp3 O dp1 O3 dpy Oy
=[G g ) v (G 5o ) v (5 - )

s Oy oYy O3 oYy Oy
(a—xz‘a—mV“ (a—m‘a—xl)@‘ (a—‘a—M d

Z/Q %(@52% — ¢3102) + %(@53@01 — ¢11h3) + aixg(?bl% = Gatn) da

o3 — P31y
:/ G301 — P13 | - n ds
90N\ pripa — dathy
:/ (¢ x 1) -n ds.
o9

Exercice 3.2.3 On considére le Laplacien avec condition aux limites de Neumann. Soit
Q) un ouvert borné régulier de RY et u une fonction de C*(§)). Montrer que u est une
solution du probleme aux limites

{ —Au=f dans

% =0 sur 0f2.

(3.3)

si et seulement si u appartient 3 C'1(€2) et vérifie I'égalité

/ Vu(z) - Vo(z) de = / f(z)v(z) dz pour toute fonction v € C*(9). (3.4)
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En déduire qu'une condition nécessaire d’existence d'une solution dans C2(€2) de (3.3)
est que [, f(z)dz = 0.

Correction. Supposons que u soit solution du probleme aux limites de Neumann
(3.3)
—Au = f dans ()
{ % = 0 sur 02.

En multipliant I'équation vérifiée par u par dans  par une fonction test v € C*(Q),
on obtient, suite a une intégration par partie que

/QVu(x).Vv(x)dx— @(x)v(:v)ds:/gf(:c)v(:c)d:c.

a0 On

Comme Ju/0n = 0 sur 02, on en déduit que

/QVU(:L').VU(J:)CZJ: = /Qf(x)v(x)dx pour tout v € C(Q). (3.5)

Réciproquement, supposons que u soit une fonction réguliere vérifiant (3.5). Par
intégration par partie on a

- /Q(Au(x) — f(x))v(z)dx + %(a;)v(x)ds =0 (3.6)

aa On

pour tout v € C'(Q). On procede en deux étapes : Dans un premier temps, on
applique la relation (3.6) a des fonctions tests a support compact dans . Cela
nous permet de “tester” 1’équation vérifiée par u dans 2 et d’établir ’équation
—Au = f dans €. Dans un deuxiéme temps, on applique (3.6) a des fonctions tests
non nulles sur 0f2, ce qui nous permet de “tester” 1’équation vérifiée par u sur le
bord du domaine et d’en déduire que du/On = 0 sur 9. Plus précisément, pour
toute fonction test v a support compact dans §2,

/Q (Au(z) — f(2))v(x)dz = 0.

On peut conclure a la nullité de Au — f de deux maniére différentes. La premiere
consiste a appliquer le Lemme 3.2.9 du cours. Plus simplement, Au — f est nulle
car orthogonale & un sous espace dense de L*(Q). L’égalité (3.6) implique alors que
Ou/On est elle nulle car orthogonale (pour le produit scalaire L*(09)) & un sous
espace dense de L2(09), trace des fonctions C''(2) sur le bord 99 du domaine €.
En choisissant la fonction v = 1 comme fonction test dans la formulation va-
riationnelle, on en déduit que s’il existe une solution w réguliere au probleme aux

limites (3.3),
/ f(z) dz = 0.
0
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Exercice 3.2.4 Soit © un ouvert borné régulier de RY. On considere |'équation des

plaques
A (Au) = f dans )

u=0 sur 052 (3.7)
% =0 sur OS2

On note X I'espace des fonctions v de C*(2) telles que v et % s'annulent sur 9€). Soit
u une fonction de C*(£2). Montrer que u est une solution du probleme aux limites (3.7)
si et seulement si u appartient a X et vérifie I'égalité

/ Au(z)Av(x) dx = / f(z)v(x) dz pour toute fonction v € X. (3.8)
Q 0

Correction. On procede comme pour l'exercice précedent. Soit u une solution
réguliere de I’équation des plaques (3.7), pour tout v € X,

AA(AU)(x)U(x)dx:/Qf(x)v(x)dx. (3.9)

Par intégration par partie,

/Q A(AW)(@)o(x)de = — /Q V(Au) - Vo(z)de + /a

Q 871

Comme v = 0 sur 02, on en déduit que

/Q A(Au)(z)o(z)dr = — /Q V(Au) - Vo(z)dz

puis par une nouvelle intégration par partie que

/ﬂ A(Au)(z)v(z)de = /Q Au(z)Av(z)da — / Au(x)g—Z(x)ds.

o0N

Comme g—ZfL(az) = 0 sur 092, le dernier terme de cette équation est nulle. Ainsi, on
déduit de (3.9) que

/Q Au(z)Av(z)dz = /Q f(a)v(x)da.

La réciproque s’établit comme lors de I’exercice précédent. Supposons que u soit une
solution du probleme variationnel (3.8), en effectuant deux intégrations par partie
successives, on obtient

/(A(Au) — flvdx =0,
Q
pour tout v € X. Or X est un sous espace dense de L?(2), ainsi A(Au) — f = 0.

Exercice 3.3.1 Le but de cet exercice est de montrer que |'espace V', défini par

V={velQ), v="0surd0}, (3.10)
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muni du produit scalaire
(w,v) = / Vw(x) - Vu(z) dz, (3.11)
Q

n'est pas complet. Soit 2 la boule unité ouverte de RY. Si N = 1, on définit la suite

—x—1 si —1l<ax<-—nt
up(z) =4 (n/2)x> = 1+1/(2n) si —n ' <x<n!
x—1 sint<xz<l1.

Si N =2, pour 0 < a < 1/2, on définit la suite
up(x) = ‘log <|§|2 + n_1>’ — |log(4™ " +n7h)|™

Si N >3, pour 0 < < (N —2)/2, on définit la suite

B 1 1
up(z) = (|22 + n-1)8/2 - (1+n-1)8/2

Montrer que la suite u,, est de Cauchy dans V' mais qu'elle ne converge pas dans V
lorsque n tend vers l'infini.

Correction.

D’apres l'inégalité de Poincaré, une suite wu, de l'espace V' est de Cauchy, si
et seulement si Vu, est une suite de Cauchy dans L?(2)Y. L’espace L*(Q)" étant
complet, on en déduit que u, est de Cauchy dans V si et seulement si Vu, est
convergente dans L*(Q2)N. Ainsi, si V était un espace complet, toute suite de wu,
de V telle que Vu, converge vers un élément 7 de L?(2)V serait convergente vers
un élément v de V. En particulier, 7 = Vu serait une fonction continue. Afin de
prouver que V' n’est pas complet, il suffit donc dans chacun des cas de vérifier que
Vu, converge dans L2(2)Y vers une fonction discontinue.

Cas N = 1. La suite Vu, converge dans L*(] — 1,1[) vers la fonction 7 définie par

(@) = -1 siz<0
11 siz >0

La fonction 7 n’ayant pas de représentant continu, V' n’est pas complet.
Cas N = 2. Soit 7: Q — R? la fonction définie pour tout = # 0 par

a2®

|2

On vérifie sans mal que 7 appartient & L*(Q2)?. En effet,

1
1
2 200 2
dx = 2m2°" d
et =2me [

7(z) = — 3 (= log(|z/2)))" " z.
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et comme 2o — 1 < 0, l'intégrale est finie

20-171 920412
} =2 T (og2)2t,

2 2a+1__ 2 -1 r
dz = 2 1-2 (1 T _ L T
/Q|7'| x o ( a) { 08 3 ) T

La suite Vu,, converge dans L*(Q2)? vers 7. Il suffit & cet effet, d’appliquer le théoréme
de convergence dominé de Lebesgue en remarquant que |Vu,(z) — 7(z)| est une
suite décroissante sur un voisinage de 1’origine, uniformément bornée en dehors de
ce voisinage, convergeant ponctuellement vers zéro.

Comme 7 n’est pas continue, V' n’est pas complet.
Cas N > 3. On procede comme dans le cas précédent. En particulier, u, et de
Cauchy et le gradient de u,, converge dans L?(2)" vers

T

=

La fonction 7 appartient bien a L?(Q2)", car fol r=2HN=83dr < 400 des que B <
(N —2)/2, mais n’est pas continue en 0.



