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Corrigé proposé par G. Allaire

1 Différences finies

1. On remplace uj par u(t™, x;), ot u est une fonction réguliere, et on définit 'erreur
de troncature du schéma par

= (At)! (u(t"“,xj) —c_u(t",zj—1) — cou(t",x;) — c+u(t”,xj+1)) .

ol on n’a pas oublié de diviser par 1/At pour que la formule du schéma soit sous une
forme ”standard” (cf. la Remarque 2.2.5 du polycopié). On fait un développement
de Taylor en ¢t autour de t" et en x autour du point x;

ou L 0%u

w(t™ z) = u(t", z;) + At = o (tn, ;) + (At) 2 (tn, ) + (’)((At)s)

et

,0%u 3

u(t™, xje1) :u(t”,xj)iAx%(tn,xj)—i-%(Ax) o 2(tn,x]) (Aw) 9 3(tn,x])+(’)((Agg)4)

qui conduit a

l-c —cp—cy ., | Ou ' At 0%u \, (e —cy)Az 0u ‘
— A u(t", xj)+ 1 (tn, )+ 5 o2 (tn,xj)+ Al &U(tn,m])
c_ +ci)(Ax)? 0%u c_ —cy)(Az)? B3u

_{ 221( ) o Q(tn7$])+( 62( ) oo (o 2)+0( (At +cx(Az)'/At).

Pour que F ait une limite quand At et Az tendent vers 0 (indépendemment), et
puisque c_, ¢, cy ne dépendent de At et Ax qu’a travers le rapport At/(Ax)?, il
faut que

c—+cpt+cer =1 et c_=cq.

On note a = c_(Az)?/(vAt) et on en déduit une simplification de I'erreur de tron-
cature

ou At 6%u 82
5 5 573 (b 1) — v (b, 25) + O((AD)” + a(Aa)?),

ol on a précisé le reste en fonction de a. Clairement, le schéma ne peut étre consistant
que si a = 1 : dans ce cas, si u est une solution de 1’équation de la chaleur, alors
E = O((At) + (Aa:)2). Réciproquement, si u n’est pas solution de I’équation de la
chaleur, alors 'erreur de troncature ne tend pas vers zéro. Autrement dit, le seul
schéma consistant est

E =

vAt

+1_
uj ?(Aa:)Q (u? 1~ 2uj + “JH)




Il est d’ordre 2 en espace mais seulement d’ordre 1 en temps car on ne peut pas
?¢éliminer” le terme de dérivée seconde en temps. Il s’agit, bien str, du schéma
explicite centré en espace. Le calcul de 'erreur de troncature nous donne automati-
quement ’équation équivalente

ou At o d%u

at 2o Vo =Y

ou bien, si on remplace la dérivée seconde en temps par une dérivée en espace,

ou Pu  V2At 0t
— —v—+4+—-—=0.
ot Ox2 2 Oxt
2. Pour obtenir un schéma de type Lax-Wendroff on considere le développement de
Taylor

ou (At)? 0%u

ultns1,25) = ultn, 5) + (A) 7 (tn, 25) + =55 (tn, 25) + o((an?),

qui, pour la solution u de ’équation de la chaleur devient

d%u vAt)?2 0%y
u(tnir,25) = ultn, 2;) + V(AL 5 (tn, 75) + ( ; ) =

(b, z5) + O((A1)).
Comme d’habitude on note uj une approximation de u(tpn, ;). Une approximation
a lordre 2 de %(tn,a:j) est

n  _ o,mn n
uj1 — 2uj g,

(Az)?

N . . < 4
Sur ce modele une approximation a ’ordre 2 de %}(tn, xj) est

(uf_g —2uf_y +uf) — 2(uf_y — 2u] +ulyy) + (uf — 2ujyy +ulys,)
(Az)

ul_og —4ui_y + 6uj —4duly +uly
(Az)? '
Le schéma de type Lax-Wendroff est donc

ug‘H = c2/2u§”_2 +e(l = 2c)uj_y + (1 —2c+ 302)u}1 +c(1 = 2c)uly + c2/2u?+2,

ot ¢ = vAt/(Ax)?. Ce schéma est & 5 points en espace. Par construction, il est au
moins d’ordre 2 en temps et en espace puisque le développement de Taylor en temps
est fait jusqu’a l'ordre 2 inclus et que les approximations des dérivées spatiales sont
d’ordre 2. Tous les coefficients de la formule du schéma sont positifs si 0 < ¢ < 1/2.
Par conséquent, le schéma vérifie le principe du maximum discret et est donc stable
L™ sous la condition CFL 2vAt < (Az)?. Comme il est linéaire, consistant et stable,
il converge d’apres le théoreme de Lax.



2 Diffusion non locale

1. Soit le probléme aux limites

~Bue) + [ ele,y) (@) — u(y))dy = flx)  dans 0,

Q (1)
u=0 sur 0f.

Pour obtenir une formulation variationnelle de (1) on multiplie ’équation par une

fonction test v, avec v s’annulant sur le bord 0f2, et on integre par parties. On
obtient

/QVu'Vvd:L“jL/Q/Qc(x,y)(u(:r)—u(y))v(w)dyd:vz/gfvdx. (2)

On peut réécrire le terme non-local de maniere symétrique. En effet, en échangeant
T ety

/Q/Qc(x,y)(u(x)—u(y))v(x) dyd:c:/ﬂ/gc(y,x)(u(y)—u(:c))v(y)dxdy

= —/Q/Qc(x,y) (u(m) —u(y))v(y) dx dy

par symétrie de c(x,y). Par conséquent, en gardant la moitié du terme non-local
identique et en changeant I'autre moitié avec la formule ci-dessus, (2) est équivalent

/QVU -Vudz + %/Q/Qc(x,y) (u(aj) - u(y)) (v(m) - v(y))da: dy = /va dzx.

Pour que tous les termes dans (2) aient un sens et pour vérifier la conditions aux
limites de Dirichlet on choisit H}(2) comme espace de Hilbert. Finalement, la for-
mulation variationnelle proposée est :

trouver u € H} () tel que (2) ait lieu pour tout v € H} ().
On vérifie maintenant les hypotheses du théoreme de Lax-Milgram 3.3.1. On définit
une forme linéaire

L(v):/ﬂfvdw

et une forme bilinéaire
a(u,v) = /QVU -Voudz + % /Q /Q c(x,y) (u(az) - u(y)) (v(:n) - U(y))da: dy

qui sont clairement continues par application de I'inégalité de Cauchy-Schwarz pour
majorer les intégrales. Vérifions maintenant la coercivité de la forme bilinéaire. On
a

a(v,v) = /Q |VU|2d$—|—%/Q/QC($,y) (U(az) —v(y))2d$dy

> [ |Vo]*dz > C|lv|}
> [ [Volda = Cllolip o

car ¢ > 0 et grace a I'inégalité de Poincaré (€2 est borné). Par conséquent il existe
une unique solution u € H}(2) de la formulation variationnelle (2).



2. Vérifions maintenant que cette solution de la formulation variationnelle est bien
une solution du probléme (1). Pour cela on admet que u € H?(Q2). On utilise la
formule de Green (4.22) qui implique que (2) est équivalent &

/Q (—Au + /Q c(z,y) (u(:v) - u(y))dy - f) vdr = 0.

Comme v est une fonction quelconque dans H 6(9), on en déduit par application du
Corollaire 4.2.2 que

~Au(a) + [ cla,y)(ul@) —ul) )dy = J(a)

comme fonctions de L?(Q2), ce qui implique que cette égalité a lieu presque partout
dans €. Par ailleurs, comme u € H{ (), le théoréme de trace 4.3.13 (ou son corollaire
4.3.16) affirme que, sur le bord 99, v = 0 en tant que fonctions de L2(92), ce qui
implique que les conditions aux limites de Dirichlet ont lieu presque partout dans
08. On a donc bien retrouvé le systeme (2) au sens ”presque partout”.

3. D’apres la proposition 3.3.4, puisque la forme bilinéaire a(u,v) est symétrique, la
solution u minimise aussi I’énergie

c’est-a-dire

E(v) = %/Q|VU|2CZ:E+%/Q/Qc(az,y)(v(x)—v(y))2d:pdy—/ﬂfvdw.

4. La matrice de rigidité I est la somme de deux contributions
K =Ko+ Ky,

ou Ky est la matrice de rigidité du Laplacien et K1 est celle due au terme non-local.
D’apres la section 6.2.1 du cours on a

2 -1 0

Ko=ht

On note ¢;(z) = ¢ (x_hm]) la j-eme fonction de base des éléments finis de Lagrange

Py, ot ¢(z) = max(0,1 — |z|) est la fonction ”chapeau” usuelle. Pour le terme non-
local on a

(K1), = [ (60-0)os@ dyn = [ ooyt do—( [ ontwrae) ([ o))



et, grace a la formule de quadrature des trapezes, on en déduit
2
(ICl)ij = hé;; — h2.

Avec la notation 1 pour le vecteur dont toutes les composantes sont égales a 1, on
a donc obtenu
K1 =hld - h*T® 1.

5. La matrice K, et donc K, est pleine et il est couteux de résoudre, par une
méthode directe (de type factorisation de Cholesky ou élimination de Gauss), le
systeme linéaire qui découle de la méthode des éléments finis de Lagrange P;. Une
meilleur idée est de réécrire K sous la forme

K=T-hIx1,

ou 7 est tridiagonale et donc facile a factoriser. On utilise alors la formule suivante
qui permet de calculer I'inverse de K en fonction de celui de 7

h2
1—h27-0-1

Kt=7"14 T 'MTo7 ',

qui n’a un sens que si K27 1.1 # 1, ce qui est vrai dés que h est petit. Le systeme
linéaire issu de la méthode des éléments finis de Lagrange Py

Ku=1b (3)
admet donc la solution
h2b-7T7 11
=7 % T
“ Tl omroaa

Bien siir, pour résoudre (3) on ne calcule pas la matrice inverse 7 ~!! En pratique,
on factorise la matrice tridiagonale 7 puis on résout un premier systéme linéaire
pour calculer 7 I et un deuxieéme systeme linéaire pour calculer u

R%b- T

Tu=b 1.
U=t T e

L’ordre des matrices étant n, cette maniere de faire demande de I'ordre de O(n?)
opérations (puisque la factorisation LU ou de Cholesky préserve la structure bande
de la matrice) alors que approche naive consistant a factoriser X demande de l'ordre
de O(n?) opérations (méme chose pour la place mémoire).



