ECOLE POLYTECHNIQUE — Promotion 2010
Analyse Numérique et Optimisation (MAP431)

Examen classant du 06 juillet 2012
Durée : J heures

Sujet proposé par X. Blanc et F. Bonnans

Le sujet se compose de deux probléemes totalement indépendants. Chaque probléeme est a
rédiger sur des copies de couleurs distinctes, blanches pour le probléeme 1 et vertes pour le
probleme 2.

Probléeme 1 : Equation des ondes
(Copies vertes, noté sur 13)

Soit £ un ouvert borné régulier de R?, avec d € N*. On note 92 sa frontiere. Pour 7' > 0
fixé, on s’intéresse a la résolution du probleme suivant

{ % —div (F(Vu)) =0, dans Qx]0, T,
u =0,

1
sur 0Qx]0,T7, )
assorti des conditions initiales

u(x,t =0) =up(x), dans Q,
du

dans €.
L’application F : R? — R? sera supposée de classe C°.

Partie I. Le cas linéaire — étude théorique. On suppose dans cette partie que la fonction
F est égale a l'identité :
VyeR?, F(y)=y.

Le systeme (1)-(2) devient alors I’équation des ondes ”standard”.

Question 1. On commence par s’intéresser au cas de solutions particulieres de (1), de la
forme

u(z,t) = v(z)e™.
l.a. Ecrire le systeme vérifié par la fonction v et le réel w.

1.b. Ecrire la formulation variationnelle associée au probleme vérifié par v et w sous la forme

Vw € X, a(v,w):w2/vw,
Q

ou on précisera 'espace X et la forme bilinéaire a.



1l.c. Démontrer que la forme bilinéaire a associée a la formulation variationnelle de la ques-
tion 1.b est coercive sur 'espace de Hilbert X.

1.d. On rappelle que, d’apres le cours, le couple (w,v) peut prendre un ensemble discret de

valeurs (vg,wk)ren. En dimension 1, dans le cas ou  =]0, 1], déterminer explicitement les
valeurs de vy, et wy,.

Question 2. Ecrire la formulation variationnelle du systéme (1)-(2).

Question 3. Démontrer que la formulation variationnelle définie a la question 2 admet une
unique solution. On appliquera pour cela un résultat de cours, et on précisera les espaces
fonctionnels utilisés pour ug, u1 et u.

Question 4. On suppose que u € C?(Q2 x [0,T]), de sorte que (1)-(2) est vérifié au sens
classique.

4.a. Enintégrant la premiere ligne de (1) contre une fonction bien choisie, démontrer I’égalité
d’énergie :

vt € 0,7, /Q(Z)Z(x,t)dl‘—i—/ﬂ|Vu|2(a:,t)da::/Qu%(x)dx—f—/Q|Vu0|2(x)d:c. (3)

4.b. Démontrer que

Vit € [0, 71, /0 ! /Q <g;‘>2(x,t)dxdt+ /Q o (@) () dz =
/O ! /ﬂ V(2 £)dadt + /Q Z(a:,to)u(x,to)dx (@)

4.c. Dans le cas T' = oo, déduire de (3) et (4) que

fo ou
lim / / ( ) z,t)dzdt = lim / /]Vu\ x,t)dzdt
to—00 to to—oo t 0
1
= (/ u?(z)dx —|—/ ]Vu0|2(x)d:n> .
2 \Ja 0

Question 5. Par quel argument simple peut-on généraliser les résultats de la question 4
aux u € C([0,T), H (22)) N CL([0,T], L*(2)) (on ne demande pas de faire la preuve) ?



Partie II. Le cas linéaire — méthode d’éléments finis. La fonction I’ est toujours
égale a l'identité, et on s’intéresse ici a la discrétisation de (1)-(2). Pour cela, on considere
un sous-espace Vj, de dimension finie N}, de H&(Q) On se donne donc upg € Vj, et up 1 €V,
des approximations de ug et uq, respectivement.

On se donne une base (¢;)1<i<n, de Vi, et on cherche uj, = up(t) € V3 sous la forme

ou les U; sont des applications de [0,7[ dans R. Les vecteurs U h0 e RNw et UM € RN
désignent, respectivement, la décomposition de uy g et de uy 1 sur la base des ¢;.

Question 6. En utilisant une approximation de Galerkin de la formulation variationnelle
de (1)-(2), démontrer que le vecteur U = (U;)1<i<n, est solution du systeme

{ M LY + KU =0, t €)0, T}, (5)

U0) =uho, 40) =U",

en précisant les matrices M), et K), en fonction de la base (¢;); <;<y, -
Question 7. Démontrer que les matrices My, et Kj sont symétriques définies positives.

Question 8. Démontrer que le systéme (5) vérifie une conservation d’énergie du méme type
que (3).

Question 9. Pour discrétiser en temps le systeme (5), on fixe At > 0, et on propose le
schéma aux différences finies suivant :

Mh—UTLH_QAUthLU%l + KpU" =0, 6
Uo — yho % — pyht (6)
) t )

9.a. Démontrer que le schéma (6) est consistant avec (5), d’ordre 2 en temps.
9.b. On considére probleme aux valeurs propres généralisé suivant :
KoU = AMpU, XeR, UeR.

Démontrer qu’il Ny, couples valeur propre-vecteur propre ()\i, Vi)
tels que (V’)

1<i<N), solutions de ce probleme

L<i<N, forme une base de RM» | et que Vi /1 <i<Np, X\>0.

9.c. Démontrer que le schéma (6) est stable au sens de von Neumann sous la condition CFL

At /[ max A\ < 2.
\ 1<i<N),



9.d. Proposer une variante de (6) inconditionnellement stable.

Question 10. Démontrer que le schéma (6) vérifie la relation

Vn > 07 ﬁM (Un+1 _ Un) . (Un+1 _ Un) + KhUn . Un+1 —

At2 —— M, (U'=U°) - (U'=U°) + K,U°- U (7)

Question 11. Quel est le lien entre (3) et (7) ?

Partie III. Le cas non linéaire On suppose maintenant que F' est une fonction réguliere
quelconque, qui vérifie

F(y) = VG(y),

avec G : R — R, réguliere telle que
vy eRY, alyl® < Gly) < Blyl%,

ol 0 < a < 3 sont des constantes indépendantes de y.

Question 12. On suppose dans un premier temps que la solution u existe et est de classe
C?. Démontrer que u vérifie une conservation d’énergie du méme type que (3).

Question 13. En déduire

2
vt € 0,71, ;/Q@D (x,t)da:—i—a/g\Vu!Q(x,t)dxSC(uo,ul), (8)

ou C(ugp,up) est une fonction de ug, u; indépendante de ¢ que I'on précisera.

Dans toute la suite, on se place en dimension 1 d’espace, avec comme domaine
Q=]-1,1].

Question 14. On écrit une formulation faible de (1)-(2) comme suit :

T
80 ou Op
Vo € D(2 x [0,T) / / u(x,t) —8 x t)d:vdt—l—/o /QF <8x(x,t)> B (z,t)dzdt

Iy
= [ @t 0de = [ w(@ @0 ©)

Démontrer que si u est une solution de classe C? de (1)-(2), alors elle vérifie (9).



Question 15. (Question ”bonus”)

15.a. Démontrer que F'(0) = 0. Dans la suite, on supposera que F(1) = —F(—1) > 0, et on
posera ¢ = /F(1).

15.b. On suppose que ¢I' < 1. Soit la fonction

1 1
u(x,t)zilaz—ct|+§|x+ct|—1. (10)

Démontrer que, pour tout ¢ < T, la fonction z — wu(z,t) est dans H(€2). Calculer %Z'

15.c. Démontrer que u définie par (10) est solution de (9) pour des valeurs de ug et u; que
I’on précisera.

15.d. Cette solution vérifie-t-elle la conservation d’énergie démontrée a la question 12 7
Pourquoi ?

Probléeme 2 : Pénalisation logarithmique
(Copies blanches, noté sur 7)

Partie I. Optimisation quadratique convexe, dimension finie On note R’} et R,
les ensembles suivants:

RY :=={zeR" 2; >0,i=1,...,n}; R}, ={reR" ;>0 i=1,...,n}. (11)

Soient A une matrice symétrique définie positive de taille n, et ¢ € R™. 1l existe donc e > 0
tel que Az -2 > a|z|?, pour tout z € R™. On pose F(z) :=c-x + %Aw -, et pour € > 0,

n
F.(z)=F(z)—e) log(x;) sixzeR},, et +oo sinon. (12)
=1

On étudie les liens entre le probleme de minimisation de F' sur R’} et son approximation par
pénalisation logarithmique:
min F(z); € RY, (QP)

T

min F;(z); xe€RY,. (QF:)
x

Question 1. Montrer que (QP) a une solution unique, avec un unique multiplicateur de
Lagrange associé, qu’on notera respectivement Z et A. On écrira les conditions nécessaires
d’optimalité.

Question 2. Enoncer le lagrangien du probleme (QP). Montrer que (Z, S\Z est point-selle

de ce Lagrangien, et formuler le probléme dual noté (D). Le multiplicateur \ est-il solution
de (@D) ? Les problemes primal et dual ont-ils méme valeur 7

Question 3. (i) Montrer que pour tout n > 0, ¢, (s) := %sz — nlog s atteint son minimum

sur Ryy. (ii) En déduire que V; := inf{F.(z); = € R} } est fini.



Question 4. Montrer que F:. est fortement convexe sur son domaine de définition, et que
(QP:) a une solution unique notée z..

Question 5. Sixz € R’} , on note 271 le vecteur de iéme composante 1/x;, pour i = 1 & n.
On note A, := e(x.)~!, onl z. a été défini dans la question précédente. Montrer que (z., \.)
est borné, et vérifie

c+ Az, — \. =0. (13)

Question 6. Montrer que (z., A\.) tend vers (4, \) quand € — 0.

Partie II. Probléme de 'obstacle avec conditions de Neumann Soit {2 un ouvert
borné de R™ de frontiere de classe C>°. On pose V = H'(Q), et on note par V (resp. V)
'ensemble des fonctions positives (resp. strictement positives p.p.) de V. Soit f € L?(f).
Pour u € V, notons

F(u) := ;/ \Vu(a;)|2dx+%/ u(a;)de—/f(x)u(x)dx. (14)
Q Q Q
Considérons le probleme

min F(u); ue V. (P)

u

Question 7. Montrer que (P) a une solution unique notée u, caractérisée par la condition
d’optimalité u > 0 et

/QVu(x) - (Vu(x) — Vau(x))dz + /Qu(a:)(v(x) —u(x))dz > /Qf(a:)(v(x) —u(z))dx, (15)

pour tout v € V.
Question 8. En déduire une estimation de ||a|y en fonction de || f||z2(q)-

Question 9. Soit u € V. Montrer que ®(u) := — [, log(u(z))dz est toujours bien définie
(au sens de 'intégrale de Lebesgue), a valeur dans R U {+o0}.

Question 10. Pour u € V1, on pose F.(u) := F(u)+&e®(u) et on définit le probléme avec
pénalisation logarithmique comme

min F(u); we Vi, (P:)

Montrer que I'infimum de ce probleme est fini. On pourra s’inspirer de la premiere partie.
Question 11. Montrer que (F-) a une solution unique ..

Question 12. On admet dans la suite que la fonction que \.(z) = £/u-(x) est dans L ().
Montrer que u. est caractérisée par la relation

/Q V. (z) - Vo(z)dz + /Q (e (&) — &/ (2))o(z)dz = /Q F@)o()dz, (16)

pour tout v € V.

Question 13. On suppose que u. — @ dans V quand € — 0. Montrer que @ = u.



Corrigé du Probleme 1 : équation des ondes
Partie 1.

Réponse a la question 1.a. Si u(x,t) = v(z)e™?, alors on a

2
Au(z,t) = Av(z)e™t, (((;tg = —w?v(z)e™.

Si on reporte cela dans le systeme (1), on obtient (Av(z) + w?v(z)) e = 0, donc
—Av = w?v.
Par ailleurs, les conditions de bord vérifiées par u impliquent que

v=0 sur Of.

Réponse a la question 1.b. Pour obtenir la formulation variationnelle du probléeme ci-
dessus, on multiplie I’équation par une fonction test w réguliere et nulle au bord de 2. On

obtient donc
/—Avw:wz/vw.
Q Q

ov
En intégrant par parties, on a / —Avw = / Vw - Vv — / w—. Le terme de bord est
Q Q a0 On

nul car w est nulle sur Q. On obtient donc [ Vv - Vw = w? | vw. Ainsi, la formulation
Q Q
variationnelle du probleme vérifié par v est donc

Vw € HY (), /Vv-Vw:wQ/vw.
Q Q

Réponse a la question 1.c. On utilise 'inégalité de Poincaré :
3C >0, Ywe HY(N), / w? < c/ |Vwl|?.
Q Q

Ainsi, pour w € H} (),

1 1 1 1
_ 2 _ 1 2 1 2 1 2, 1 2
atww) = [ V0l =5 [ Vo +3 [ 1Vl =g [ vl +gp [

(11 ) ) (11 )
> S — S _
_mm(z,w) (/lew\ +/Qw) mm(z,m) Jool%

Donc la forme bilinéaire a est bien coercive sur X = HE ().
Réponse a la question 1.d. En dimension 1, ’équation vérifiée par v devient —v” = w?v.
Cette équation différentielle linéaire admet un ensemble de solutions de la forme

v(z) = Ae™" 4 Be ™",

ou A et B sont des constantes. Pour qu'une telle fonction soit nulle en 0, il est nécessaire
que A+ B = 0, donc v(x) = 2Aisin(wz). Pour que v s’annule également en x = 1, on doit



avoir sin(w) = 0, donc w = km, k € Z. On obtient donc un ensemble de solutions discret de
la forme:
wr =k, wvg(z) =sin(kmz), ke Z.

Notons que le cas kK = 0 donne bien une solution, mais comme vg = 0, il ne s’agit pas d’un
vecteur propre du Laplacien.

Réponse a la question 2. Ici aussi, on multiplie par une fonction test, notée w(x), et on
integre par parties, en utilisant le fait que w est nulle sur le bord de §2. On obtient alors

2

Vw € H}(Q), Cizfﬂu(:c,t)w(x)d:c + /Q Vu(z,t) - Vw(z)dx = 0,

assortie des conditions initiales

Ju
ot
Réponse a la question 3. On reproduit la preuve du théoreme 8.3.4 du polycopié : on
applique le théoreme 8.3.1, avec H = L?*(Q), V. = HZ(Q). Le probleme ci-dessus admet
donc une unique solution u € C°([0,T], Hi(Q)) N C1([0,T], L*(2)), a partir du moment ot
up € H&(Q), u € L2(Q).

Réponse a la question 4.a. On integre la premiere ligne de (1) contre % sur €, ce qui
donne

u(z,t =0) = up(z), (x,t=0)=wui(x).

ou 0%u ou
_— _ — A _— = U.
L a0 (z,1) 92 (x,t)dx /Q u(z,t) Fr (x,t)dx =0

Le premier terme est la dérivée en temps de % Jo (%)2 (z,t)dx. Par ailleurs, on applique la
formule de Green au deuxieme terme. Comme u est nulle sur 9€2, le terme de bord est nul.

On a donc )
1d du ou
2dt (/Q <at) Wt)dx) +/9Vu(w,t) Vo (@, ) de = 0.

On identifie le deuxieme comme la dérivée en temps de 3 [, |[Vul?(z,t)dz, d'ot

%% [/Q (g?)z(a:,t)daz—k/g|Vu\2(x,t)d:c] 0.

On integre cette égalité de 0 a ¢, on applique les conditions initiales, et on obtient le résultat.
Réponse a la question 4.b. On integre la premiere ligne de (1) contre u sur €2, et on
applique la formule de Green :

0%u 9
w(z,t) = (z,t)de + [ |Vu|*(z,t)dz =0.
Q ot? Q

Ici encore, le terme de bord est nul car u = 0 sur 0f2. Ensuite, on intégre en temps de 0 a £,
et on integre par parties (en temps) le premier terme :

/Qu(:c,tg)g?(x,to)dx—/Qu(x,O)g;L(a:,O)dx—/oto/ﬂ (Z?)Q(m,t)dmdt

to
—i—/ / |Vul?(z, t)dzdt = 0.
o Jo



En appliquant (2), on obtient le résultat.

Réponse a la question 4.c. Une premiére conséquence de (3) est que fQ (%—?)2 (x,t)dx
d’une part, et [, |Vu|?(x,t)de d’autre part, sont des fonctions bornées de t. On applique
I'inégélité de Poincaré, qui implique donc que fQ u(z,t)?dz est bornée indépendamment de ¢.
On applique ensuite 'inégalité de Cauchy-Schwarz, qui implique

< (/ <gt)2(x,t)dx> (/Qu(x,t)2da:>l/2,

qui est donc bornée indépendamment de t. D’autre part, Vo € [0, T,

to to
/]Vu| xtdmdt—/ /< ) (x,t)dxdt

uo( Juq (z)dz — / u(z to (x,to)dx.

1/2
(x,t)u(z, t)dx| <

to

Le membre de droite tend vers 0 quand ¢y tend vers I'infini, donc

1 [t 1 [to ou\ 2
lim / / |Vul?(z, t)dzdt — / / <> (z,t)dzdt | =0. (17)
to—00 t() 0 Q t() 0 Q ot

Par ailleurs, on integre (3) par rapport a ¢t de 0 a tg, puis on divise par ty. On obtient alors

to to
/\Vu| x tdacdt+/ /( > x,t)dxdt = /u%(w)d:c%—/ \Vug|? (z)dx
Q Q
d’ou

, 1 [l ) 1 [t ou\?
:/uf(x)dﬂ/ Vuo[2(z)de. (18)
Q Q

On fait ensuite la somme puis la différence (17) et (18), et on obtient le résultat.

Réponse a la question 5. On raisonne par densité : si ug et u; sont de classe C*° en
espace, alors en appliquant la proposition 8.5.2, u est elle-méme de classe C'*°. Si maintenant
on prend une suite de données initiales ug et u} de classe C* qui convergent, respectivemet,
vers ug € Hg(Q) et up € L?(€2), respectivement en norme H'(£2) et en norme L?(2), on peut
définir la solution u™ de (1)-(2) correspondante. On admet le résultat de stabilité suivant:

lu — U"”c([o,T],Hg(Q))ncl(}o,T[,L2(Q)) <C (”“0 —up i)+ llua - “?”B(Q)) ’

ou C > 0 ne dépend pas de n. Comme u” satisfait (3) pour tout n > 0, u satisfait (3) par
passage a la limite. De méme, (4) est également vraie. Enfin, on vérifie aisément que le
raisonnement de la question 4.c reste valable si u € C ([0, T], Hy(Q2)) N C* (10, T[, L*()) .



Partie II.

Réponse a la question 6. Rappelons que la formulation variationnelle de (1)-(2) s’écrit
2

/ u(z, t)w(x)dx +/ Vu(z,t) - Vw(z)dz = 0,
Q Q

avec

Ou
ot

L’approximation de Galerkin sur V}, s’écrit donc

u(z,t =0) = up(x), (x,t =0) =wui(x).

d2
Vwy, € Vy, e /Q up(z, t)wp, (z)dz + /Q Vup(z,t) - Vwp(z)dz = 0,

avec

up(z,t =0) =upp(x), ﬁ(aﬁ,t =0) = up,1(2).

En utilisant la décomposition de uj, sur la base (¢;)1<i<n,, et en utilisant wy, = ¢; comme
fonction test, on obtient

2
d-Uj;
dt?

Ny, Np,
LD i ex(@)(es + 3 U0 | Vout@)- oy(a)da =0,

On obtient donc le résultat voulu, avec des matrices M}, et K}, définies par

(M), = /Q by, (Kn)yy = /Q Vi Vo,

D’autre part, la condition initiale s’écrit bien

, ho , dU;j h1
Réponse a la question 7. Il est clair que My et K} sont symétriques, d’apres la question
précédente. De plus, pour tout vecteur V€ R on a, en notant v, = Zjvzhl Vi,

Nn N Np, 2
(KhV)-VZZZW/V@-WjVj:/ > ViV z/\Vvh\2>0-
i=1j=1 /9 2]i=1 @

Donc K, est positive. De plus, si le (K,V) -V = 0, on a alors Vv, = 0, donc vy, est une
constante. Comme elle est nulle au bord de 2, v, = 0, ce qui équivaut a V = 0. Ainsi, K}
est définie positive.

De méme, on a

N, Ny, Ny, 2
V= : e — PO R 2
(MpV) -V E;V /Q 6i;V /Q (Z;qu) /Q vi > 0.

Et la encore, si le membre de gauche est nul, c’est que vy est nulle, donc V = 0. Donc M}
est définie positive.

10



Réponse a la question 8. On reproduit la preuve du cas continu : on fait le produit

. .y . dU .
scalaire de la premiere ligne de (5) avec %7, ce qui donne

U\ dU dU
<MhdtQ) ar TG =0

Comme M}, et K} sont symétriques, on a

d du\ dU d?U\ dU d au
@ [(Mhdt> dt] =2 (Mh(:lt2> 'Ea d [(KhU) U] —Q(KhU) dt'

Ainsi,

d AU\ dU
S K .
dt K hdt) g T EU) U] 0

On integre de 0 a t, ce qui donne

F(KU)-U = (MhUh’l) Uhl 4 (KhUW) . uho.

AU\ dU
Vi e[0T M,
€ 0,77 ( hdt) dt

Réponse a la question 9.a. En notant U(t) la solution exacte de (5), et en supposant
quelle est de classe C*, on a, en utilisant un développement de Taylor :
dU (AH)? d?U (At d3U

U((n+1)At) = U(nAt) + Atg( nAt) + 2 42 6 di3

+0 ((An)Y),

et
dU (A2 d*U (A1) d3U
—1)At) = A At—(nA —
U((n—1)At) = U(nAt) — tdt( t) + 5 a2 T

+0 ((Aat)h).
D’ou 'on déduit

U((n + 1)At) — 2U(nAt) + U((n — 1)At)  d*U
At2 Cdt2

+0 ((At)?).

Ainsi, erreur de troncature du schéma tend bien vers 0 & la vitesse au moins (At)?.
Réponse a la question 9.b. D’apres la question 7, les matrices Kj et My, sont symétriques
définies positives. Donc, par application du théoreme spectral, il existe une base V1, ..., Vs
de R qui est orthonormée pour M, et orthogonale pour Kj. On a alors
(2 (2
K,V = )\iMhVZ, Ai = W > 0,

car Kj, et M}, sont symétriques définies positives.
Réponse a la question 9.c. On décompose donc U" sur cette base : U™ = Zl 1 Vi,
On a alors

ottt —2a7 4 ot

At?

pour tout 1 < i < Np,. Cette relation a trois niveaux s’écrit également

a2 - AN -1 al
a ) 1 0)\a )"

A

+ )\ia? =0,

11



Les valeurs propres de A; sont les racines du polynoéme caractéristique
X(X —24+A2N) +1=X%— (2-APN)X + 1.

Le discriminant vaut (2 — At2)\;)% —4 = At2\;(At?)\; — 4). Si At? max \; < 4, le discriminant
est strictement négatif, et on a donc deux valeurs propres complexes conjuguées, que 1'on
note f1; et ;. Comme |p;|> = pifi; = det(A;) = 1, on a nécessairement y; # fi; (car sinon on
aurait p; = 1, ce qui est exclu car la trace de A; ne peut étre égale ni & 2 ni & —2.) Ainsi,
A; est diagonalisable dans C, donc il existe une matrice de passage P telle que

; n
1%:P<% £>P4ﬂhmA$:P<% BJP*,

(2 7

pour tout n € N. Ceci prouve que la suite

n+1 1
n 1 Y
; @;
est bornée, donc que le schéma est stable au sens de von Neumann.
Réponse a la question 9.d. Pour stabiliser le schéma, on peut I'impliciter : le schéma
s’écrit alors
At?

0 _ 77h,0 Ul—U°% _ rrh1
v°=0"", >=—=U"",

+1_ -1
Mh Un UL U + KhUn—H — O,
At

que l'on peut analyser exactement comme le schéma explicite ci-dessus. On écrit U™ =
N ;
> o BV, et on a alors

+1 -1
Bt =280 4 37

At2 + A =0,

pour tout 1 <17 < Ny, c’est-a-dire

<5¢n+1> _ <1+>\2¢At2 _1+>iAt2> < gy )
B 1 0 gt

B;

Cette fois, le polynome caractéristique de B; s’écrit

2 1
(X)) =X?— X
Xi(X) 1+Mm2%ﬁ+MNT
dont le discrimnant vaut (H)\fAtz)Q - 1+/\%At2 = (H/\fmg)g (—)\iAtQ) < 0. On a donc une

fois de plus deux valeurs propres complexes conjuguées, dont le module au carré vaut |j;]? =

m < 1. Donc ce schéma satisfait la condition de stabilité de von Neumann, indépendamment
de At.

Réponse & la question 10. On multiplie la premiere ligne de (6) par U™ — U™~ On
obtient alors

1

@Mh (Un+1 o 2Un 4 UTL—I) . (Un+1 o Un—l) 4 KhUn X (U7’L+1 o Un—l) - 0.
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Par ailleurs,

My, (U —2um U (Ut Ut = M, (UM U - (Ut - o)
—My, (U —unhy - (Uurtt -
= M, (U™ —Um™) . (U™ -U")
+M, (U™ —U™) - (U - U™
—My, (U —=U"h - (Ut =TT
M, (U =U"Y) - (U -U"Y)

Comme la matrice M}, est symétrique, ceci s’écrit

Mh (Un+1 o 2Un + Unfl) i (Un+l o Unfl) _ Mh (Un+l o Un) . (Un+l o Un)
_Mh (Un o Unfl) i (Un . Unfl)

De plus,
KpyU™- (U =0t = KUt - U = KUt U

Ces deux dernieres égalités, insérées dans la premiere ci-dessus, donnent donc

1 n n n n n n
mMh(U“—U).(U“—U)JrKhU St
1 n n— n n— n n—
= ApMn(U"-U Heur-urh) + KUt Ut

Cette quantité est donc indépendante de n, et on obtient donc le résultat.
Réponse a la question 11.  L’égalité (7) est une version discrete de la conservation
d’énergie (3).

Partie III.

Réponse a la question 12. On utilise la méme méthode que dans la question 4.a, en

intégrant 1’équation contre %7;. On a alors, apres avoir intégré par parties, (ici encore, le

terme de bord est nul car ujpq = 0, donc, par régularité de wu, %\aﬂ =0)

0%u ou , ou
; w(m,t)a(x,t)dx + /Q G'(Vu(z,t)) - Va(aj,t)d:z = 0.

C‘Z[;/g (‘?:)2(x,t)dﬁ/ﬂa(vu(x,t))dm] 0.

On trouve donc bien 'analogue de (3), a savoir

Ceci se réécerit

vt € 0,71, ;/Q (?;Z)z(x,t)dx—i—/QG(Vu(x,t))dx: ;/Qui(x)dH/QG(vuo(x))dx.

Rappelons que le cas linéaire correspond a F(y) = y, donc & G(y) = 3|y|*>. Dans ce cas, on
retrouve bien exactement (3).
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Réponse a la question 13. On utilise que G(y) > a|y|?, ce qui donne bien

ou

1 2
vVt € (0,77, 2/ <8t> (:L‘,t)dx—l—oz/ |Vu|?(z,t)dz < C(ug,uy),
Q Q

avec

C (g, ur) = ;Au%(x)dm+AG(Vuo(x))dx.

Réponse a la question 14. Supposons que u est une solution C? de (1)-(2). On multiplie
alors la premiere ligne de (1) par ¢ et on integre sur  x [0, 7. Le premier terme donne

T 0% ou T r ou Oy
/0 e (x,t)p(x, t)dxdt T —(z,0)p(z,0)dx /0 A E(m’t) 5 (x,t)dzdt

- / w(@)pl,0)ds + [ w(a) 3 (o, 0)do

// :rta2:rt)dx

Quant au deuxieme terme, il vaut, puisque ¢ € D([0,T[x(2),

[ -2 (7 (2)) @t [ [ 7 (2w0) 20 s

En sommant ces deux inégalités, on obtient (9).
Réponse a la question 15.a. On a F(y) = G'(y). D’apres I'inégalité ay? < G(y) < By?,
il est clair que G(0) = 0. Comme F est réguliere, G l'est également et donc

F(0) = lim —= =
(0) = Jim =

toujours en appliquant les inégalités vérifiées par G.
Réponse a la question 15.b. Pour ¢ € D, comme t < T < 1/¢, on a

1 —ct ct
/u(m,t)gi(w)dx _ / (—w—l)gi(:v)dx—l—/ (ct—1)gﬁ(x)dx

-1 -1 —ct T

1 8(,0
+/C (x — 1)%(m)dx

t

= (et —1)p(—ct)+ /C o(z)dx

-1

+(ct = 1) (p(ct) — p(=ct))
1

~(et = plet) - [ plad
ct
ol on a intégré par parties chaque terme séparemment. Ainsi,

/_l u(x,t)?p(x)da: = /Ct o(z)dx — /Cl o(x)dz. (19)

1 T -1 t
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L’inégalité de Cauchy-Schwarz implique alors que

1
\ / e S @as] < [ ol < VeIl

ce qui prouve que x — u(x,t) € HY(Q). Par ailleurs, u est de class C™ au voisinage de —1 et
1, et vérifie u(—1,t) = u(1,t) = 0, ce qui prouve que z — u(z,t) € H}(2). Enfin, il est clair
d’apres (19) que x +— (m, t) est la fonction constante par morceaux égale a 1 sur | — 1, —ct],

a 0sur | —ct,ct], et & 1 sur [ct, 1[. Cette fonction s’écrit aussi
0 1 1
%(:p, t) = 5 sgn(z — ct) + 3 sgn(z + ct),

ou la fonction sgn(a) vaut 1 sia >0et —1si a < 0.

Réponse a la question 15.c. On étudie les deux termes de membre de gauche de (9)
séparément. Pour le premier, on constate que u est paire en x, donc le terme est nul des que
© est impaire en . On se restreint donc au cas ou ¢ est paire en . On a alors

/ / 9L vt = / / 9tz = 2 / / 9 it
= // “’dtd +2// (ct —1) gOdtd

On integre par parties en temps chaque terme, et on obtient

[ [ = 2 [ 2o e
—2/01(95 )gt( ; da:—QC//c 5 (@) dida

- —2/01(95 1)%(95 O)dx—i—Qc/Ogo( )daz

_ /1(|:1c|—1)%t(:c,0)dx+c/olg0(x,i)d$

+c/_01 © (:U —£> dx. (20)

Pour le deuxieme terme, on a, d’apres la question précédente, % = % sgn(m—ct)—i—% sgn(x+-ct).
Ainsi,

7ct
// < )&Oddt: // aﬁxtdadeF // (z, t)dwdt
ct

~ oy 2 O
/0 /_1 %(x,t)dxdt+c /0 3 %(x,t)dxdt

T T
2/ <p(—ct,t)dt—c2/ o(ct, t)dt

0 0

cT cT T
/0 @(—x,)d:):—c/o <p<x,g>dac

1

N2 Gt

J

x
c
%) d:p—c/olgz)(:v,i) dx, (21)
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car ¢(x,t) est nulle pour ¢ > 7. On somme (20) et (21), et on obtient

// d:z:dt+// ( >a¢dxdt /1(a:|—1)aat(x0)d

On obtient bien (9), avec ug(z) = |z| — 1 et up = 0.

Réponse a la question 15.d. Ici, il faut d’abord vérifier que ¢ +— u(z,t) est bien dans

H'(]0,T]) pour tout = € Q. Pour cela, on applique exactement le raisonnement de la question

15.b, qui implique effectivement que cette fonction est H' et que —(a: t) = §sgn(ct —x) +
$sgn(x + ct). On a donc

L 7 ou 2 —ct 1
/ () (x,t)dx = / (—c)?dt —I—/ Adt = 2¢2(1 — ct).
-1 8t —1 ct

Par ailleurs, d’apres la question 15.b, 2 9u — Lsgn(z — ct) + 3 sgn(z + ct), donc

1 U —ct 1
/_1 G (gac(x,t)> dr= | G(-Vdr+ /Ct G(1)dz = [G(1) + G(—1)](1 — ct).

Ainsi,

;/11 (?;Z)Q (2, 8)dz + /11 ¢ (Zﬁ«vﬁ) dr = (22 + G(1) + G(~1)) (1 — ct).

Il est donc clair que cette fonction de ¢t n’est pas une constante. En revanche, comme G est
positive, ¢’est une fonction strictement décroissante de .

Pour démontrer ’égalité de conservation d’énergie de la question (12), on a supposé que
la solution u était réguliere. Ce n’est pas le cas de u(x,t) = |z —ct|/2+ |z +ct|/2—1, qui n’est
pas de classe C'. Ceci démontre donc que, pour des solutions non régulieres, non seulement
la preuve de la question 12 n’est pas valable, mais son résultat devient faux.

Corrigé du probleme 2 : Pénalisation logarithmique

Partie I. Optimisation quadratique convexe, dimension finie

Réponse a la question 1. On sait qu'un critere fortement convexe a un unique minimum
sur une ensemble convexe fermé. Les contraintes, écrites sous le format standard —z < 0, sont
en nombre fini et de gradients linéairement indépendants. Il existe donc un multiplicateur
unique, et comme F'(z) = ¢+ Ax (on identifie ici R™ et son dual), le systéme d’optimalité a
pour expression

c+AT—X=0; A>0; X-z=0. (22)

Réponse a la question 2. Le lagrangien est L(z,\) := F(x) — X - z. D’apres le théoreme
de Kuhn et Tucker 10.3.4, la paire (Z, \) est point-selle du lagrangien, et en particulier, X est
solution du probleme dual. Les problemes primal et dual ont donc méme valeur en raison du
théoreme de dualité 10.3.8.

Pour A fixé, le minimum du lagrangien est atteint en Punique point z* tel que

0=D,L(z*\)=c+Az* -\ = 2*=A"1\-¢). (23)
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Le critere dual vaut donc, utilisant L(z,\) = (c+ Az — A) -z — 1 Az - 2
d\) =L’ \) = 347" (A —¢)- (A —¢). (24)
Le probleme dual est donc

sup —%A_l()\ —c)-(A—¢); A>0. (QD)

Réponse a la question 3. (i) La fonction ¢, est strictement convexe et tend vers 4o
en 04 et aussi en +00 (majorer logs par s — 1). Elle atteint donc sur R4 son minimum
en I'unique point s, annulant sa dérivée, soit s, —n/s, = 0, de la s, = /5. La valeur du
minimum est %(772 —nlogn).

(ii) Posons G(z) = F(z) — $alz|?. On peut écrire

n

Fo(z) = G(x) + 30 ) ¢y(x) (25)

i=1
avec 11 = 2e/a, ce qui exprime F. comme une somme de n + 1 fonctions d’infimum borné sur

R4 4; donc F; a un infimum borné.

Réponse a la question 4. La somme d’une fonction convexe et d’une fonction fortement
convexe est fortement convexe. Utilisant la question précédente, on vérifie comme dans la
démonstration du théoreme 9.2.6 qu’une suite minimisante z* est convergente vers un certain
point z.; la suite minimisante étant dans R}, on a z. € R}. Comme (25) exprime F;
comme une somme de n + 1 fonctions d’infimum borné sur Ry, chacune de ces fonctions a
une limite finie le long de la suite minimisante, ce qui assure que . € R’} | . Enfin comme F;
est continue sur R” ,, on en déduit que z. réalise le minimum de F. sur R , .

Réponse a la question 5. La relation (13) traduit la stationarité de F. en x., et comme
As - Te = ne, elle implique

alz.]? < Az 2. = —c - 2. +ne < Lot e|? + alz|? + ne. (26)

Donc z. est borné, tout comme A\, = —c — Ax..

Réponse a la question 6. Soit (#,A) un point d’adhérence de la famille bornée (., A.)
quand ¢ — 0. Passant a la limite dans (13) et les relations A. > 0 et A. - z. = ne, on voit que
(Z, \) vérifie le systeme d’optimalité (22), qui a une solution unique, d’ou la conclusion.

Partie II. Probléeme de 1’obstacle avec conditions de Neumann

Réponse a la question 7. Application directe de la condition d’optimalité du premier
ordre pour la minimisation d’une fonction différentiable sur un convexe.

Réponse a la question 8. Choisissant v = 0 dans (15), il vient
/ \Va(z)|da —i—/ a(z)?dr < / f(z)u(z)dz (27)
Q Q Q
d’ont
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Réponse a la question 9. Comme logs < s — 1 pour tout s > 0, et u € L?(f), la fonction
—log(u(z)) est minorée par une fonction intégrable, d’ou le résultat.

Réponse a la question 10. On pose G(u) := F(u) — iHuH%Q(Q) et

U (u) = i”u”%g(m - 5/ log(u(z))dx :/ (%u(m)2 — clog(u(z))) dz = %/ woe(u(z))de.
Q Q Q (28)
Comme l'intégrande de ¥, a un infimum fini d’aprés la premiere partie, Fr(u) = G(u)+ V. (u)
est la somme de deux fonctions d’infimum fini, d’ou le résultat.
Réponse a la question 11. Par les méme argument sur les suites minimisantes d’un
critere fortement convexe que dans la premiére partie, on obtient qu’une suite minimisante u*
converge dans V', et donc a une limite u. dans ’ensemble fermé V. Montrons que u. € V.
Si au contraire u. s’annulle sur un ensemble mesurable w C €, extrayant si nécessaire une
sous suite, on peut supposer que uk — Uz P.p., et donc pour tout 8 > 0, on a uk(m) <60 p.p.
sur w, et donc

W, (u¥) > —e mes(w) log(8) + /Q\ e (u(x))dx. (29)

Comme 9. a un minorant fini, faisant 6 | 0, on en déduit donc que ¥, (u*) — +o0, et comme
G a un infimum fini, que F.(u*) = G(u) + V. (u*) — 400, ce qui contredit la notion de suite
minimisante.

Réponse a la question 12. Comme |uc(x)| > €/||Ae|loo P-D-, si v € L¥(Q), ue + pv € Vg
pour |p| assez petit, donc lim,_.o(Fz(us + pv) — F.(u:))/p = 0 si la limite existe. Or, par
convergence dominée

<I>(ua+pv)—‘1>(us)_>_ v(z)/us(z)dx
p /Q () fue()d (30)

et F' est Fréchet différentiable : on en déduit facilement (16), quand v € L*°(Q).

Or L>*(2) NV est une partie dense de V' (on sait méme que I’ensemble des fonctions C'™
sur  est dense dans V). Soient v € V et vj, une suite de L>=(Q) NV telle que vy — v dans
V. On conclut en passant a la limite dans (16) avec v = v.

Réponse a la question 13.  Notons d’abord que @ € V. (la limite dans L?(2) d’une suite
de fonctions positives est positive). Soit ensuite v € V. Prenons v — u. comme fonction test
dans (16). Utilisant

—/ de < mes(92), (31)
Q

ue(x)
il vient
/ Vue(z) - (Vu(z) — Vue(z))dx + / () (v(x) — ue(z))da + £ mes(Q)
Q

¢ (32)
/ f(x — ugs(z))dx.

Passant & la limite quand ¢ — 0, on obtient que @ satisfait la condition d’optimalité (15).
D’apres la question 7, on a donc @ = .
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