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Optimisation paramétrique : 6 points

. La formulation variationnelle de I’équation qui donne le déplacement
est : trouver u € H}(Q) tel que

/hVu~Vq§dx:/f¢dx Vo € Hy(Q).
Q Q

Par définition le Lagrangien est la somme de la fonction objectif et de
la formulation variationnelle de ’équation d’état considérée comme une
contrainte. Donc, pour tout (h,v,q) € U,g x H}(Q) x H}(Q), on a

E(h,v,q):/|VU—VUO\2dx+/th~qu93—/fqd:L'.
Q Q Q

La formulation variationnelle de ’équation adjointe est par définition
donnée par

oL
<%(hau7p)7¢> =0 v¢ € H&(Q)7

ce qui est équivalent a
2/ V(u—up) - V¢d$+/ hVp-Vodr =0 Y¢ € Hy(Q).
Q Q

Par conséquent 1’état adjoint p € Hi () est solution de

—div (hVp) = 2A(u — ug) dans €,
p=0 sur 0.
. La dérivée de la fonction objectif .JJ(h) est donnée, pour tout k € L>(£2),
par
, , oL
(J'(h), k) = / J'(h)kdx = (%(h,u,p),k‘} = [ kVu-Vpdz.
Q

Q

Par conséquent, on a J'(h) = Vu - Vp.



Optimisation géométrique : 7 points

. La formulation variationnelle du probléme s’obtient en multipliant I’équa-
tion par une fonction test ¢, en intégrant par parties, et en utilisant les
conditions aux limites. Tout calcul fait, la formulation variationnelle
est : trouver u € H'(Q) tel que

/Vu-qudx—l—k/ugbds: pds Ve H(Q).
Q r Iy

. Le Lagrangien est la somme de la fonction objectif et de la formulation
variationnelle, ¢’est-a-dire, pour tout (2, v, q) € Uyg x H'(R?) x H'(R?),

on a
E(Q,v,q):/ vds+/Vv-qu1:+k‘/qus—/ qgds
I'n Q r I'n

(On a bien pris soin de définir les fonctions v et ¢ sur R? tout entier et
pas sur {2 pour avoir ainsi des variables indépendantes.) La formulation
variationnelle de I’équation adjointe est

OE Q)0 =0 Vo H'(E),

ce qui est équivalent a

gzﬁds—l—/qub~Vpdx—|—k:/F¢pds:0 V¢ c HY(R?).

I'n
Par conséquent 1'état adjoint p € H'(R?) est solution de

—Ap=0 dans €,

P — _q sur 'y,

S +kp=0 surl,

ce qui implique que p = —u (le probléme est auto-adjoint).
. Formellement la dérivée de forme s’obtient par

, oL oL
Comme I'y est fixe et seul I' peut varier, on en déduit
/ 2 Ou® 2
JQ)O)=— [ 0-n||Vu|*+k—=—+kHu" | ds,
r 8n
ou H est la courbure moyenne. Or g—z = —ku sur I', donc

T(Q)(0) = —/FQ-n(\Vu|2+k:u2(H—2k))ds.



Homogénéisation : 7 points

. Le principe de minimisation de ’énergie permet d’écrire
p p

—l/udx: min 1/A*Vv-Vval:L'—/val:z,
2 Jg veH(©) 2 Jq Q

donc le probléme est équivalent a

1
min min —/A*Vv-Vvd:r—/vdx—i—E/de.
(0,A%)elaq ve HL(Q) 2 Jq Q Q

On peut échanger I'ordre des minimisations, et & v et 6 fixés il faut
trouver le tenseur A* € Gy qui minimise A*Vv-Vv. Grace au cours, on
sait qu’il suffit de prendre un laminé de rang 1 et de I'aligner avec Vo
de maniére a ce qu’il soit de conductivité minimale dans cette direction.
Autrement dit

min A*Vv- Vv = A (6)|Vv|?,
A*eGy

d’ou le résultat.
. 11 suffit de calculer en tout point x € ) le minimum de

1
§(6) = 5A—(9)|W|2 + /00

sur l'intervalle [0, 1]. On remarque que j est convexe et admet un unique
point de minimum en

0* = max <O,min (1,|VU|”2€(;(6_ i ﬁfa>) .

Donc la minimisation de la fonction objectif est équivalente a

min /F(V’U)dx—/vda:
”UGH(%(Q) Q Q

avec F(Vv) = j(6*), c’est-a-dire

§|Vv|2+€ sig*=1
F(Vv) = 2 Vul? si g =0
Vol %O‘Tﬁf — BO‘T‘; sinon

qui est bien une fonction convexe car F' est ’enveloppe convexe du
minimum des deux paraboles §|Vv|?+/ et 2|Vv|? (faire un dessin pour
s’en convaincre). La fonctionnelle de v que 1’on minimise est convexe et
infinie & I'infini, donc elle admet un point de minimum ainsi que toutes
ses formes équivalentes précédentes.



