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Optimisation paramétrique : 8 points

. On introduit un espace de Hilbert adéquat V = {¢ € H'(Q) tel que ¢ =
0 sur I'p}. La formulation variationnelle du probléme s’obtient en mul-
tipliant ’équation par une fonction test ¢ € V, en intégrant par parties,
et en utilisant les conditions aux limites. La formulation variationnelle
est donc : trouver u € V tel que

/QhVu-qudx:/qubdx Voev.

Par définition le Lagrangien est la somme de la fonction objectif et de
la formulation variationnelle de ’équation d’état considérée comme une
contrainte. Donc, pour tout (h,v,q) € Uyg x V x V, on a

1
E(h,v,q)ZQ/ |th—ao|2dx+/th-qu:r—/fqu.
Q Q Q

La formulation variationnelle de ’équation adjointe est par définition
donnée par

oL
<%(hau7p)7¢> =0 v¢ € ‘/a

ce qui est équivalent a

/(0—00)-hV(bdﬂ:—I—/th-VQﬁd;EzO VoelV.
Q Q

Par conséquent I’état adjoint p € V' est solution de

—div (hVp) = div (h(c — 0p)) dans €,

hg—fL = —h(oc —0p)-n sur 'y
p=20 sur ['p.
Comme g—z = 0 sur I'y on peut simplifier la condition aux limites sur
'y qui devient,
0
h—p = hog-n surI'y.
on



2. La dérivée de la fonction objectif J(h) est donnée, pour tout k € L>(1),

par
(T (B, ) :/Qj’(h)k:dx: <g—§(h,u,p),k>.

Comme o = hVu la dérivée partielle par rapport a h est

<g—§(h,u,p),k> :/(U—ao)-kVudx/ kVu - Vpdz.
Q Q

Par conséquent, on a J'(h) = (¢ — 09) - Vu+ Vu - Vp.

Optimisation géométrique : 12 points

1. En injectant p(z) = p(x3) et d(x) = us(zy, x9)€3 dans I'équation de
Navier-Stokes on obtient

p’(xg) = AU3($1>$2),

ce qui implique que ces deux expressions sont constantes. Autrement
dit, la pression p est affine en x5 et, quitte & normaliser sa dérivée, la
vitesse axiale vérifie

—Auz =1 dans (,
ug =0 sur 0f).

2. Le probléme d’optimisation devient donc

: _ 2
ngrbfad{t](sz)_/g\vuto,\ dx}.

La formulation variationnelle pour la vitesse axiale est : trouver us €
H} () tel que

/Vug-wdx:/asda; Vo e HAQ).
Q Q

En particulier, pour ¢ = wug on trouve que la fonction objectif est a
nouveau la compliance

/|Vu3|2dx:/u3dx.
Q Q



3. A cause de la condition aux limites de Dirichlet il faut introduire un
multiplicateur de Lagrange supplémentaire (voir le cours). Le Lagran-
gien est la somme de la fonction objectif et des deux contraintes (équa-
tion d’état et condition aux limites)

E(Q,U,q,)\):/vdx+/(Av+1)qu+/ vAdz,
Q Q o0

ol v,q, A sont des fonctions de H'(R?) (ces variables sont donc bien
indépendantes de ().

La formulation variationnelle de ’équation adjointe est

OE@ upp).0) =0 Vo H'(E),

ce qui est équivalent &

/qbdx—i—/Agbpdx—i— oudr =0 V.
Q Q o9

Par intégration par parties il vient

/Q¢(1+Ap)d$+/m<%17+¢(ﬂ—%))ds:o Y .

Par conséquent 'état adjoint p € H'(R?) est solution de

—Ap=1 dans Q,
p=20 sur 0f2,

ce qui implique que p = u (le probléme est auto-adjoint). Par ailleurs le
multiplicateur de Lagrange optimal pour la condition aux limites vaut

_ 9
F= o
4. La dérivée de forme est
, oL

On obtient donc

J'(Q)(0) = / (u—l— (Au+1)p+ Hup + (9u_,u) 0-nds.
0 on



A cause des conditions aux limites de Dirichlet pour u et p et de la
valeur de i on en déduit

J'(Q)(6) = /aQ (%ﬂ) 0-nds= /aQ (g—Z)QQ-nds.

En notant ¢ € R le multiplicateur de Lagrange pour la contrainte d’aire
pour €2, la condition d’optimalité est donc

2
/ <£+ (a—“) ) 0-nds=0 V0 WHe(R*R?).
a0 an

Par conséquent, la condition d’optimalité implique que

2
(g_u) = —{ sur Jf.
n

. Si Q2 est un disque de rayon R on peut calculer explicitement la solution
de I’équation d’état en coordonnées radiales

1
u(r) = =(R? —r?).
4
On vérifie que %(R} = —% qui est bien constant sur 02, donc la
condition d’optimalité est v’erifiée pour la valeur du multiplicateur de

RQ
Lagrange ( = —-.

. Au contraire, pour une section rectangulaire €2 la condition d’optimalité
ne peut pas étre vérifie. En effet, comme la solution u est constante
(nulle) sur le bord 0€, sa dérivée tangentielle est aussi nulle. Si on se
place dans un coin de §2, par continuité de la dérivée de u (qu’'on a
suposée réguliére) on en déduit que la dérivée normale aussi est nulle.
Par conséquent, si la condition d’optimalité était vérifiée on aurait ¢ =
0, et donc une condition aux limites de Neumann g—z = ( partout sur

0f). Ce dernier point conduit & une contradiction car on ne peut avoir

/dx:—/Auda::— a—uals:O!
Q Q 8Qan



