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1 Optimisation paramétrique : 7 points

1. Le Lagrangien est Papplication de L (€ [Mnin, hmaz]) X HE(Q)? &
valeurs dans R définie par

ﬁ(f% Ul,uszl,Pz) = j(u1>u2)_/ h(vul'vpﬁ—VuQ'Vm) df’H‘/ fipi+ faps dx,
0

Q

ou
J(ur, ug) =/ luy — ausg|* da.
Q

Les états adjoints sont les éléments py(h) et pa(h) de HJ(€2) définis par

oL
8—(h’ ul(h),u2(h),p1(h),p2(h)) =0
U1
et
oL
a—(h'7 Ul(h), u2(h)7p1(h)7p2(h')) =0.
U2
Or,
oL
<8—(h’ U1,U27P17P2)7Q> = 2/(“1 - Oéuz)qd$ - / hVq-Vpidx
U1 Q Q
et

oL

<a—(h7u17u27p17p2>7q> = —204/@1 - Oéuz)qu - / hVq - Vpydx.
Ul Q Q

Les états adjoints sont donc solutions des EDP
—Ap; = 2(u; — auy) dans 2
p1=10 sur )

—Aps = 2a(auy —uy)  dans Q
p2=0 sur Of)



2. En dérivant la relation
J(h) = E(h7 ul(h’>7 u2(h')7p17p2)

par rapport a h est en évaluant cette derniére en p; = py(h),ps = pa(h), il
vient

(0. 8) = (G a0l ()l )

(2.8 = = [ (000 ¥ps0) + Vs Toa(h)ar

Ainsi

J'(h) = —=(Vuy(h) - Vpi(h) + Vug(h) - Vpa(h)),

ou uj(h),usz(h) sont les solutions du probléme direct et pi(h) et pa(h) sont
les solutions du probléme adjoint.

3. Si « est une constante, on a po = —ap,. On peut donc déduire ps de
p1. Si « est une fonction de x, on ne peut plus déduire ps de p;. La seule
simplification possible porte sur ’assemblage de la matrice de rigidité et sa
factorisation éventuelle qui est identique pour tous les problémes.

2 Optimisation géométrique : 6 points

On introduit le Lagrangien associé au probléme d’optimisation

L(w,u,p) = / lu — uol? do — / Vu-Vpdr + / fpdx.
Q Q w
On constate que, pour tout élément p € H}(2), on a

J(w) = ‘C(w>u(w)ap)> (1)

ou u(w) est la solution de I’équation aux dérivées partielles

—Au=x,f dansQ,
u=20 sur Of).

Soit @ un champ de vecteur sur €2 tel que 6 - n = 0 sur le bord de 2. En
dérivant I'expression (1), il vient

0 = (Go0) + (G ).



oL
<%,q>—Q/Q(u—uo)qu—/QVp-Vq.

Si p(w) désigne la solution du probléme aux limites

—Ap = 2(u(w) —up) dans Q 2)
p=20 sur 0f),

o (T ule)p)a) =0

pour tout ¢ € H}(2). On en déduit que

(0,6) = (G ). p().0).

<% 9>: fp0-nds.

&u’ dw
Alinsi,
(J'(w),0)= [ fpw)d -nds.
ow

ol p(w) est solution du probléme adjoint (2).

3 Homogénéisation : 7 points

1. Le tenseur A*() est diagonal. La composante associée a la direction e; est
la moyenne harmonique des conductivités tandis que la composante associée
a la direction ey est la moyenne arithmétique de ces derniéres. On a donc

e (a4 (1— )5 0
A(e)—( 0 95+(1—9)a>'

Le composite ainsi obtenu est isotrope si et seulement si
(G~ +(1=0)7 )" =08+ (1—0)a,
ou encore
(05 + (1~ 0)a)" = af
ce qui donne 'unique valeur possible
p_ Vo
Va+ P

3



2. On introduit le Lagrangien défini sur L>(Q;[0,1]) x Hg(2)? par

E(G,u,p):/\u—u0\2dx+/A*(6)Vu-Vpd:c—/fpdx.
Q Q Q

L’état adjoint est obtenu est dérivant le Lagrangien par rapport a u. Il vient

oL
<—<e,u,p>,q> =2 [ wide+ [ 40V Vpde
0u Q Q

Cette dérivée partielle s’annule pour tout ¢ € Hg () si et seulement si I’ad-
joint p € H}(Q) est la solution de

—div (A*(0)Vp) = —2(u —up) dans Q
p=0 sur 012,

La dérivée de la fonction colt est obtenue en dérivant le Lagrangien par
rapport & 6, puis en évaluant cette dérivée en (0, u(6),p(0)). Notons que

* af(B—a)
A _ ([ ~@maaer O )
de 0 f—a

Par dérivation du Lagrangien, il vient

<J’(9),kz>:/ A Vpkd.
o df

donc

__ of(f—a) 0
J(0) = [ ~@aDer Vu-Vp.
0 0 —«



