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1 Optimisation paramétrique : 7 points

On considére une membrane élastique d’épaisseur variable qui au repos
occupe un domaine plan Q (un ouvert borné régulier de R?). Le bord de ce
domaine est divisé en deux parties de mesures non nulles, 02 = 'y UI'p. Le
déplacement vertical de la membrane est la solution v € H'(Q) de

—div (hVu) = f  dans Q,
hdt =0 sur I'y (1)
u=20 sur I'p,

ou f € L*(Q) représente les forces appliquées. La membrane est d’épaisseur
h(z) qui appartient a I’ensemble admissible

uad = {h S LOO(Q) ) hmaz 2 h(l’) 2 hmin > 0 dans Q} .

Soit up € L*(T'y) un déplacement cible. On considére la fonction objectif

nf {J(h) - /FN fu — u0|2ds} | @)

1. Donner le Lagrangien du probléme et en déduire 1’état adjoint.

2. Calculer la dérivée par rapport & h de la fonction objectif.

2 Optimisation géométrique : 8 points

On considére (encore!) 'optimisation d’'une membrane, d’épaisseur constante,
représentée par un domaine plan € (un ouvert borné régulier de R?). Le bord
de ce domaine est divisé en deux parties de mesures non nulles, 0€2 = I'yUI'p.
On impose une force surfacique sur I'y tandis que le déplacement est nul sur
I'p. La force surfacique est d’un type trés spécial : il s’agit en fait d’'imposer
un tenseur de contraintes donné, ou plus précisément sa composante normale.
Autrement dit. le déplacement u(z) est la solution de

—Au=0 dans Q,

%:g-n sur 'y, (3)
u=20 sur ['p,



ol g(z) € C1(R?)? est un champ de vecteur donné et n est le vecteur normal
unité extérieur. Le bord I'p est fixe et seul 'y peut varier. On introduit un
ensemble admissible de formes & volume constant

Uad:{QCthelqueFDCGQ, |Q|:V}.

On optimise la rigidité de la membrane en minimisant sa compliance

Qieri{id{(](ﬂ) :/FNug~nds}. (@)

1. Ecrire la formulation variationnelle de (3).

2. Ecrire le Lagrangien du probléme de minimisation (4) et en déduire
I’état adjoint.

3. Calculer (formellement) la dérivée de forme de (4). Indication : pour
ne pas avoir a dériver le vecteur normal, on utilisera 1'égalité suivante

/ vg-nds= / div(vg)dr Vv € H'(Q) tel que v = 0 sur I'p.
Ty Q

3 Homogénéisation : 5 points

Soit deux matériaux conducteurs de conductivités isotropes 0 < a < (3
que ’on mélange en proportions respectives 6 et (1 —6). Soit A* le tenseur de
conductivité d’'un matériau composite correspondant & un tel mélange. On
suppose que A* est isotrope, c’est-a-dire que A* = a*I avec a* € R.

1. Ecrire les bornes supérieure et inférieure de Hashin-Shtrikman pour
cette conductivité isotrope a*.

2. On suppose que les valeurs de « et (3 sont trés proches, ¢’est-a-dire que
B =a(l+mn)avec 0 < n << 1. En faisant un développement limité des
bornes de Hashin-Shtrikman par rapport a 7, montrer que 1’on obtient
une formule pour a*, indépendante de la microstructure du mélange,
exacte a 'ordre 2 en 7 (on néglige les termes en 73 et d’ordre supérieur).



