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1 Optimisation paramétrique : 8 points

On considére une membrane élastique d’épaisseur variable qui au repos
occupe un domaine plan ) (un ouvert borné régulier de R?). Le bord de ce
domaine est divisé en deux parties de mesures non nulles, 02 = 'y UI'p. Le
déplacement vertical de la membrane est la solution v € H'(Q) de

—div (hVu) = f dans Q,
hdt =0 sur I'y (1)
u=0 sur I'p,

ou f € L*(Q) représente les forces appliquées. La membrane est d’épaisseur
h(z) qui appartient a I’ensemble admissible

u‘ld - {h’ € LOO(Q) ) hmax Z h((lf) Z hmm > 0 dans Q}

On note 0 = hVu le vecteur des contraintes. Soit 0y € L?(Q)" une contrainte
cible. On considére la fonction objectif

hiérg{ﬁd{(](h):%/ﬂ\a—adzdx}. @)

1. Donner le Lagrangien du probléme et en déduire 1’état adjoint.

2. Calculer la dérivée par rapport a h de la fonction objectif. Indication :
on pourra utiliser la méthode du Lagrangien et on prendra garde & ne
pas oublier que o dépend de h.

2 Optimisation géométrique : 12 points

Le but de ce probléme est de trouver la forme optimale d’une canalisa-
tion parcourue par un écoulement d’un fluide visqueux incompressible. On
suppose que la canalisation est un cylindre infini dans la direction 3 et de



section €2 (un ouvert borné connexe) dans le plan (1, xs). L’écoulement est
régi par les équations de Navier Stokes
Vp+ (@-V)i—Au=0 dans Q xR,
divii =0 dans 2 x R, (3)
=0 sur 00 x R,

ou p est la pression et @ la vitesse du fluide (la densité et la viscosité ont été
normalisées). Rappelons que, si u; désigne les composantes de la vitesse i, la
notation (o - V)u désigne le vecteur de composantes

auz-
On introduit un ensemble admissible de formes, & aire constante, de la section
du cylindre
Uyzg = {Q C R? ouvert borné connexe tel que [Q =V} .

On veut minimiser la perte de charge dans la canalisation, c’est-a-dire que
I’on veut minimiser la dissipation visqueuse par unité de longueur

Qierbfad{J(Q):/ol/Q\Vﬁde}. (@)

On considére un écoulement de type Poiseuille, c’est-a-dire que

p(x) = p(rs), U(r) = us(wr, 22)63
ol p et uz sont des fonctions aussi réguliéres que nécessaire.

1. Donner ’expression de la pression et le probléme aux limites que doit
vérifier uz pour que (3) admette une solution de type Poiseuille. Dans
tout ce qui suit on pourra normaliser le gradient de pression a 1'unité.

2. Reéécrire le probléme d’optimisation (4) pour les écoulements de type
Poiseuille. Montrer que la fonction objectif est du type de la compliance.

3. Ecrire le Lagrangien du probléme de minimisation de la question pré-
cédente et en déduire I’état adjoint. Indication : on introduira aussi un
multiplicateur de Lagrange pour la condition aux limites.

4. Calculer (formellement) la dérivée de forme de la fonction objectif (4)
dans le cas des écoulements de type Poiseuille. En déduire la condition
nécessaire d’optimalité.

5. Montrer que cette condition d’optimalité est vérifiée pour une section
circulaire.

6. En supposant la solution aussi réguliére que ’on veut, montrer que la
condition d’optimalité n’est pas vérifiée par une section rectanglaire.



