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Ω � �KzG}*�]�*�e���h��}B�ZzK���Z�e�B�K�����e�M���

R
2 �E�9  �����e�K���B|e�=�U�=z$�¡�B�e���Z��|e�B�%�K�h�������e�������BzK���=~��¢���P~�}*�����Z��}*z u ∈ H1

0 (Ω)
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−div (h∇u) = f
�9�Bz�~

Ω,
u = 0

~Z�K�
∂Ω,
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f ∈ L2(Ω)
�Z�=�K�Z�=~Z�ez¥�Z�����=~¢¦1}*��|e�=~{�B�K�������$�K�=�e~ �X  �U���e�l�K���Bz����=~��M�#�§�=�9�B��~Z~Z�=�K�

h(x)
�$�K�)�B�K�9�B�������ez¥�¢¨P�©���ezK~��e���K���h�B�K����~�~Z�������

Uad = {h ∈ L∞(Ω) , hmax ≥ h(x) ≥ hmin > 0
�9�Bz�~

Ω} .
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K ⊂ Ω

�KzK�P�K�B���Z����}*�]�*�e�����P�K�
Ω
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���h�K����~¬�Kz���¦1}*���U����}*~Z~����K��� �9­ �������e���ez¥�M�����®��}*z¯��z$�Z�Z},�K�K�«�¡�KzK��zK}*���B�e�������B���Z�����K����#�§}B�������U��~����Z��}*z � ��z��K�e���ezK�K�Bz¥�����K� h ��° �KzK�h|e}*z�~��±��z$�Z�h��zK|=}*zKz$�K� c ∈ R
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inf
h∈Uad,c∈R

{

J(h, c) =

∫

K

|u(x) − c|2dx

}
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��}B~Z~Z���K���
c∗
�$�K�¬����z�������~Z�

c → J(h, c) �¹¸ �=~Z}*��������~�}*zO|±´K}*��~Z�«���Z}*�@²�}*���Z~|e�j�Z����|=}*zK~����Bz¥���
c∗
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J(h)
�K�j�9zK���P�9�B�

J(h) =
J(h, c∗) �
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  �M��}*��� ΓD

�e~��p���]�{�=�p~Z�e���
ΓN

���e���·�B���Z���=� � y{z���z¥����}]���K���Å�Kz��ez�~Z�e�l�K�������K�U��~��~Z���������K��¦1}*���U�=~¡¨P�B}*�����U��|=}*zK~����Bz¥�
Uad =

{

Ω ⊂ R
2 �Z�e�%�$�K� ΓD ⊂ ∂Ω, |Ω| = V

}

.

  �h�K�=�K����|e�e���ez¥� u(x)
�������P�U�=���K����zK���e~��¬����~Z}*��������}*z��K�







−∆u = f
�9�BzK~

Ω,
∂u
∂n

= 0
~Z�K�

ΓN ,
u = 0

~Z�K�
ΓD,

� º �
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f ∈ C1(R2)

�Z�=�K�Z�=~Z�=z$�Z�G�KzK�t¦1}*�Z|=�
�B}*�����U���,���
�$�K�¢z#���e~����9��~�|e}BzKz$�K�<�®�*�=|
�K�Z�=|e��~���}*z �K­ ��zK~Z�%}*zt�K�=|e}*����}*~Z� f

|e}B�U���
f = f + f ′

}*¤
f ∈ C1(R2)

�e~����KzK��¦1}*�Z|=���=��}��*�=zKzK����|e}*zKz$�K�����B�e|����Z�e|=��~���}*z��=�
f ′
�=~����Kz��

���9�K|j���9���Z��}*z	����zK|e}BzKz$�K�h�K}*z¥�¢}*zt~��B�«�¡~Z�e�����e���ez¥�¢�$�K��~��PzK}*���U���=~��¬��}*��zK�e�
‖f ′‖L2(Ω) ≤ m ��
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m ≥ 0

�e~��¢�KzK��|e}*zK~��±�Bz¥�Z�l�K}*z�zK�e� �X» }B�U�����#��´9�B�K�«���K�K�h����|=}*���K�����BzK|e����������U�=���K����zK���e~��
c(Ω, f , f ′) =

∫

Ω

(f + f ′)u dx.
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J(Ω) = sup

‖f ′‖
L2(Ω)≤m

c(Ω, f , f ′) ��� �
�=�¢�����K��}*�K���e�����K�h�©��}*�������U��~����Z��}*z��=��}*�K�K~��������e~��

inf
Ω∈Uad

J(Ω). ��� �
y�z
zK}B�Z�

V
�I�§�=~Z�9��|e�h�K���¬�������e���p�K�=�9z��%�9�B�

V = {v ∈ H1(Ω)
�Z�e�%�$�K�

v = 0
~��K�

ΓD}.

£ ��� }*z¥�����e�¡�$�K�

c(Ω, f , f ′) = max
v∈V

(

2

∫

Ω

(f + f ′)v dx −

∫

Ω

|∇v|2dx

)

.

µ



� z��K�=�K�K���Z�h�$�K�

J(Ω) = max
v∈V

(

2

∫

Ω

fv dx + 2m‖v‖L2(Ω) −

∫

Ω

|∇v|2dx

)

. ��� �
y{z �B�K���=�������t�$�K� ��� � �B�K���=���Kz �KzK���$�K���U�@�]������~Z�����=�K� u∗ ∈ V

�$�K�¹�e~��
zK}*z
z$�K� �

µ ��� }*z¥�����e�¡�$�K� u∗
�=~��¬����~Z}B�����Z��}*z��K�










−∆u∗ = f + m u∗

‖u∗‖
L2(Ω)

�9��zK~
Ω,

∂u∗

∂n
= 0

~��K�
ΓN ,

u∗ = 0
~��K�

ΓD.
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� z��K�=�K�K���Z�h�$�K�

J(Ω) =

∫

Ω

fu∗ dx + m‖u∗‖L2(Ω). ��� �
º ��� �K�e�%�K��}*�K���e����|e����~Z~Z���$�K�h}*�������ez¥� � }*z���}B�Z~Z�$�K� m = 0 �

 � y{z ~Z�K����}*~����9��zK~l|=�=�Z�Z���$�K�=~�����}*z ~��e�K���e���ez¥���$�K� f ≡ 0

�j�
m > 0 �)¸ ����K�K���Z�h�K� ��� � �$�K� λ = m

‖u∗‖
L2(Ω)

�e~��M��zK�����B���e�K�¡�K��}*�K�����j�
u∗
�KzK�h¦1}*zK|j����}Bz

�K�Z}B�K�Z� �Æ¸ �e���K�������K� ��� � �$�#�����·~=� ���*���l�K�������K���K~l���j�����Z�U���B���e�K�����Z}*�K��� �A­�$�K�e�.�K��}*�K���=�U�M|e����~Z~Z���$�K�h|e}*���Z�e~���}BzK� ��� � �9�BzK~¡|=��|e�B~ �
� � � |e�Z���Z������¦1}*�����K���@����}Bz ���B�������Z��}*zKz��e�����P�K� �	� �j� � y{z ���Z�B���Z�e���
����|=}]��
�|e���=z¥�

m/‖u∗‖L2(Ω)

�9�Bz�~ �	� � |e}B�U�����KzK�h|e}BzK~����Bz¥������zK�K�=���=zK�9�Bz¥�Z����� u∗ � �
� � � zG����������~Z�Bz¥� �	� � �j� �	� � �=|e�Z���Z�����   �B�*�Z�BzK�*���ez��K�G�K�Z}B�K���=�U���=���=zG�K�e���K������©���e�$�9���Z��}*zY��}*�K���©���=�����U�B�@²�}*��z$�

p �
� �e�����9�=���$�K� p = −u∗ � }*� p = +u∗~Z�=��}*zt����|=}*z¥�*�=z$�Z��}*z
�K�h~Z���*zK��|±´K}B��~Z�����9�BzK~¡���   �B�*����zK�*���=z � �=~��¢����~�}*�����Z��}*z�K�h�©���e�$�9���Z��}*z
�B�0²�}*��z¥��� �
� �¢» �B��|=�K���=� � ¦1}*�Z���e�����=�U�=z$� � ���U���e�Z�«�*�=�l�K�l¦1}B�Z�����K� J(Ω) � y�z¯���B�K���e�����h�$�K�~Z�=�K�.������}*�Z�

ΓN

�e~��¢���B�����B����� �
� � y{zY~��K�K��}*~Z�t�$�K� f = 0

~Z�K�
ΓN

��� z¥�Z�e�Z���Z�=�Z�e�����<|=}*zK�K�«����}*z �#��}*���������������Z��$�K���I�§}Bz��]���ez¥�¢�#��}*�����=zK��� �
� zK�K��|e������}*z ° �������e�Z�«�*�=���K�����
¦1}*zK|=�Z��}*z v → ‖v‖L2(Ω)

�9��zK~P���
�K�����e|=�Z��}*z
φ
�e~��

‖v‖−1
L2(Ω)

∫

Ω
vφ dx

�)���BzK�K��~��$�K�����¯���e�Z�«�*�=�
����¦1}*�Z�����K�
Ω → ‖v‖L2(Ω)

�K�BzK~����
�K�����e|=�Z��}*z

θ
�=~�� 1

2
‖v‖−1

L2(Ω)

∫

ΓN

v2θ · n ds �
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