
ECOLE POLYTECHNIQUEProgramme d'Approfondissement SISMCon
eption optimale de stru
tures (G. Allaire)Examen é
rit du 18 Mars 2009 (2 heures)1 Optimisation paramétrique : 10 pointsOn 
onsidère un problème de 
ondu
tion de la 
haleur dans un domaineplan min
e, d'épaisseur h et de surfa
e moyenne Ω (un ouvert borné régulierde R
2), o

upé par un �uide animé d'une vitesse plane donnée V (x) : Ω 7→

R
2, supposée in
ompressible, divV = 0 dans Ω, et véri�ant une 
ondition denon glissement sur le bord V = 0 sur ∂Ω. Pour un terme sour
e f ∈ L2(Ω),la température, supposée nulle sur le bord, est la solution u ∈ H1

0 (Ω) de
{

V · ∇u − div (h∇u) = f dans Ω,

u = 0 sur ∂Ω,
(1)(On a négligé l'épaisseur variable dans le terme de 
onve
tion.) L'épaisseur

h(x) appartient à l'ensemble admissible
Uad =

{

h ∈ L∞(Ω) , hmax ≥ h(x) ≥ hmin > 0 dans Ω ,

∫

Ω

h(x) dx = h0|Ω|

}

.On 
her
he à minimiser une moyenne pondérée de la température. On 
onsi-dère don
 la fon
tion obje
tif
inf

h∈Uad

{

J(h) =

∫

Ω

h(x)|u(x)|2 dx

}

.1. Donner le Lagrangien du problème et en déduire la formulation varia-tionnelle et le problème aux limites véri�és par l'état adjoint .2. Cal
uler la dérivée par rapport à h de la fon
tion obje
tif J(h).3. Si on avait 
hoisi une autre fon
tion obje
tif,
J̃(h) =

∫

Ω

f(x)u(x) dx,le problème serait-il auto-adjoint ?2 Optimisation géométrique : 10 pointsOn 
onsidère l'optimisation d'une membrane, d'épaisseur 
onstante, re-présentée par un domaine plan Ω (un ouvert borné régulier de R
2). Le bord de
e domaine est divisé en trois parties de mesures non nulles, ∂Ω = Γ∪ΓN∪ΓD.1



Les bords ΓD et ΓN sont �xes et seul Γ peut varier. On introduit l'ensembleadmissible des formes
Uad =

{

Ω ⊂ R
2 tel que (ΓD ∪ ΓN ) ⊂ ∂Ω

}

.Le dépla
ement u(x) de la membrane est la solution de

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




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



−∆u = f dans Ω,

∂u

∂n
= g sur ΓN ,

∂u

∂n
= 0 sur Γ,

u = 0 sur ΓD,

(2)où f ∈ C1(R2) est une for
e volumique et g ∈ L2(ΓN ) une for
e surfa
iquedonnées. Soit u0(x) ∈ C2(R2) un dépla
ement 
ible. On 
onsidère la fon
tionobje
tif
inf

Ω∈Uad

{

J(Ω) =

∫

Γ

|u − u0|
2ds

}

,où u est la solution de (2).1. Donner le Lagrangien du problème et en déduire la formulation varia-tionnelle et le problème aux limites véri�és par l'état adjoint .2. Cal
uler (formellement) la dérivée de forme de la fon
tion obje
tif.3. Si pour une forme Ω on trouve que u = u0 sur Γ, quelle est alors lavaleur de la dérivée de forme ?
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