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1 Optimisation paramétrique : 10 points

On considére un probléme de conduction de la chaleur dans un domaine
plan mince, d’épaisseur h et de surface moyenne € (un ouvert borné régulier
de R?), occupé par un fluide animé d’une vitesse plane donnée V(x) : Q
R?, supposée incompressible, divV = 0 dans €, et vérifiant une condition de
non glissement sur le bord V' = 0 sur Q. Pour un terme source f € L?(),
la température, supposée nulle sur le bord, est la solution u € H(2) de

V.Vu—div(hVu) = f dans , (1)
u =0 sur 0f2,

(On a négligé I'épaisseur variable dans le terme de convection.) L’épaisseur
h(z) appartient a I’ensemble admissible

Upg = {h € L),  hmaz > h(x) > hpin > 0 dans Q,/ h(z)dr = h0|Q\} .
Q

On cherche & minimiser une moyenne pondérée de la température. On consi-
dére donc la fonction objectif

hierbi;d {J(h) = /Qh(g;)|u(x)\2 dx} .

1. Donner le Lagrangien du probléme et en déduire la formulation varia-
tionnelle et le probléme aux limites vérifiés par 1’état adjoint .

2. Calculer la dérivée par rapport & h de la fonction objectif J(h).

3. Si on avait choisi une autre fonction objectif,

J(h) = /Q £(2) u(z) da,

le probléme serait-il auto-adjoint ?

2 Optimisation géométrique : 10 points

On considére 'optimisation d’'une membrane, d’épaisseur constante, re-
présentée par un domaine plan Q (un ouvert borné régulier de R?). Le bord de
ce domaine est divisé en trois parties de mesures non nulles, 92 = I'UI' yUT'p.



Les bords I'p et I' v sont fixes et seul I' peut varier. On introduit I’ensemble
admissible des formes

Upa = {Q CR? tel que (Tp UTy) C 99} .
Le déplacement u(x) de la membrane est la solution de

—Au=f dans Q,
ou

=9 sur 'y,

o (2)
=0 sur T,

u=20 sur I'p,

oit f € C1(R?) est une force volumique et g € L?(I'y) une force surfacique
données. Soit ug(z) € C?(R?) un déplacement cible. On considére la fonction

f J Q — dS

ou u est la solution de (2).

1. Donner le Lagrangien du probléme et en déduire la formulation varia-
tionnelle et le probléme aux limites vérifiés par ’état adjoint .

2. Calculer (formellement) la dérivée de forme de la fonction objectif.

3. Si pour une forme 2 on trouve que u = ug sur I', quelle est alors la
valeur de la dérivée de forme?



