
ECOLE POLYTECHNIQUEProgramme d'Approfondissement MAPCon
eption optimale de stru
tures (G. Allaire)Examen é
rit du 17 Mars 2010 (2 heures)1 Optimisation paramétrique : 7 pointsOn 
onsidère une membrane élastique d'épaisseur variable, �xée sur sonbord, qui au repos o

upe un domaine plan Ω (un ouvert borné régulier de
R

2). Cette membrane peut être soumise à deux for
es di�érentes fi ∈ L2(Ω)ave
 i = 1, 2. Dans 
haque 
as le dépla
ement verti
al de la membrane estla solution ui ∈ H1
0 (Ω) de

{

−div (h∇ui) = fi dans Ω,
ui = 0 sur ∂Ω.

(1)La membrane est d'épaisseur h(x) qui appartient à l'ensemble admissible
Uad = {h ∈ L∞(Ω) , hmax ≥ h(x) ≥ hmin > 0 dans Ω} .On se donne une 
onstante α ∈ R. On désire optimiser la membrane a�n queles deux dépla
ements u1 et u2 soient proportionnels de rapport α, autantque faire se peut. Pour 
ela on 
onsidère la fon
tion obje
tif

inf
h∈Uad

{

J(h) =

∫

Ω
|u1(x) − αu2(x)|2dx

}

. (2)1. Donner le Lagrangien du problème et en déduire les états adjoints.2. Cal
uler la dérivée par rapport à h de la fon
tion obje
tif J(h).3. Quelle simpli�
ation peut-on réaliser dans le 
al
ul de l'état adjointqui permette de minimiser le temps de 
al
ul de l'adjoint ? Que sepasserait-il si la 
onstante de proportionnalité était une fon
tion α(x)variant sur Ω ?2 Optimisation géométrique : 6 pointsDans un domaine �xe Ω (un ouvert borné régulier de R
2) on 
onsidèreune for
e donnée f ∈ L2(Ω). On lo
alise 
ette for
e dans un sous-domaine

ω ⊂ Ω de fon
tion 
ara
téristique χω, 
'est-à-dire que χω(x) = 1 si x ∈ ω et
χω(x) = 0 si x /∈ ω. On 
al
ule le dépla
ement u ∈ H1

0 (Ω) solution de
{

−∆u = χωf dans Ω,
u = 0 sur ∂Ω.

(3)1



On optimise le sous-domaine ω de manière à minimiser la fon
tion obje
tif
inf
ω⊂Ω

{

J(ω) =

∫

Ω
|u(x) − u0(x)|2dx

}

, (4)où u0 ∈ L2(Ω) est un dépla
ement 
ible.Cal
uler (formellement) la dérivée de forme, par rapport à ω de 
ettefon
tion obje
tif.3 Homogénéisation : 7 pointsOn 
onsidère un matériau anisotrope 
ondu
teur de la 
haleur dans leplan. On note A = diag(α, β) son tenseur de 
ondu
tivité ave
 0 < α < β.On fabrique un 
omposite laminé simple en mélangeant A et sa rotation de
90◦ que l'on note A⊥ = diag(β, α). La dire
tion de lamination est le premierve
teur e1 de la base 
anonique (e1, e2) de R

2 et la proportion de A est
θ ∈ [0, 1] (
elle de A⊥ est 1−θ). Le tenseur homogénéisé de 
e laminé simpleest noté A∗(θ).1. Est-il possible que A∗(θ) soit isotrope ? Si oui, donner les valeurs pos-sibles de θ et A∗(θ). Si non, justi�er votre réponse.2. Dans un domaine plan Ω (un ouvert borné régulier de R

2) on 
onsidèreune sour
e f ∈ L2(Ω) et on 
al
ule la température u ∈ H1
0 (Ω) solutionde

{

−div (A∗(θ)∇u) = f dans Ω,
u = 0 sur ∂Ω.

(5)Le paramètre de forme est la proportion θ(x) qui appartient à l'en-semble admissible L∞(Ω; [0, 1]). On désire optimiser le matériau laminésimple A∗(θ) (dont les axes prin
ipaux sont �xes) pour minimiser lafon
tion obje
tif
inf

θ∈L∞(Ω;[0,1])

{

J(θ) =

∫

Ω
|u(x) − u0(x)|2dx

}

, (6)où u0 ∈ L2(Ω) est une distribution 
ible de température. Cal
uler ladérivée par rapport à θ de 
ette fon
tion obje
tif.
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