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Corrigé de l'examen é
rit du 15 Février 2016 (2 heures)

Les problèmes I et II sont indépendants.

Corrigé du problème I

1) Pour les vitesses négatives µk < 0 le s
héma dé
entré amont s'é
rit

un
j,k − un−1

j,k

∆t
+ µk

un
j+1,k − un

j,k

∆x
+ σ(un

j,k− < un
j >) = 0

2) On range dans le ve
teur un
les in
onnues un

j,k en faisant se suivre les 
omposantes

en k à indi
e j �xé. On noteK ′ = 2K. On obtient ainsi une matri
eM à la stru
ture

blo
 suivante :

M =
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. −s Id AK′−1K′−1 −s Id
−s Id · · · · · · −s Id AK′K′



















ave
 s = σ∆t/K ′,

ave
 les blo
s diagonaux de taille N ×N donnés, lorsque µk > 0, par

Akk =















1 + ∆tσ + ck − s 0 0
−ck 1 + ∆tσ + ck − s 0

.

.

.

.

.

.

.

.

.

−ck 1 + ∆tσ + ck − s 0
0 −ck 1 + ∆tσ + ck − s















ave
 ck = µk∆t
∆x , et lorsque µk < 0,

Akk =



















1 + ∆tσ − ck − s ck 0

0 1 + ∆tσ − ck − s
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. 1 + ∆tσ − ck − s ck
0 0 1 + ∆tσ − ck − s
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





3) On véri�e aisément que M est une M-matri
e stri
te puisque ses 
oe�
ients

extra-diagonaux sont négatifs (on a ck > 0 si µk > 0 et −ck > 0 si µk < 0) et la

somme des 
oe�
ients sur une même ligne est supérieure à 1 + ∆tσ(K ′ − 1)/K ′
.

D'après le 
ours, on sait qu'une M-matri
e stri
te est inversible don
 le s
héma est

bien dé�ni.

4) On véri�e aisément sur sa stru
ture blo
 que la matri
e M est irrédu
tible.

D'après le 
ours en
ore, on sait qu'une M-matri
e inversible irrédu
tible possède

un inverse positif. Par 
onséquent,

un = (M−1)n+1u0

qui est positif puisque la donnée initiale l'est.
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5) Si µk > 0, en sommant sur j le s
héma on obtient

∑N
j=1(u

n
j,k − un−1

j,k )

∆t
+ µk

un
N,k − un

0,k

∆x
+ σ

N
∑

j=1

(un
j,k− < un

j >) = 0 .

On utilise alors la 
ondition aux limites un
0,k = 0 et la positivité de la solution pour

en déduire

∑N
j=1(u

n
j,k − un−1

j,k )

∆t
+ σ

N
∑

j=1

(un
j,k− < un

j >) ≤ 0 .

Un 
al
ul symétrique fon
tionne 
onduit à la même inégalité lorsque µk < 0.
En sommant alors sur k on obtient

∑N
j=1(< un

j > − < un−1
j >)

∆t
≤ 0 .

Comme la solution est positive on en déduit la stabilité L1
au sens où

N
∑

j=1

∑

k

|un
j,k| ≤

N
∑

j=1

∑

k

|u0
j,k|

6) Un 
al
ul fa
ile (fait en 
ours) montre que le s
héma est 
onsistant et pré
is

d'ordre 1 en temps et en espa
e. Par appli
ation du théorème de Lax, on déduit de

la stabilité (prouvée à la question pré
édente) que le s
héma 
onverge en norme L1

en espa
e.

Corrigé du problème II

1) Pour tout k ∈ Z et presque tout µ ∈ [−1, 1]

∂tf̂(t, k, µ) + (1 + i2πkµ)f̂(t, k, µ) = 〈f̂〉(t, k) .

2) La méthode de variation de la 
onstante montre que

f̂(t, k, µ) = e−t(1+i2πkµ)ρ̂in(k) +

∫ t

0

e−(t−s)(1+i2πkµ)〈f̂〉(s, k)ds .

3) En faisant k = 0 dans l'équation trouvée au 1)

∂tf̂(t, 0, µ) = 〈f〉(t, 0)− f(t, 0, µ) ,

puis en moyennant en µ les deux membres de 
ette égalité,

∂tρ̂(t, 0) = 0 ,

d'où

ρ̂(t, 0) = ρ̂in(0) =

∫ 1

0

ρin(x)dx .

Cette égalité traduit la 
onservation du nombre total de parti
ules.

4) En moyennant en µ 
haque membre de l'égalité obtenue au 2), on trouve que

ρ̂(t, k) = e−tS(2πkt)ρ̂in(k) +

∫ t

0

e−(t−s)S(2πk(t− s))ρ̂(s, k)ds .

Don


M(t, k) := e−tS(2πkt) , P̂ (t, k) := M(t, k)ρ̂in(k) .
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5) Multipliant 
haque membre de l'équation intégrale obtenue au 4) par eαt, il vient

eαtρ̂(t, k)−

∫ t

0

eα(t−s)M(t− s, k)(eαsρ̂(s, k))ds = eαtP̂ (t, k) .

6) On a

∣

∣

∣

∣

eαt
∫ t

0

M(t− s, k)u(s)ds

∣

∣

∣

∣

≤ sup
s≥0

eαs|u(s)| sup
t≥0

∫ t

0

e(α−1)(t−s)|S(2πk(t− s))|ds

= sup
s≥0

eαs|u(s)|

∫ ∞

0

e(α−1)t|S(2πkt)|dt .

Puis

∫ ∞

0

e(α−1)t|S(2πkt)|dt =

∫ 1/2|k|

0

e(α−1)t|S(2πkt)|dt+

∫ ∞

1/2|k|

e(α−1)t|S(2πkt)|dt

≤

∫ 1/2|k|

0

e(α−1)tdt+

∫ ∞

1/2|k|

e(α−1)t

2π|k|t
dt

≤
1

2|k|
+

e−(1−α)/2|k|

π(1 − α)
≤ 1

2 +
1

π(1 − α)
.

7) D'après 5)

sup
t>0

eαt|ρ̂(t, k)|

(

1
2 −

1

π(1 − α)

)

≤ sup
t>0

eαt|P̂ (t, k)| ≤ |ρ̂in(k)| ,

d'où

|ρ̂(t, k)| ≤ Cαe
−αt|ρ̂in(k)| ,

ave


Cα :=

(

1
2 −

1

π(1 − α)

)−1

lorsque 1− α > 2
π .

8) D'après l'égalité de Parseval

∥

∥

∥

∥

ρ(t, ·)−

∫ 1

0

ρin(y)dy

∥

∥

∥

∥

2

L2(0,1)

=
∑

k 6=0

|ρ̂(t, k)|2

≤ C2
αe

−2αt
∑

k 6=0

|ρ̂in(k)|2 = C2
αe

−2αt‖ρin‖2L2(0,1) .

9) D'après le 2) et le 7), pour tout α ∈ [0, 1− 2
π [ et pour tout k ∈ Z \ {0}, on a

|f̂(t, k, µ)| ≤ e−t|ρ̂in(k)|+

∫ t

0

e−(t−s)|ρ̂(s, k)|ds

≤ |ρ̂in(k)|

(

e−t + Cα

∫ t

0

e−(t−s)e−αsds

)

= |ρ̂in(k)|e−t

(

1 + Cα
e(1−α)t − 1

1− α

)

≤ C′
αe

−αt|ρ̂in(k)| ,

ave


C′
α := 1 +

Cα

1− α
.
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On 
on
lut ave
 l'égalité de Parseval :

∥

∥

∥

∥

f(t, ·, ·)−

∫ 1

0

ρin(y)dy

∥

∥

∥

∥

2

L2([0,1]×[−1,1])

=
∑

k 6=0

1
2

∫ 1

−1

|f̂(t, k, µ)|2dµ

≤ (C′
α)

2e−2αt
∑

k 6=0

|ρ̂in(k)|2 .


