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vi Introduction

Introduction

Ce livre est issu d’un cours enseigné par les auteurs en troisiéme année de
I’Ecole Polytechnique, ce qui correspond & un niveau de premiére année de Mas-
ter. Le sujet en est ’étude mathématique et numérique de modéles d’équations
aux dérivées partielles, dits de transport et diffusion. Ces équations modélisent
I’évolution d’une densité de particules ou d’individus en interaction avec leur
milieu. L’origine de ces modéles est trés variée. Ils proviennent classiquement de
la physique et servent a décrire des particules neutres comme les neutrons et les
photons. Dans le premier cas on parle aussi de neutronique alors que le dernier
cas est appelé transfert radiatif. La biologie fait aussi appel aux équations de
transport pour modéliser la dynamique de populations structurées. Citons aussi
pour mémoire la dynamique des gaz raréfiés, le transport d’électrons dans les
semi-conducteurs ou encore la physique des plasmas qui sont des phénoménes
modélisés par des équations ol 'opérateur de transport est une brique de base
essentielle.

Les objectifs du cours sont de familiariser le lecteur avec ces équations de
transport et diffusion, leurs méthodes d’analyse mathématique et de résolution
numérique, ainsi que le lien qui unit ces deux types de modéles. Afin de limiter
la difficulté et de rester dans un format “compact” (typiquement neuf séances
de cours et de travaux dirigés), nous nous restreignons a des modéles linéaires,
déja représentatifs dans de nombreuses applications, et nous ne disons rien des
phénomeénes non linéaires qui peuvent jouer un role essentiel dans certains cas
importants (particules chargées, collisions entre particules). De méme, nous ne
prétendons aucunement & l’exhaustivité, ni & la plus extréme modernité en ce
qui concerne les méthodes d’analyse théorique ou numérique présentées dans ce
texte de niveau introductif : nous laissons le soin & des cours de niveau Master
deuxiéme année, de présenter ’état de 'art dans ce domaine.

Le plan du cours est le suivant. Aprés un premier chapitre d’introduction
aux principaux modéles et a leur origine en physique des réacteurs nucléaires,
transfert radiatif ou dynamique des populations structurées, le Chapitre 2 est
consacré a I'équation du transport libre, c’est-a-dire en ’absence de collisions
des particules avec le milieu ambiant. Le Chapitre 3 traite ensuite I’équation
de Boltzmann linéaire, tandis que le Chapitre 4 étudie la limite de diffusion
des modéles de transport lorsque le libre parcours moyen des particules devient
petit. Le Chapitre 5 porte sur quelques méthodes numériques, de type différences
finies, pour la résolution des équations de transport et diffusion. Le Chapitre
6 décrit la théorie du calcul critique qui s’interpréte comme la résolution d’un
probléme aux valeurs propres pour déterminer un état stationnaire en temps.
Finalement le Chapitre 7 traite de questions d’homogénéisation et permet encore
une fois de faire le lien entre transport, au niveau microscopique, et diffusion au
niveau macroscopique. Des exercices avec indications terminent chaque chapitre.
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Le niveau de ce cours étant introductif, il n’exige aucun prérequis particu-
lier. Il est auto-contenu dans la mesure du possible. Il nous parait néanmoins
utile que le lecteur ait quelques notions de base, soit en analyse numérique (voir
par exemple [2]), soit en analyse des équations aux dérivées partielles (voir par
exemple [23]), afin qu’il ne soit pas débordé par trop de notions nouvelles. La
bibliographie contient de nombreux ouvrages plus avancés sur le transport et
la diffusion (notamment [12], le chapitre XXI de [20], [38], [42], [43], [51]) aux-
quels nous renvoyons le lecteur désireux d’en savoir plus. Des informations sur
ce cours sont disponibles sur les sites web
http://www.cmap.polytechnique.fr/~allaire/cours_map567.html
http://www.math.polytechnique.fr/ golse/mat567.html
ot le lecteur pourra aussi télécharger des transparents et les problémes d’exa-
men. Les auteurs remercient le Commissariat & I’Energie Atomique o, & divers
titres et en divers lieux, ils ont travaillé et beaucoup appris sur le sujet de ce
cours. Ils remercient aussi les cinq promotions d’éléves polytechniciens qui ont
suivi ce cours et permis de I'améliorer au fur et & mesure par leurs remarques
pertinentes.

Bien que ce livre ait été précédé de plusieurs versions d’un polycopié épo-
nyme, il contient probablement encore d’inévitables erreurs, fautes de frappe ou
imperfections : les auteur remercient & I’avance tous ceux qui voudront bien les
leur signaler, par exemple par courrier électronique aux adresses
gregoire.allaire@polytechnique.fr, blanc@ann. jussieu.fr,
despres@ann. jussieu.fr, francois.golse@polytechnique.fr

G. Allaire, X. Blanc, B. Després, F. Golse
Paris, le 6 Janvier 2014
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Chapitre 1

Présentation de quelques
modeéles

Les équations de transport et de diffusion sont des modéles mathématiques
intervenant pour décrire, entre autres,

ele transfert d’énergie dans un milieu matériel sous différentes formes (ther-
mique, rayonnement . . .)

ela dynamique de particules en interaction avec la matiére (neutrons dans un
matériau fissile, photons dans une atmosphére planétaire ou stellaire, électrons
et trous dans un semi-conducteur . ..)

el’évolution de certaines populations d’organismes vivants (dynamique des
populations structurées .. .)

Tous ces phénoménes proviennent de domaines extrémement différents de
la physique — ou de la biologie. Pourtant, les modéles mathématiques utilisés
pour les décrire présentent, comme on va le voir, de nombreuses analogies. Le
but de ce cours est

ede dégager les structures mathématiques communes a tous ces modeéles pour
les analyser;

ede montrer comment les deux descriptions, par les équations de transport
et par les équations de diffusion, sont intimement reliées et se complétent ;

ed’étudier et de mettre en ceuvre des méthodes numériques de résolution de
ces équations, et d’identifier leurs régimes de validité.

1.1 Origine des équations de transport et de dif-
fusion
Avant de présenter quelques-uns des modéles physiques ou biologiques spéci-

fiques (comme par exemple la neutronique, le transfert radiatif, la dynamique
des populations ...) qui seront les exemples fondamentaux sur lesquels nous
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baserons notre étude, nous allons commencer par expliquer succintement com-
ment on arrive & établir les équations de diffusion et de transport, qui sont les
principaux objets mathématiques étudiés dans ce cours.

1.1.1 Etablissement de 1’équation de diffusion

On veut étudier I’évolution d’une population de particules dans un milieu
matériel, comme par exemple des neutrons dans un cceur de réacteur nucléaire.
On suppose que ces particules sont absorbées par le milieu, puis réémises ins-
tantanément au méme point mais dans une direction aléatoire, et que toutes
les directions sont équiprobables. (Autrement dit, la direction de la particule
réémise est distribuée uniformément sur la sphére unité.) On supposera de plus
que le laps de temps séparant le moment ot une particule est émise dans le
milieu et celui o elle est absorbée est trés petit devant 1’échelle de temps sur
laquelle on observe le systéme.

L’inconnue caractérisant I’état du systéme est la densité du nombre de par-
ticules au point x & l'instant ¢, notée

p=p(t,z)>0.

C’est-a-dire que, dans un volume infinitésimal dz centré au point = se trouvent
environ p(t,z)dx particules a U'instant ¢. Autrement dit, dans toute partie me-
surable A C R3, on trouve, a I'instant ¢, environ

/ p(t, x)dz particules.
A

(Ce calcul du nombre de particules présentes dans A a l'instant ¢ n’est qu’ap-
proximatif puisque l'intégrale ci-dessus n’est en général pas un nombre entier.)

Soient t; < ty deux instants quelconques, et B une boule de R3; la variation
du nombre de particules présentes dans la boule B entre les instants t; et ¢ est

/Bp(tg,:r)dx—/Bp(tl,m)d:v.

Cette différence est égale au nombre de particules entrées dans B moins le
nombre de particules sorties de B entre les instants t; et ts.

On cherche donc a calculer le nombre de particules ayant traversé le bord
OB de B entre les instants t; et t3. Ce calcul fait naturellement intervenir la
notion de vecteur densité de courant, analogue a la notion de densité de courant
électrique, et dont nous donnons la définition ci-dessous.

Cette densité de courant est le champ de vecteurs J = J(¢,2) € R? carac-
térisé par le fait que, pour tout élément de surface dS(r) centré en € R3 et
orienté par le vecteur unitaire n, normal & dS(z) au point x, 'on a

Ny — N_ ~ J(t,x) - nydS(z)dt.
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Dans cette formule, on a noté

N1 =nombre de neutrons traversant dS(x) dans la direction £n,
dans l'intervalle de temps [t,t + dt].

Donc

/B (p(tz,x) — p(t1,2)) doe = — /tt /BB J(t,z) - n.dS(z)dt.

Supposons que p et J sont de classe C'! ; on transforme alors 'intégrale interne
de droite par la formule de Green :

/83 J(t,x>~nmd5(x)=/ div, J(t,z)dz .

B

Puis on écrit que
to ap

" 5(t7 .’I;)dt s

p(t2>x) - p(thx) =

de sorte que l'identité ci-dessus devient

to ap )
—(t,z) +divy J(t,x) | dtde = 0.
t1 B at

Comme la fonction continue % + div, J est d’intégrale nulle sur tout ensemble

de la forme [t1,ts] X B ot B est une boule de R?, on en déduit ’équation de
continuité

dp .

E(t,x) +div, J(t,z) = 0.

Cette équation traduit la conservation locale du nombre de particules dans tout
domaine & bord régulier de 1'espace des positions. Autrement dit, la variation
entre deux instants t; et t2 du nombre de particules dans un tel domaine est
égale au flux du vecteur densité de courant a travers le bord de ce domaine,
intégré entre t1 et to.

L’équation de continuité ne suffit pas a elle seule & déterminer I’inconnue p,
car la densité de courant J est elle-méme inconnue. L’établissement de ’équation
de diffusion repose donc sur une hypothése précisant comment le vecteur densité
de courant J dépend de la densité du nombre de particules p.

Cette hypothése porte, suivant les domaines d’application, le nom de loi
de Fick, ou encore de loi de Fourier dans le contexte de la thermique. Elle
consiste a postuler que la densité de courant J est proportionnelle au gradient
spatial de p :

J(t,x) = —DVyp(t,z), avecD >0.

Le signe de D est choisi par analogie avec I’exemple de la thermique dans un
matériau. Dans ce cas, p(t, x) est la température dans le matériau au point = a
Iinstant ¢, et J est la densité de courant de chaleur; il est donc naturel que la
chaleur “s’écoule” dans le sens opposé au gradient de température. Par exemple,
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dans un mélange d’eau liquide et de glace, le flux de chaleur va de I’eau liquide
(a température > 0°C) vers la glace (& température < 0°C) jusqu’a ce qu'un
équilibre thermique soit atteint.

En substituant cette formule pour J dans I’équation de continuité, on aboutit
a ’équation de diffusion

ap

B (t,x) — DAgp(t,z) =0. (1.1)

Cette équation est identique a I’équation de la chaleur qu’on obtient par le
méme procédé de modélisation, en remplagant la loi de Fick par celle de Fourier
(voir par exemple [2] §1.2 ou [23] §9.1). Dans I’argument ci-dessus, on a supposé
implicitement que D > 0 est une constante, ce qui correspond au cas d’un milieu
homogeéne. Or la loi de Fick s’applique encore au cas de la diffusion de particules
dans des matériaux non homogenes. Le coefficient de diffusion n’est alors plus
une constante, mais une fonction de la variable de position D = D(z) > 0. La
loi de Fick s’écrit encore

J(tv iL’) = _D(x)vxp(ta (E) :

Substituant cette expression de la densité de courant dans 1’équation de conti-
nuité, on aboutit a la forme suivante de ’équation de diffusion pour un milieu
inhomogéne
%(t, x) — divy(D(z)Vep(t,z)) =0.

Remarque 1.1.1 Pour que la description de la population de particules consi-
dérées par U'équation de diffusion soit justifiée, il est absolument essentiel que
lintervalle de temps moyen entre 'apparition d’une particule dans le milieu et
son absorption soit trés petit par rapport o l’échelle de temps sur laquelle on
observe la dynamique de cette population de particules. Comme on le verra plus
loin, la modélisation par l’équation de diffusion n’est justifiée que dans une cer-
taine limite asymptotique, incluant une hypothése sur l’échelle de temps dans
laquelle on observe le systeme.

Remarque 1.1.2 Dans le cas de neutrons dans un matériau fissile, il peut y
avoir en outre dans l’équation de diffusion un terme d’amplification exponen-
tielle de la densité de neutrons, du fait de la création de neutrons secondaires
au cours des réactions de fission. Le cas de la neutronique sera étudié plus en
détail dans la suite de ce cours (voir, par exemple, la section 1.2).

1.1.2 Etablissement de ’équation de transport

On considére a nouveau une population de particules interagissant avec un
milieu matériel. Comme dans la section précédente, ces particules peuvent étre
absorbées par le milieu, puis réémises au méme endroit, mais avec un vecteur
vitesse différent. Pensons a I’exemple des neutrons dans un matériau fissile : la
population de neutrons de vitesse donnée v est diminuée du nombre de neutrons
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déviés par collision élastique avec les atomes du milieu, ou bien du fait de la
capture de ces neutrons au cours d’une réaction de fission. D’autre part, cette
population est augmentée des neutrons de vitesse v produits au méme point du
fait d’une collision élastique entre un atome du milieu et un neutron de vitesse
v’ avant la collision, ainsi que des neutrons secondaires de vitesse v émis par la
réaction de fission.

A la différence de ’étude faite dans la section précédente, on observe cette
population de particules sur des temps plus courts, de I’ordre du laps de temps
moyen s’écoulant entre le moment ot une particule est émise dans le milieu
et celui ou elle est absorbée. Le modéle de diffusion n’est plus valable a cette
échelle.

Comme on recherche une compréhension plus détaillée de la dynamique de
cette population de particules que dans la section précédente, on va avoir recours
a une description plus complexe, qui est celle de la théorie cinétique — analogue
a la théorie cinétique des gaz due & Maxwell et Boltzmann.

Dans cette nouvelle description, la fonction inconnue décrivant la population
de particules est la fonction de distribution

f=ftz0) =0,

qui est la densité du nombre de particules situées au point x et animées de la
vitesse v & l'instant t. Notons que la fonction inconnue n’est plus seulement
une fonction de la variable de temps t et de la position x, mais qu’elle fait
intervenir en plus la variable v échantillonnant toutes les valeurs possibles du
vecteur vitesse pour une particule. C’est-a-dire que, contrairement au cas de la
modélisation par I’équation de diffusion, ot ’espace des phases est ’ensemble
de toutes les positions possibles pour une particule — par exemple ’espace
euclidien R3 si la population de particules n’est pas confinée, ou au contraire
un sous-domaine 2 de R3 dans le cas ot ces particules sont contenues dans une
enceinte — la modélisation cinétique fait intervenir comme espace des phases
I’ensemble de tous les couples position-vitesse (x, v) possibles pour une particule,
a savoir R? x R? ou Q x R3. Soulignons tout de suite le fait que la modélisation
cinétique est beaucoup plus cotiteuse (notamment pour ce qui est des simulations
numeériques) que celle par I’équation de diffusion, puisqu’elle double presque le
nombre de variables de la fonction inconnue.

Comme la description cinétique et celle par I’équation de diffusion représen-
tent la méme réalité, il est important de comprendre comment elles sont reliées.
La notion essentielle pour cela est celle d’observable macroscopique dans la
modélisation cinétique.

Soit ¢(v), quantité physique additive pour une seule particule de vitesse v ;
par exemple

o(v) = (nombre de particules),
¢(v) = mo (quantité de mouvement),
#(v) = tmfv|?>  (énergie cinétique).

La quantité globale correspondante pour I’ensemble des particules se trouvant
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a l'instant ¢ dans le domaine spatial A vaut

[ [ swist.a oo,
AJR3

La densité spatiale de cette quantité physique a 'instant ¢ vaut donc

(v)f(t,z,v)dv.
R3

En particulier, la densité du nombre de particules p = p(t, x) considérée dans la
théorie de la diffusion est reliée a la fonction de distribution f par la formule

p(t,x) = ft,z,v)dv.
R3

De méme, la densité de courant s’exprime a partir de la fonction de distribution
par la formule

J(t,x) = /R3 vf(t, z,v)dv.

Remarque 1.1.3 Supposons que le nombre total N de particules présentes dans
le milieu considéré est fini et constant au cours du temps :

O<N:// ft,z,v)dado < 0.
R3xR3

Les observables macroscopiques ont alors une interprétation probabiliste : en
effet, la mesure

1
Nf(t,x, v)dzdv est une mesure de probabilité.

Alors la quantité
[ owst.a. oot
A JR?
s’interpréte comme une espérance mathématique :
[ ott.z,0)dudo = BLa@)0(0).
A JR3
De méme la quantité

(v)f(t,z,v)dv
R3

s’interprete comme une espérance conditionnelle connaissant la position x :
00 f (1,2, 0)dv = B(o(0)]a).
R

Pour plus de détails nous renvoyons, par exemple, a [26].
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Remarque 1.1.4 Cette notion d’observable macroscopique est évidemment a
rapprocher de la notion d’observable en mécanique quantique [6]. En effet, en
mécanique quantique, une quantité physique est un opérateur sur un espace de
Hilbert — par exzemple sur L?(R3;C) dans le cas de la mécanique quantique
d’un point matériel. Si K est une quantité physique définie par un opérateur sur
L?(R3;C) — par exemple I’énergie cinétique
2
_%Ax )
— on appelle “observable” correspondant a la quantité K pour la fonction d’onde
¥ la quantité
(Y|KY) 2 = Trace(K |)(¢]),

en wutilisant la notation bra-ket habituelle en mécanique quantique et en no-
tant (Y|¢) 12 le produit scalaire usuel dans L*(R?). Autrement dit, sachant que
[Y(x)|? est une densité de probabilité sur R?, c’est-a-dire que

| w@par=1,
R3
la notation ) (1| désigne Uapplication linéaire

¢ (P|@) 27,

ot l’on a noté

(W) 2 = /R Dol

Cette application linéaire est donc la projection orthogonale dans L?(R3) sur la
droite vectorielle engendrée par 1,

Par exemple, si K est un opérateur intégral de noyau k = k(x,y), ¢’est-a-dire
St

Kila) = [ kepito)dy.

alors 'observable associé est
Wik = [ k)P dedy.
R3xR3

Dans cette définition, la “matrice densité” ¥ (x)y(y) joue un réle analogue & celui
de la fonction de distribution f(x,v), tandis que lopérateur K est l’analogue de
la fonction (z,v) — 14(z)p(v).

Nous allons maintenant établir ’équation régissant 1’évolution de la fonction
de distribution f grace & un bilan du nombre de particules dans un domaine
arbitraire de ’espace des phases, de facon tout a fait analogue & ce qui a été fait
dans la section précédente dans le cas I’équation de diffusion.

Soient donc t; < tq, et B, B’ deux boules de R?; la variation du nombre de
particules situées dans la boule B et de vecteur vitesse appartenant a la boule
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B’ entre les instants t1 et £, vaut, en supposant la fonction de distribution f de
classe C' :

/B// (f(ta,z,v) — f(t1,x,v)) dedv = /:/B . %:(t,a:,v)dtd:cdv.

Cette variation peut avoir 'une des causes suivantes :

ecertaines particules situées dans B et de vitesse appartenant & B’ & l'instant
t1 ont été absorbées par le milieu & I'intérieur de la boule B entre les instants
tl et t2 N

ecntre les instants t; et ty, des particules ont été créées dans la boule B avec
une vitesse appartenant a la boule B’;

ecnfin, certaines particules présentes a I'instant ¢; dans le domaine B x B’ de
I’espace des phases en sont sorties sans étre absorbées par le milieu entre les
instants t; et ¢y, ou encore, d’autres particules sont entrées dans le domaine
B x B’ entre les instants t; et ts.

Evaluons la contribution de chacun de ces phénoménes.

Absorption. Le nombre de particules de vitesse v € B” absorbées par le milieu
entre les instants ¢t et ¢ par la portion de matériau située dans la boule B vaut

(environ)
to
NA:/ // o(x,v)f(t,x,v)dtdzdv,
t1 JBJB

ou o(x,v) > 0 est le taux d’absorption du milieu & la position x et pour des
particules de vitesse v. Cette fonction o est une caractéristique physique du
matériau, qui est donnée.

Création. Le nombre de particules créées avec une vitesse v € B’ entre les
instants t; et t5 par la portion de matériau située dans la boule B au cours
d’une transition v/ — v, ott v/ est une vitesse quelconque dans R3, vaut environ

to
NC:/ // / k(z,v,0") f(t, z,v")dtdrdvdv”,
t, JBJB JRS

ot k(x,v,v") > 0 est le taux de transition conduisant a la création d’une parti-
cule de vitesse v a la position x & partir de I’absorption d’une particule de vitesse
v’ en ce méme point x. A nouveau, cette fonction k est une caractéristique
physique du milieu, qui est donc donnée.

Advection. Supposons pour simplifier que les particules considérées ne sont
soumises & aucune force extérieure — en négligeant notamment 'effet de la
gravité. Par conséquent, les équations du mouvement pour chaque particule

sont
=
v=20

— ot la notation * désigne la dérivée par rapport a la variable de temps. Comme
chaque particule est de vitesse constante, la seule fagon pour sa trajectoire dans
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lespace des phases d’entrer dans B x B’ ou d’en sortir consiste a traverser la
partie B x B’ du bord de B x B’. Notons

N1 =nombre de particules entrées dans/sorties de B x B’

entre les instants t1 et to;

alors N3 — N_ est égal au flux a travers le bord OB de B entre les instants
t1 et to du vecteur densité de courant correspondant aux particules de vitesses
appartenant a B’.

Exprimons tout d’abord la densité de courant correspondant aux particules
de vitesses appartenant a B’ : comme expliqué ci-dessus, on trouve

Jpi(t,x) = //vf(t,x,v)dv.

Par conséquent, en notant n, le vecteur unitaire normal & 0B au point x, dirigé
vers I'extérieur de B, on trouve que

- /tt ( /8 JB/(t,x)wl.dS(x)) dt

B
12
7/ / ft,z,0)v - ngdtdS(z)dv .
t, JoBJBr

N, — N_

Toujours sous I’hypothése que f est de classe C'', on peut échanger I'ordre des
intégrations en ¢,z et v, puis transformer l'intégrale sur B par la formule de
Green, ce qui donne

ta
Ny —N_= —/ / / div,(vf(t, z,v))dtdzdv .
t, JBJSB

Revenons maintenant au bilan de la variation du nombre de particules dans
le domaine B x B’ de I’espace des phases entre les instants t; et 5 :

to
/ / g—{(t,x,v)dtda:dva+—N_—|—NC—NA.
t1 JBJB

Gréace aux formules obtenues ci-dessus pour N1, N4 et N¢, on trouve donc que

" of | .
/t1 /B// ((%—Fdlvz(vf)-&-af—Kf) (t, z,v)dtdzdv =0,

en notant K l'opérateur défini comme suit :
Kf(t,z,v) = / k(z,v,v")f(t,z,v")dv" .
R3

Supposons, outre le fait que f est de classe C', que les fonctions o et k sont
continues, et que v’ — k(z,v,v") décroit suffisamment vite pour |[v'| — oo
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localement uniformément en (x,v) pour que l'intégrale K f soit bien définie.
Alors l'intégrande ci-dessus

0] .

6—{ +divy(vf)+of —Kf
est continue. Comme son intégrale sur tout domaine du type [t1,t2] x B x B’
(avec t; < t3 et B, B’ boules de R3) est nulle, on en déduit que la fonction de
distribution f vérifie '’équation de Boltzmann linéaire

of

a—l—divw(vf)—i—af—Kf =0,

c’est-a-dire que

g(tw,v)—i—v-vmf(t,aav)—i—a(x,v)f(tw,u)—/ k(z,v,0")f(t,z,v")dv' = 0.
ot RS
(1.2)

Un cas particulier trés simple d’équation de Boltzmann linéaire est I’exemple
de I’équation de transport monocinétique conservative avec scattering
isotrope. Le terme “monocinétique” indique que toutes les particules sont de
méme vitesse. Sans perte de généralité, on peut se ramener au cas ol cette
vitesse vaut 1 : on notera donc

v=w, avec|w|=1.

Le terme “scattering isotrope” se rapporte a des processus d’absorption et
de création définis par des taux d’absorption o et de scattering k constants.
Le terme “conservatif” signifie que le nombre de particules absorbées compense
exactement le nombre de particules créées dans toute boule B entre deux ins-
tants quelconques t1 < to. Autrement dit, en notant dw 1’élément de surface sur
la sphére unité,

ta
O’/ // ft, z, w)dtdrdw
t1 B |w|:1
t2
:k/ // / f(t, o, w")dtdrvdwdw'
n I Jjw=1 Jjwr=1

pour tous t; < to et toutes les boules B C R?, de sorte que

Autrement dit

Kf(t,z,w)=0o(f)(t x),

ou (-) désigne la moyenne en w :
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Par conséquent, I’équation de Boltzmann linéaire conservative dans le cas du
transport monocinétique avec scattering isotrope s’écrit
of
A Vo +o(f= () = 0. (13)
On étudiera notamment un cas particulier du transport monocinétique avec
scattering isotrope, celui oul la fonction de distribution f ne dépend que d’une
seule variable d’espace, par exemple x7. Cette hypothése est connue en anglais
sous le nom de “slab symmetry” tandis qu’en francais on parle plutot de
géométrie de type “plaque infinie”.
Dans ce cas I’équation de Boltzmann linéaire ci-dessus devient
af af
—twi—+o(f— =0.
o g ta(f=()
Ecrivons le vecteur unitaire w en coordonnées sphériques, I’axe des x; jouant le
role d’axe polaire. Autrement dit

w = (cosh,sinfcosp,sinfsing), 0<H<w, 0<¢<2m,

(voir Figure 1.1). Alors

™ 27
(NHlt,zq) = ﬁ/ / f(t,x1,cos8,sin b cos ¢, sin 0 sin ¢) sin Odpd .
o Jo
Faisons le changement de variables
i =cosf, desorte que sinf =+/1— p? et du = —sin0df .

(On note que sin @ > 0 puisque 6 € [0, 7].) Donc

27
( f(t7$1,M,MCos¢,msin¢);lf>d2u_
0

1

i) = [

-1

Posons

27

F(taxlvﬂ) = 0 f(taxh//’a \% 1 71“'2008¢7 V 1 7u28in¢)%; (14)

alors
1

<f><t,x1>=/ F(t,xl,m%ﬂ.

-1

Sous I'hypothése que f est de classe C, la dérivation sous le signe somme
est légitime, de sorte qu’on peut calculer la moyenne en ¢ de la fonction

(%ﬂw) (b, 21, s /T = 2 cos 6, /T — 2 sin )

8t 8LE 1
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FI1GURE 1.1 — Coordonnées sphériques du point M

comme suit :

27
/ (Wwafwf) (t, w1, p, /1 — p? cos d, /1 — p? Sin¢)%
0

8t 8.731
OF oF
— <8t+,LL8x1+O'F) (t,xl,u).

On déduit de ce qui précéde que si la fonction f = f(t,z1,w) de classe C!
vérifie I’équation
0 0
aif(ta L1, w)+w187a{‘l(ta Il,W)+Uf(t, Ihw) :J<f>(t7 :El) ’
alors la fonction F' = F(t, 21, u) définie par (1.4) vérifie ’équation de Boltzmann
linéaire pour la “plaque infinie”

1 /

oF oF Ldp
E(t7xl?#)"’uai:pl(t?x17u)+UF(t7I17u)7a/71 F(tvxlvp’)T' (15)

1.1.3 Du transport vers la diffusion

On a déja expliqué comment la notion d’observable macroscopique permet
de passer de la fonction de distribution f, qui décrit un systéme de particules
dans le cadre de la théorie cinétique, & la densité macroscopique du nombre de
particules p que I’on rencontre dans la théorie de la diffusion.
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On verra dans la suite de ce cours comment ’équation de diffusion peut étre
déduite de ’équation de Boltzmann linéaire dans un certain régime asympto-
tique. Ce résultat jouera un role de premier plan dans ce cours, aussi bien sur
le plan théorique que du point de vue de I'analyse numérique.

Nous allons essayer de donner un premier apergu de ce résultat dans le cas
particulier de I’équation de transport monocinétique conservative avec scattering
isotrope.

Soit donc f vérifiant

of

5w Vel to(f={1) =0,

ot on rappelle que
=t [ fao.
w|=1

Intégrons par rapport a la variable w chaque membre de cette égalité : tou-
jours en supposant que f est de classe O, ce qui légitime la dérivation sous le
signe somme, on aboutit ainsi & ’équation de continuité :

Q/ f(t,x,w)dw—i—divw/ wf(t,z,w)dw =0,
ot |w|=1 |w|=1

ce qui s’écrit encore

9 | 4w J— =(f),
E-ﬁ-dlva—O avec{J<wf>'
Ensuite, on réécrit I’équation de Boltzmann linéaire sous la forme
1 10f
— — WV, f— ==, 1.6
J= )= —w Va5 (16)

Supposons maintenant que ¢ > 1. En supposant les variations de f petites
devant o, c’est-a-dire

ot

légalité (1.6) entraine en particulier que f est asymptotiquement isotrope —
c’est-a-dire indépendante de w :

[t z,w) > (F)(t,x) = p(t, z).
En injectant cette approximation dans (1.6), on en déduit que
_Lop
o ot’
Evidemment, ce n’est pas parce que f ~ (f) = p que V,f ~ V.p, ni que

Oy f ~ O,p — sauf a se placer dans le cadre de la théorie des distributions. Mais
si tel est le cas, autrement dit si Papproximation (1.7) est justifiée, on a alors

1 9(wp)
ot ’

<oet |V, fl <o,

1
f~p— gw-Vmp (1.7)

J={wf) ~ (wp) — é(ww -Vzp)
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et, comme (wp) = (w)p = 0 (puisque (w) = 0), on obtient

3
1 Op
J:—fg — k=1,2,3. 1.8
k o l:1<Wkwl>axl ) s 4y ( )

Observons que
(wewi) =0, sik#l

et d’autre part que
(wi) = (i) = (w3)

par invariance par rotation de la mesure uniforme sur la sphére unité. Donc

3
(W) = (W) = (@2) = 13 (wB) = Klwl?) = L.
k=1
Au total
(wiwy) = 300, k,1=1,2,3.

En revenant a I'expression (1.8) pour J, on trouve que

3

1 op dp
- Y=Ll k=123.
k = l:ZI<Wk:UJl> Gy 30 oxr y 49

On aboutit donc ainsi & la loi de Fick : sous ’hypothése que 0 > 1, on a

J>~—-DV,p avecD = %

Alors que la loi de Fick était postulée dans notre présentation de 1’équation de
diffusion (cf. section 1.1.1), Pargument ci-dessus permet de la déduire de I'équa-
tion de Boltzmann linéaire, au moins dans le cas monocinétique avec scattering
isotrope. Nous retrouverons une variante de cet argument dans un cadre plus
général et avec des démonstrations complétes au chapitre 4, consacré a I’approxi-
mation des solutions de ’équation de Boltzmann par les solutions de I’équation
de diffusion.

En substituant cette valeur du vecteur densité de courant dans 1’équation
de continuité (comme on I'a fait dans la section 1.1.1 portant sur 'obtention de
I’équation de diffusion), on trouve que, sous I’hypothése que le taux d’absorption
o > 1, alors la fonction de distribution f, solution de 1’équation de transport
monocinétique conservative avec scattering isotrope, vérifie

[t z,w) ~ p(t, x),
et que p est solution de ’équation de diffusion

ap 1
L —Ap=0.
ot 3o
On verra plus loin dans ce cours (voir le chapitre 4) comment rendre cette
approximation de la fonction de distribution f par la solution p de I’équation
de diffusion parfaitement rigoureuse — et méme comment mesurer ’erreur cor-

respondante.
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1.2 Neutronique

1.2.1 Modélisation physique

Générateur de vapeur
(échangeur de chaleur)

Turbine Alternateur

Barres de commande Pressuriseur Vapeur d'eau

Eau en ébullition
Cuve

Caloporteur
chaud (320 °C)
Ceeur du réacteur N |

riviére ou rnsr-
Réacteur nucléaire ou aéroréfrigérant

Pompe Caloporteur froid (280 *C) Pompe

FIGURE 1.2 — Principe de fonctionnement d’un réacteur a eau pressurisée.

La neutronique est la branche de la physique, et plus particuliérement de la
physique des réacteurs nucléaires, qui étudie le comportement d’une population
de neutrons créés par radioactivité naturelle, ou plus généralement artificielle
(voir les ouvrages de références [12], [45]). On peut distinguer au moins deux
grandes classes de modéles en neutronique : les modéles de transport, qui sont
précis méme a de petites échelles spatiales ou temporelles, mais cotiteux a ré-
soudre, et les modéles de diffusion, qui ne sont valables qu’a des échelles macro-
scopiques d’espace ou de temps, mais faciles a résoudre numériquement. L’un
des enjeux de ce cours est de comprendre les relations entre ces deux classes de
modéles pour savoir arbitrer efficacement entre les deux.

Nous allons nous limiter dans ce bref exposé & une introduction aux équa-
tions et aux notations de la neutronique dans les coeurs de réacteurs nucléaires.
Un réacteur & eau pressurisée typique (ceux de la gamme produisant 900 méga-
watts électriques, voir Figure 1.2) a un coeur composé de 157 assemblages d’une
hauteur d’environ 4 métres, a section carrée de 21 centimétres de coté et répar-
tis périodiquement sur un réseau carré inscrit dans un cercle correspondant a
la section de la cuve du réacteur (voir Figure 1.3). Chaque assemblage est lui-
méme un réseau carré de 17 par 17 crayons de combustible (voir Figure 1.4) qui
sont des tubes métalliques renfermant les pastilles de combustibles (de I'oxyde
d’uranium, UQO,, enrichi, c’est-a-dire que la proportion de l'isotope U235 par
rapport a U238 est augmentée de 0.7% a 3.1%). Le tout baigne dans un écou-
lement d’eau qui joue un double réle de modérateur (c’est-a-dire de milieu qui
ralentit les neutrons créés par fission pour qu’ils puissent & leur tour entrer en
collision avec les noyaux fissiles et entretenir la réaction en chaine) et de fluide
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FIGURE 1.3 — Section horizontale du cceur d’un réacteur nucléaire comprenant
157 assemblages combustibles.

caloporteur (c’est-a-dire qui extrait la chaleur produite par fission dans le coeur
pour la déposer dans un circuit d’eau secondaire qui produira de 1’électricité en
actionnant une turbine). Par ailleurs, un certain nombre de crayons de combus-
tible sont remplacés par des tubes guides dans lesquels coulissent les barres de
controle qui peuvent s’enfoncer verticalement plus ou moins profondément dans
le coeur. Leur role est de controler la réaction de fission, voire de la stopper com-
plétement, car elles sont constituées de matériaux absorbant les neutrons. Un
coeur de réacteur est donc un milieu trés hétérogéne ot la précision des modéles
de transport est nécessaire a ’échelle du crayon ou de ’assemblage, mais ou
leur cotit en temps de calcul peut étre prohibitif a I’échelle du cceur entier. Dans
ce dernier cas on leur préfére des modéles de diffusion qui sont communément
utilisés pour des calculs de routine.

Les notations et les variables choisies en neutronique sont particuliéres a
cette discipline et nous expliquons maintenant leur origine. Le point de départ
est ’équation de Boltzmann linéaire (1.2) pour une population de neutrons de
densité f(t,z,v) ot t € R est le temps, z € R? la variable d’espace et v € R3
la variable de vitesse. La variable de vitesse v est remplacée par sa direction w
et par ’énergie cinétique correspondante F, définies par

1
v=|v|lw, E= §m|v|2

ou m est la masse du neutron. L’inconnue f, qui est la densité de neutrons, est
remplacée par le flux de neutrons ¢ = |v| f qui est une quantité plus facile a
mesurer expérimentalement. Le gradient de ¢, ou bien ses composantes w -V o,
sont appelés courants. L’équation de transport pour ¢(t,z,w, F) prend alors la
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Bame de
contrile

Embout

Crayons Tube guide

Grille

Embaout

Azzemblage combustible

FIGURE 1.4 — Assemblage combustible composé de crayons.

forme

|U1|5£ +w-Vad+ o' (z,w,E)¢ = S(z,w, E)
(1.9)

Ema(t
+/ / o (r,w, B, E"¢(z,w', E") dw' dF',
E Jw’|=1

min

o S(z,w, E) est le terme source. Les coefficients ot et o* sont appelés sections
efficaces : o! est la section efficace totale qui mesure le taux de disparition de
neutrons au point (z,w, E) de Pespace des phases, tandis que ¢* correspond
a une source de neutrons qui apparaissent au point (z,w,E) en provenance
ou par transformation de neutrons situés auparavant au point (z,w’, E’) de
lespace des phases. (Par rapport aux notations de (1.2) on a la correspondance
ot = o/lv| et o* = k/|v|.) En général, le milieu est supposé isotrope, ce qui
a pour conséquence que o' ne dépend en fait que de (z, F), mais pas de la
direction w, et que o* ne dépend de (w,w’) qu’a travers Pangle que forment ces
deux directions, c’est-a~dire que o* = o*(z,w - ', E, E').

D’un point de vue physique, 'opérateur intégral dans le membre de droite
de (1.9) a deux origines bien distinctes. D’une part, il modélise la collision
(ou “scattering”) des neutrons avec les noyaux des atomes du milieu ambiant :
autrement dit, au point x, un neutron de vitesse (w’, E') rebondit sur un noyau
et prend la nouvelle vitesse (w, E). D’autre part, il représente la création par
fission au point  de neutrons de vitesse (w, ) créés grace a la capture par un
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noyau fissile d’'un neutron de vitesse (w’, E’). C’est pourquoi la section efficace
o* doit étre décomposée en somme de deux termes

o*(z,w- ', E,E') = oc(z,w -, E E') +v(E)d! (z,w-,E,E"), (1.10)

oll ¢ est la section efficace de collision, o/ est la section efficace de fission et
v(E) est le nombre moyen de neutrons émis par fission (dont la valeur typique
pour l'uranium est 2.42).

De méme, la section efficace totale peut étre décomposée en somme de trois
termes

Emaz

o'(z,E) = o (z,E) +/ / (JC(SC,W W' B, E)
E Jw’|=1

+of(z,w W, E, E’))dw’ dE’,

(1.11)

min

ol 0% est la section efficace d’absorption (des neutrons capturés par des noyaux
et qui “disparaissent” ainsi du bilan neutronique), les fonctions ¢¢ et of étant
les mémes que dans (1.10). Bien siir toutes ces sections efficaces sont positives
ou nulles. Dans la suite, pour simplifier la présentation, nous n’utiliserons pas la
décomposition (1.11), nous supposerons que v(E) = 1 et nous ne retiendrons la
décomposition (1.10) que lorsque celle-ci sera importante d’un point de vue phy-
sique et mathématique, notamment lors de 1’étude de la criticité (voir chapitre
6).

Les valeurs extrémes de 1’énergie sont trés contrastées : typiquement, on
aura E;, = 1075 eV et Eqe = 20 MeV (eV pour électron-volt). Le sup-
port de la fonction o/ (z,w - w', B, E') est trés étroit au sens suivant : seuls les
neutrons de basse énergie, dits thermiques (environ E’ = 1 €V), peuvent fis-
sionner les noyaux du combustible nucléaire, tandis que les neutrons produits
par fission sont, eux, de trés haute énergie (environ F = 1 MeV) et appelés
neutrons rapides. Il faut donc que le combustible nucléaire soit entouré d’un
milieu qui ralentisse (d’un facteur 1000!) les neutrons rapides pour que ceux-ci
deviennent thermiques et puissent engendrer de nouvelles réactions de fission :
un tel milieu est dit modérateur. Dans les réacteurs a eau pressurisée, I’eau
du circuit primaire joue le réle de modérateur. Dans d’autres types de réacteurs
(par exemple & gaz), le modérateur peut étre du graphite. En premiére approxi-
mation, la section efficace de collision o¢(z,w - W', E, E') définit un opérateur
triangulaire au sens o1, les collisions étant élastiques ou inélastiques, 1’énergie
aprés collision E ne peut étre que plus petite que 1'énergie avant collision E’,
c’est-a-dire que E < E’. Cependant, on peut assister & des remontées (faibles)
en énergie, £ > E’ (up-scattering en anglais), car une partie de I’agitation ther-
mique de chaque noyau peut étre transférée sous forme d’énergie cinétique aux
neutrons entrant en collision avec lui.

Remarque 1.2.1 L’unité de flur ¢ est le m=2s~1 (avec m pour métre et s pour

seconde), celle des sections efficaces (dites macroscopiques) ot et o* est le m™!,

et celle de la source S, le m™3s7 1.
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Remarque 1.2.2 En vérité tous les neutrons produits par fission ne sont pas
instantanément émis aprés collision d’un neutron avec un noyau fissile. Une
proportion infime (mais significative, de l’ordre de quelques milliémes) de ces
neutrons sont émis aprés un certain délai correspondant a la désintégration ra-
dioactive d’isotopes intermédiaires instables. On parle dans ce cas de neutrons
retardés, avec un délai de l’ordre d’une seconde & une minute. Par comparaison,
les temps caractéristiques de libre parcours moyen d’un neutron (entre deux col-
lisions) sont de l’ordre de 10~% 4 10~% secondes. Pour tenir compte de ce phé-
nomene, il faudrait coupler ’équation de transport & un systémes d’équations
différentielles ordinaires décrivant la rétention puis l’émission de ces neutrons
retardés. Par souci de simplicité dans la présentation nous ne le ferons pas ici
et nous renvoyons & [12] et [38] pour plus de détails. Néanmoins ces neutrons
retardés, bien que peu nombreuz, sont extrémement importants en pratique pour
pouvoir piloter un réacteur nucléaire. En effet, c’est leur présence (ou plutdt
leur retard) qui permet, par exemple, d’avoir le temps d’enclancher un systéme
d’arrét d’un réacteur par chute des barres de contréle dans le ceeur, stoppant la
réaction nucléaire. S’il n’existait pas de tels neutrons retardés, l’emballement de
la réaction nucléaire (entratnant l’explosion du réacteur) en cas d’incident serait
quasiment instantané, ne permettant pas d’avoir le temps matériel de réagir en
insérant les barres de controle.

1.2.2 Formalisme multigroupe

Bien que la variable d’énergie E soit continue dans le modeéle (1.9), il est
nécessaire de la discrétiser en pratique. Pour cela, on divise le spectre d’énergie
[Ermin, Emaz] en un nombre fini de sous-intervalles, appelés groupes (de un a
quelques centaines) et numérotés par ordre décroissant d’énergie

Eror = Eg > E1 > -+ > Eg = Epp,.

Pour 1 < g < G, on note ¢, (¢, z,w) une approximation de

Ey_a
/ o(t,z,w, E)dE.

Ey

De la méme maniére on définit les sources

E971
Sg(z,w) = / S(z,w, E)dE,
Eg

et on note |v,| une vitesse moyenne pour le groupe g. On introduit alors des
moyennes des sections efficaces sur chacun des groupes d’énergie pour obtenir
le systéme suivant, dit équation du transport multigroupe

1 0
|vg|(;btg +w- Vm¢g +Ug(x)¢g = Sg(wi)
G (1.12)

+ Z / Oy (T, w - Wby (2, W) dw'.

g=17lw|=1
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Remarquons que nous obtenons ainsi un systéme de G équations de transport
couplées entre elles par le terme de collision-fission.

Le calcul des sections efficaces moyennes en énergie, o, et Oggr n’est pas
simple car leurs versions continues en énergie sont trés oscillantes pour les hautes
énergies. Cela est dit au phénomeéne de résonance : un neutron avec une énergie
bien précise peut étre capturé et créer avec le noyau qu’il percute un nouvel
isotope. Le calcul des sections efficaces moyennes en présence de résonances
est une procédure délicate qui repose, entre autres, sur des moyennes spatiales
adéquates : on parle alors d“autoprotection” (self-shielding en anglais). Nous
renvoyons a [12] pour plus de détails.

1.2.3 Approximation par la diffusion

Revenons a la question de 'approximation du transport par la diffusion déja
présentée dans la section 1.1.3. On définit le flux scalaire comme la moyenne du
flux sur toutes les directions angulaires

ug(t,x) = / bg(t, x,w) dw,
Jw]=1
ainsi que la densité de courant totale
Jg(t,x) = / wog(t, z,w) dw.
Jw|=1

De méme la source scalaire est

Par ailleurs, on remarque que

/ 0y (T, w - W) dw
w|=1

est indépendant de w’ par invariance par rotation de la sphére unité, et on note
04¢ (z) la valeur de cette intégrale.
On intégre alors (1.12) par rapport & w pour obtenir

G
1 Oug L
|vig|76t +div jg + og(x)uy = fo(z) + g,z_l Ogq (T)ugr. (1.13)
Aucune approximation n’a encore été faite pour aboutir a (1.13). L’approxima-
tion de la diffusion consiste & supposer maintenant que la densité de courant
totale j, est reliée au flux scalaire ugy par la loi de Fick qui postule Iexistence
d’un coeflicient de diffusion Dy > 0 tel que

Jg(t, ) = =Dy Vugy(t, x). (1.14)
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En combinant (1.13) et (1.14) on obtient un systéme d’équations paraboliques,
pour 1 < g <G,

1 Ou <
H%t AV (D,V5) 040ty = o) + 3 o g (119
g =
L’approximation de (1.12) par (1.15) sera justifiée au chapitre 4 dans le cas d’un
seul groupe (G =1).

Un cas particulier simple de (1.15) est le modéle de diffusion a deux groupes
d’énergie (G = 2), ot u; est le flux de neutrons rapides et us celui des neutrons
thermiques. Dans ce cas la remontée en énergie lors des collisions est négligeable,
et on obtient le systéme

1 0 .
= M iy (D1Vuy) + o1(z)ur = fi(x) + U{Q(x)UQ )
1| Ot (1.16)
19 . . '
@% —div (DaVug) + o2(x)ug = fa(x) + 05 (x)uy ,

ol 0{2 est la section efficace de fission qui prend en compte la création de

neutrons rapides & partir de neutrons thermiques, et o§; est la section efficace de
collision, ou de ralentissement, mesurant le taux de transformation des neutrons
rapides en neutrons thermiques.

1.3 Le transfert radiatif

1.3.1 Les équations du transfert radiatif

Le transfert radiatif est la branche de la physique décrivant le transport
d’énergie par rayonnement électromagnétique a travers un milieu matériel — par
exemple une atmosphére stellaire, ou planétaire. Pour une présentation détaillée
du sujet, le lecteur pourra se reporter aux ouvrages de référence que sont [15],
[44] ou [40].

Dans le cadre du transfert radiatif, le rayonnement électromagnétique est
modélisé de fagon corpusculaire, en considérant un gaz de photons, et non pas
de fagon ondulatoire par les équations de Maxwell.

Dans toutes les applications dont il sera question ici, on ne considérera que
le cas de milieux d’indice® constant, donc non dispersifs — et méme, pour
simplifier, d’indice 1. Le gaz de photons considéré est donc monocinétique, la
vitesse des photons étant alors ¢ (la vitesse de la lumicre dans le vide).

Chaque photon est donc caractérisé par sa position x, sa direction w, et sa
fréquence v. Comme 1’énergie d’un photon de fréquence v vaut hr ou h est la
constante de Planck, se donner la fréquence d’un photon est équivalent & se
donner la norme |v| de la vitesse d’une particule de masse m > 0, pour laquelle

1. On rappelle que l'indice d’un milieu est le rapport ¢/v de la vitesse de la lumiére dans
le vide ¢ a la vitesse v de la lumiére dans ce milieu.
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I’énergie cinétique est %m|v|2. Autrement dit, la donnée de la fréquence d’un
photon et de sa direction est 1’analogue exact de la donnée du vecteur vitesse
d’une particule massique.

La modélisation cinétique de ce gaz de photons suggére donc de considérer
la fonction de distribution des photons

f = f(t,z,w,v) = densité du nombre de photons situés au point x,

a l'instant ¢, de direction w et de fréquence v.
En réalité, on préfére, en transfert radiatif, considérer la quantité
I(t’ x’ w? V) = Chyf(t’ x’ w? V) )

appelée intensité radiative.

Dans tout ce qui suit, on suppose que la matiére est immobile, ou & tout le
moins que son mouvement s’effectue sur des échelles de temps beaucoup plus
longues que celles qui sont adaptées au transfert de rayonnement.

L’interaction entre le rayonnement et la matiére se fait selon 3 mécanismes
bien distincts :

a) le scattering,

b) 'absorption,

¢) lémission.

Disons quelques mots de ces trois mécanismes, sans entrer toutefois dans les
détails, car il s’agit de processus physiques trés complexes — voir [44], chapitre
7, pour plus de détails.

Scattering. Les photons changent brutalement de direction, et parfois de fré-
quence par suite de “collisions” avec les électrons du milieu. On s’intéressera
essentiellement & deux cas particuliers :

ele scattering Thomson, et
ele scattering Rayleigh.

Le scattering Thomson est un mécanisme de scattering classique des ondes
électromagnétiques par les électrons libres du milieu. Sous leffet de ’onde élec-
tromagnétique incidente, un électron libre initialement immobile oscille dans la
direction de la composante électrique de 'onde. On peut donc 'assimiler & un
dipole oscillant, qui rayonne donc une nouvelle onde électromagnétique, dont
la direction n’est en général pas la méme que celle de 'onde incidente. En re-
vanche, la fréquence de 'onde émise est la méme que celle de I'onde incidente :
on dit alors que le scattering Thomson est cohérent. Le scattering Thomson est
un mécanisme concernant des électrons initialement immobiles, et des photons
incidents d’énergie négligeable devant I’énergie au repos de I’électron mgc?, oil
mg désigne la masse de 1’électron.

Dans un volume infinitésimal drdwdr de l’espace des phases des photons
centré au point (x,w,v), énergie des photons diminue de

ﬁmzhom‘go”[(t, z, w, v)dtdrdwdy
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dans un intervalle de temps infinitésimal de longueur dt; d’autre part cette
méme énergie augmente par scattering sur les électrons libres du milieu de

thomson </ I(t, SU,OJ/, I/)IG%(]' + (w . w/)2)dw/> dtdxdwdy .
|w’|=1

Le coefficient de scattering Thomson vaut

4

HThomson _ 87T€0
s - 2.4

3mgce

ou eg et mg sont respectivement la charge et la masse de 1’électron. De facon

remarquable, ce coefficient est constant — en particulier, il ne dépend pas de la

fréquence de 'onde incidente.

Le scattering Rayleigh est un mécanisme de scattering différent — par des
particules diélectriques de polarisabilité a;, dont les dimensions sont petites de-
vant la longueur de 'onde électromagnétique incidente. Ce mécanisme de scat-
tering est décrit par les mémes formules que le scattering Thomson, sauf que le
coefficient de scattering Rayleigh vaut

128752yt
3c? '

Comme le scattering Thomson, le scattering Rayleigh est cohérent. Toutefois,
au contraire du coefficient de scattering Thomson, le coefficient de scattering
Rayleigh dépend de la fréquence v de I'onde incidente — et croit comme la
puissance quatriéme de cette fréquence. Ce mécanisme de scattering est donc
d’autant plus important que la fréquence de 'onde incidente est élevée.

H?aylezgh —

Il existe plusieurs autres mécanismes de scattering jouant un réle important
pour les problémes d’interaction rayonnement-matiére, par exemple le scattering
Compton par des électrons libres, dans le cas ou la fréquence du photon inci-
dent n’est plus négligeable devant ’énergie au repos de I’électron, et ot ’électron
peut se trouver en mouvement avant I'interaction. Dans ce cas, I’électron peut
communiquer une partie de son énergie cinétique au photon, ce qui en décale la
fréquence. Donc, contrairement au scattering Thomson ou Rayleigh, le scatte-
ring Compton n’est pas un mécanisme de scattering cohérent : la fréquence du
photon émis est en général différente de la fréquence du photon incident.

Absorption/Emission. Les mécanismes d’absorption et d’émission de photons
par la matiére ont été décrits par Einstein grace au formalisme de la mécanique
quantique. Considérons un atome dont les électrons ont des niveaux d’énergie
notés Fj — ces niveaux d’énergie pouvant d’ailleurs étre discrets ou continus.
Un photon peut donc étre absorbé en excitant un électron d’un état d’énergie
E,, vers un état d’énergie F,, > FE,, pourvu que ce photon soit de fréquence
Vm,n telle que
E,—En, = th,n .

Il peut également y avoir absorption par échange d’énergie entre un photon
et un électron libre, ou encore photoionisation, suivant la fréquence — et donc
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I’énergie — du photon incident. Réciproquement, un électron peut étre désexcité
en passant de l'état F,, > FE,, a ’état E,,, en émettant un photon d’énergie
hVp -

Pour avoir une description raisonnablement simple de ces mécanismes d’ab-
sorption et d’émission, on fait I'hypothése que le milieu est en équilibre ther-
modynamique local (ETL) : en tout point  du milieu et a tout instant ¢, il
existe une température électronique de la matiére, notée T'(¢, ).

Sous cette hypothése, dans un élément de volume infinitésimal drzdwdr de
I’espace des phases, I’énergie des photons absorbés par le milieu dans un inter-
valle de temps de longueur dt vaut

o, (T(t, ) I(t, x,w,v)dtdedwdy .

Le coefficient o, (T") > 0 est 'opacité — c’est-a-dire le taux d’absorption — du
milieu porté & la température T' aux radiations de fréquence v.

Inversement, dans ce méme élément de volume de 1’espace des phases et
pendant le méme laps de temps, le milieu émet une énergie

o, (T(t,2))B,(T(t,z))dtdrdwdy ,

ot B,(T) est la fonction de Planck, qui est 'intensité radiative d’un corps
noir porté a la température T'. Elle est donnée par la formule

2h1?

B,(T) = 2(ehv/FT — 1)’

ou h est la constante de Planck, k la constante de Boltzmann et ¢ la vitesse de
la lumiére dans le vide.

On vérifie sans peine que I’énergie rayonnée dans toutes les directions et
toutes les fréquences par un corps noir porté a la température 7" est donnée par
la loi de Stefan-Boltzmann :

4 o0
il B,(T)dv = aT*,
¢ Jo
avec
2o k4
4= ——.
15h3¢3

La discussion ci-dessus montre toute I'importance de l'opacité o, (T') pour
décrire ces phénoménes d’absorption et d’émission en supposant qu’on est dans
le régime ETL. L’opacité est une fonction donnée, qui dépend de la composition
chimique de la matiére, de la température électronique T et de la fréquence des
photons incidents. Ceci vaut pour un matériau parfaitement homogéne ; sinon,
lopacité dépend en général d’autres quantités physiques, comme par exemple la
densité du milieu. En général, la dépendance en T et v de 'opacité o, (T') est ex-
trémement complexe, puisque ce coefficient contient & lui seul toute I'information
relative & ces différents mécanismes d’absorption des radiations par la matiére.
La détermination des opacités résulte de calculs compliqués de mécanique quan-
tique, recalés lorsque cela est possible par des données expérimentales. Plus les
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F1GURE 1.5 — Opacité du bore

atomes considérés ont de niveaux d’énergie, plus il y a de possibilités pour des
transitions entre niveaux d’énergie électronique différents, et donc plus I'opacité
o, (T) est difficile & déterminer.

Le cas le plus simple — le seul ou il y ait une formule élémentaire donnant
I’opacité est celui des transitions entre électrons libres pour l'atome d’hydro-
géne :

wr [ om \ /2 20 \Y3 2kT\\ 1 — e~ hw/KT
oy (T)= 5V (3mo> cmo <1+O'1728 (IH> (1+ hy ) kT (hv)3
ot N est le nombre d’atomes par unité de volume et Iy le potentiel d’ionisation
de Patome d’hydrogéne (I = 13.6eV). Cette formule est appelée opacité de
Kramers.
Mais en général, I'opacité est une fonction dépendant des variables v et T
de maniére extrémement complexe, comme le montre la Figure 1.5. En pra-

tique, on utilise donc des valeurs tabulées de cette fonction dans les simulations
numériques.

On conclut ce rapide tour d’horizon en écrivant ’équation du transfert
radiatif :

%%(t,x,m v) 4w Val(t,z,w,v)=0,(T(t,2))(B,(T(t,2)) — I(t,z,w,v))
+ K / i(l_‘_(w_w’)Q)(I(t’g;,w"y)—](t’x’w,l/))dw/.

(1.17)



26 CHAPITRE 1. MODELES

Dans cette équation, la température est donnée, ou bien au contraire couplée
au rayonnement par ’équation

190

LT (t) = ﬁ/o /M_lUV(T(t,x))(B,,(T(t,x))—I(t,x,w,u))dwdu,

ou E(T) est la densité d’énergie interne du milieu porté a la température 7'
Par exemple, dans le cas d’'un gaz parfait de capacité calorifique constante, la
densité d’énergie £(T) est de la forme

(‘:(T) = Cvjﬂ7

ou cy est la capacité calorifique a volume constant du milieu.

Nous allons conclure cette trop bréve présentation du transfert radiatif en
évoquant deux phénomeénes physiques bien connus ou il joue un role essentiel.

1.3.2 L’effet de serre

La Terre regoit de ’énergie du Soleil sous forme de rayonnement lumineux,
dans la gamme des fréquences correspondant a la lumiére visible. La tempéra-
ture de surface du Soleil est d’environ 5800K ; si on le considére en premiére
approximation comme un corps noir a cette température, I'intensité radiative
qu’il émet est donnée par la fonction de Planck B, (Ts) pour Ts = 5800K. La
longueur d’onde maximisant son intensité radiative est de 0.5um environ, et
le flux radiatif solaire & la limite de I’atmosphére terrestre vaut 1360W/m? en
moyenne.

Le coeflicient d’albedo A (rapport de l’énergie solaire réfléchie a 1’énergie
solaire incidente) de la Terre est A ~ 0.3. Environ un tiers de 'énergie est donc
réfléchi dans l'espace, en particulier par les nuages présents dans ’atmosphére
terrestre qui contribuent beaucoup & son albedo. Les deux tiers restants sont
absorbés par la surface de la Terre et, dans une moindre mesure, par ’atmo-
sphére, qui est essentiellement transparente au rayonnement dans le domaine
visible.

Comme la température terrestre est dans un état d’équilibre, ’énergie ab-
sorbée par la Terre est donc forcément rayonnée en retour dans l'espace. A
nouveau, on peut considérer que la Terre est un corps noir pour simplifier le
raisonnement, et que l'intensité radiative qu’elle rayonne est B, (7)), ou T, est
sa température d’équilibre radiatif — voir plus loin. Comme la température de
la Terre T, est trés inférieure a celle du Soleil T, 'essentiel de cette énergie est
rayonnée en retour sous forme de rayons infra-rouges.

Or latmosphére terrestre est plus opaque aux rayons infra-rouges qu’au
rayonnement dans la gamme de fréquences correspondant aux radiations vi-
sibles. Une partie de ’énergie rayonnée par la Terre en direction de ’espace sous
forme de rayons infra-rouges est donc absorbée par I’atmosphére, en particulier
par les nuages, et réémise en partie vers la surface de la Terre. Ce mécanisme,
connu sous le nom d’effet de serre, augmente la dose d’énergie rayonnée vers la
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The Greenhouse Effect
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FIGURE 1.6 — Représentation schématique de 'effet de serre terrestre.

surface de la Terre, ce qui en éléve la température. D’autres phénomeénes phy-
siques que le seul bilan radiatif esquissé ci-dessus interviennent aussi, comme la
convection dans ’atmosphére.

On peut confirmer cette analyse par le calcul élémentaire suivant : I’énergie
regue par la surface de la Terre est

(1- A)?TRQFS ,

ou R est le rayon terrestre, et Fs le flux radiatif solaire & la limite de ’atmosphére
terrestre. D’autre part, la loi de Stefan-Boltzmann stipule que I’énergie rayonnée
par la surface de la Terre est

4wR% - aT?,

ou a est la constante de Stefan-Boltzmann et 7;. la température d’équilibre
radiatif de la Terre considérée comme un corps noir. A I’équilibre et sans effet
de serre, on doit donc avoir

(1— A)rR?Fg = 47R* - aT?,

ce qui donne

T ((1—A)FS>1/4
g = .

Ce calcul donne T, ~ 255K = —18°C, ce qui est beaucoup plus froid que la
température moyenne a la surface de la Terre — a peu prés 288K = 15°C. L'effet
de serre explique cette différence de température d’une trentaine de degrés.
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Radiation Transmitted by the Atmosphere
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FI1GURE 1.7 — Transfert radiatif dans I’atmosphére terrestre. En haut : les in-
tensités radiatives émises par le Soleil et par la Terre en fonction de la longueur
d’onde; au milieu : spectre d’absorption totale de I'atmosphére terrestre; en
bas : spectre d’absorption des différents composants de ’atmosphére.
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F1GURE 1.8 — Diffusion Rayleigh

L’azote et 'oxygéne présents dans ’atmosphére ne jouent qu’un réle minime
dans l'effet de serre; les deux gaz présents dans I’atmosphére et responsables
pour 'essentiel de ce phénoméne sont la vapeur d’eau et le dioxyde de carbone.

La concentration de ce dernier dans ’atmosphére augmente en particulier avec
I’activité humaine.

1.3.3 La couleur du ciel

L’effet de serre, dont nous avons sommairement décrit le principe dans la
section précédente, résulte des phénoménes d’absorption et d’émission par l'at-
mosphére terrestre.

La couleur bleue du ciel — sans nuages — est une autre manifestation du
transfert radiatif dans ’atmosphére terrestre. Une premiére explication en fut
proposée par Tyndall et Rayleigh dans la seconde moitié du XIXeéme siécle.

L’idée de Tyndall était que la lumiére bleue est plus fortement diffusée par les
poussiéres et les gouttelettes d’eau présentes en suspension dans 1’atmosphére
que les autres couleurs de la partie visible du spectre.

Cette idée fut étudiée précisément sur le plan théorique par Rayleigh, qui
arriva a la formule
12875 a%v?

Rayleigh __
K =
s 3c?
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pour le taux de scattering des ondes lumineuses de fréquence v par des sphéres
diélectriques de polarisabilité a.
Rayleigh

Le point fondamental pour ce qui va suivre est que & est proportion-

nel a la quatriéme puissance de la fréquence incidente.

La lumiére visible est constituée d’ondes électromagnétiques de longueurs
d’onde (inversement proportionnelles aux fréquences) comprises entre 0.38um
correspondant au violet et 0, 7um correspondant au rouge.

Le rapport des fréquences de la lumiére bleue a celle de la lumiére rouge est
donc environ 7/4. La formule de Rayleigh montre donc que l'effet de scattering
est environ (7/4)* ~ 10 fois plus fort pour la lumiére bleue que pour la lumiére
rouge.

En réalité, le raisonnement de Rayleigh ne s’applique pas seulement a des
particules diélectriques, mais également & des atomes ou des molécules, dont les
électrons peuvent étre considérés comme des oscillateurs harmoniques. L’argu-
ment ci-dessus explique donc que la lumiére bleue est plus fortement diffusée
que la lumiére rouge par les molécules d’azote et d’oxygéne de I’atmosphére. Un
observateur regardant le ciel percoit donc davantage de lumiére bleue que de
lumiére d’autres couleurs du spectre visible, comme expliqué par le schéma de
la Figure 1.8. Toutefois, cet argument est incomplet : bien que 'effet de scatte-
ring Rayleigh soit plus fort pour la lumiére violette que pour la lumiére bleue, le
ciel n’est pas percu comme violet. Il faut également tenir compte, entre autres
choses, du mécanisme de la vision humaine, qui joue ici un réle important.

1.4 Biologie (dynamique des populations)

De nombreux modéles en biologie, et plus précisément en dynamique des
populations, reposent sur des équations de transport. Nous nous inspirons ici
du livre [42] (voir aussi [28], [39]). Les modéles de transport sont utilisés pour
représenter I’évolution d’une population structurée, c’est-a-dire caractérisée
par une variable interne, appelée trait, comme 1’dge, la taille ou toute autre
propriété attachée a chaque individu. Cette variable interne de structure jouera
le role dévolu a la variable d’espace dans les équations de transport.

1.4.1 Population structurée par age

On considére une population d’individus (des humains, des animaux, des
cellules, etc.) caractérisés par leur age x, évoluant au cours du temps ¢ et de
densité n(t,x). On introduit deux coefficients : d(z), le taux de mortalité a I’age
x, et b(x), le taux de natalité & ’age x. Par un simple bilan de population on
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obtient I’équation, dite du renouvellement,

on on
a(t,x) + %(t,m) +d(z)n(t,z) =0 pourt >0, x>0,
+o0
n(t,0) = / b(y)n(t,y) dy pour ¢ > 0, (1.18)
0
n(0,x) = n"(z) pour x > 0.

Ce modéle est plus simple qu’une équation de Boltzmann linéaire puisqu’il n’y
a pas d’équivalent de la variable de vitesse v.

Une variante plus complexe du modéle (1.18) est le modéle de Rotenberg
pour une population structurée par age et maturation. On ajoute une variable
supplémentaire de maturation p € [0, 1] qui caractérise la vitesse de maturation
ou de vieillissement. Autrement dit, 2 est désormais un age biologique et a/u
un age physique. Le taux de décés d(x, 1) peut dépendre aussi de la maturation,
de méme que le taux de natalité b(x, u, 1'). La différence principale avec (1.18)
provient d’un terme source additionnel qui prend en compte le changement pos-
sible de maturité par différents mécanismes représenté par un noyau K (z, u, p1').
La densité n(t, z, u) est alors solution de

9 9 !
£+u—n+dn (t,x,,u)z/ K(z,pu, p"n(t,z,u')ydy'  t,2>0, pel0,1],
ot ox 0
400 1
n(t,0, 1) :/ / by, p, 1" )n(t,y, 1) dy dp’ t>0, pelo,1],
0 0
n(0,z, ) = n°(x, p) x>0, pel0,1].

Cette équation ressemble beaucoup a l’équation de Boltzmann linéaire (1.5)
dans le cas de la “plaque infinie”.

1.4.2 Population structurée par taille

On considére désormais une population d’individus (typiquement des cel-
lules) caractérisés par leur taille z, évoluant au cours du temps ¢ et de densité
n(t,x). On suppose que les individus croissent réguliérement en taille, puis se
divisent en deux “enfants” de taille deux fois plus petite : c’est le phénoméne de
la mitose égale. Le taux de mitose est noté b(z). On suppose qu’aucun individu
de taille z = 0 n’est introduit dans le systéme. On obtient donc I’équation

g—?(t,x) + g—n(t,x) +b(z)n(t,x) =4b(2z)n(t,22) pourt >0, z >0,
x

n(t,0) =0 pour t > 0,

n(0,z) = n°(x) pour x > 0.

(1.19)
Le coefficient 4 peut surprendre dans le membre de droite de (1.19) : expli-
quons son origine. Chaque individu de taille 2z produit deux enfants de taille x
mais le taux de division b s’interpréte en disant que 'incrément de population
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n(t,x) dx est égal a 2b(2x) n(t, 2x) d(2z), d’ou le coeflicient 4. Autrement dit, le
processus de mitose ne conserve pas le nombre mais la taille totale des individus
fragmentés :

+o0 +oo
/ xb(x)n(t,z)de = / 42 b(2z) n(t, 2z) dx. (1.20)
0 0

C’est effectivement ce que 1’on constate globalement : en intégrant par rapport a
x Iéquation (1.19) et en utilisant la condition aux limites en 2 = 0 (on suppose
aussi que la solution n(¢,z) tend vers vers 0 assez vite lorsque = tend vers
'infini), on trouve que le nombre total d’individus augmente

d 400 +00 +oo
7 /0 n(t,z)dx = /0 4b(2z) n(t,2x) dx — /0 b(x) n(t,z) dz

“+o0
- / b(x)n(t,x)dx > 0.
0

Par ailleurs, en intégrant par rapport a z ’équation (1.19) multipliée par x et
en utilisant la conservation (1.20), on en déduit que la taille moyenne globale
augmente aussi

d —+o0 400
—/ xn(t,x)de = / n(t,z)dx > 0.

Ce résultat n’est pas contradictoire avec la conservation (1.20) puisque 'opé-
rateur de transport %—? + % dans (1.19) indique qu’en ’absence de mitose, la
population grandit uniformément avec le temps. Remarquons pour finir que ce
modéle de mitose est de nouveau plus simple qu’une équation de Boltzmann
linéaire puisqu’il n’y a pas d’équivalent de la variable de vitesse v.

Un modéle un peu plus général, et qui va conduire & une équation de Boltz-
mann linéaire, est celui de la mitose asymétrique ot un individu de taille y se
divise en deux enfants de taille > 0 et y — > 0 suivant le taux b(z,y). On
suppose donc que

b(x,y) > 0et blx,y) =0six>y.
On suppose aussi que le modéle est symétrique par rapport aux deux enfants z
et y — x, c’est-a-dire que
b(x,y) = by — ,y).
On note b*(y) le taux de disparition (par mitose) des individus de taille y qui
est défini par

. 1 +oo 1 Y
v =g [ b= [y

et on suppose que le processus de mitose vérifie une hypothése de conservation
de la taille

+oo Y
yb(y) = / b(e,y) de = / b(e,y) dr,
0 0
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dont on déduit 'équivalent de (1.20)

+oo +oo +oo
/0 yb* (y)n(t,y) dy :/0 /0 xb(x,y) n(t,y) dx dy. (1.21)

On obtient donc ’équation ci-dessous, de type Boltzmann linéaire,

on on . oo

G )+ et £ @) nta) = [ bepntdy o0
n(t,0) =0 t >0,
n(0,z) = n°(x) x> 0.

(1.22)

On vérifie que les hypothéses faites sur les coefficients b(z,y) et b*(z) sont

bien cohérentes avec la modélisation adoptée. En premier lieu, le nombre d’in-

dividus dans la population augmente du fait de la mitose. En effet, en intégrant

par rapport a x I’équation (1.22) et en utilisant la condition aux limites, on
obtient

:;f/(foo n(t,z)der = /0+<>0 </:O b(x,y)n(t,y)dy) dx—/()+oo b*(x)n(t, x)dx

/O+oo (/Oy b(z, y)dx) n(t,y)dy — /O+°° b (@)t 2)de

+oo
/ b*(z)n(t,x)dxz > 0.
0

Deuxiémement, la taille moyenne de la population augmente car, en intégrant
par rapport a x 'équation (1.22) multipliée par x et en utilisant la conservation
(1.21), on obtient

d [t

+oo
— zn(t,z)de = / n(t,z)dx > 0.
dt Jo 0

1.5 Exercices

Exercice 1.1 (Modéles structurés en age) Soit une population définie par
sa fonction de densité (t,a) — d(t,a) (t est le temps, a est ldge).

1. On néglige les phénomeénes de naissance et de mortalité. Montrer que la
fonction d vérifie I’équation de transport

ad od
- - = ta,t .
5 (t,a) + 9a (t,a) =0,  pour tout a,t >0

Résoudre cette équation par la méthode des caractéristiques (voir le cha-

pitre 2) dans le domaine (t,a) € D = [0,4+00[x[0, +o0] en calculant d en

fonction de d|t:0 et de d’a:o'
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. Le coefficient de mortalité est donné par la fonction a — u(a) > 0. Mon-

trer que d vérifie l’équation de transport-absorption

od ad
a(t, a) + %(t,a) = —u(a)d(t,a), pour tout (a,t) € D.

Résoudre cette équation comme dans le cas p = 0.

. La natalité est caractérisée par la fonction bornée a — o(a) € [0, omax]

avec omax > 0. Justifier la condition au bord a = 0

d(t,0) = / o(a)d(t,a)da,  pour tout t > 0.
0

. Pour une population donnée initiale d(0,a) = do(a), écrire le probléme

complet que U'on doit étudier pour prédire [’évolution de la population.
Montrer graphiquement a l’aide des caractéristiques dans D que le pro-
bléme est bien posé.

. On veut pouvoir prédire la stabilité de la population. Pour cela, dans cette

question et les sutvantes, on étudie les solutions du type

d(t,a) = eMf(a).

Ecrire les équations vérifiées par f.

. (plus difficile) Montrer que le probléme se réduit & l’étude de [’équation

£(0) = ( /0 h a(a)e_)‘“_foa”(s)dsda> £(0).

. (plus difficile) Montrer que si la natalité est trop faible, ce que l'on carac-

térise par
oo
/ o(a)da <1,
0

alors d(t,a) — 0 pourt — oo. Montrer que c’est le cas si la natalité est non
nulle uniquement pour une tranche d’dge étroite a_ < a <ay =a_ +e¢.

Indications : Les questions 1, 2 et 3 se traitent en reprenant et appliquant

les résultats de la section 1.4.1, la variable d’Age étant notée a = x. La question
4 se traite en reprenant la figure 2.2. Les questions suivantes correspondent &
la théorie du calcul critique du chapitre 6. Il est conseillé de comparer plus
particuliérement ces énoncés avec les résultats de la section 6.4.

Exercice 1.2 (Effet de modes) Soit une population d(t,a) trés sensible aux
effets de mode (t est le temps, a est l’dge). Une partie d* porte des habits verts et
Uautre d” = d—dv des habits rouges. On suppose que l'envie de se distinguer (le
dandysme) fait que les porteurs d’habits rouges changent pour des habits verts
dans le cas ot il y a trop de porteurs d’habits rouges (et inversement).
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1. Justifier le systéme

od? odv . "
W(vt,a) + E(La) =o(a)(d (t,a) —d’(t,a)), a€R,t>0,
od" od" . .
W(t,a) + %(La) =o(a)(d’(t,a) —d"(t,a)), a€R,t>0,

ot le coefficient d’échange a — o(a) > 0 peut varier en fonction de l’dge.

2. Calculer la solution en fonction de d”|t:0 et dT’tZO.

Indication : c’est un exercice trés simple qu’il faut parfaitement maitriser. On
pourra comparer cet exemple a deux groupes avec les considérations développées
a la section 1.2.2. On notera que le signe de chacun des termes de couplage
correspond bien au dandysme.

Exercice 1.3 (Marcheurs dans une rue) (difficile) Soit une rue |—oo, +00[
dans laquelle marche une population. On distingue les marcheurs a droite, de
densité d¥(t, ), et les marcheurs a gauche, de densité d—(t,z) (t est le temps,
x est la position). Tous marchent & la méme vitesse, que l'on prend égale a 1
en valeur absolue. On suppose que l’envie de discuter avec un groupe le plus
fourni possible améne les marcheurs a changer de direction avec un taux o > 0
uniforme.

1. En déduire le modéle

ad™ od+ _

o (t,z) + E(t,x) =o(d™ (t,z) —d*(t,2)),
od~ od~ _

o (t,z) — W(t,x) =o(d*(t,z) —d (t,7)),

Ecrire le systéme pour les variables w = d* +d~ et z = d* —d~ (systéme
du télégraphe).

2. Pour p > 0 firé, on pose 0 = 4= avec € > 0 petit. Pour étudier ce qui se
passe auz temps petits (d’ordre €), on procéde au changement de variable
t — t/e. Montrer que l'on obtient le systéme

aﬂ(t )4_%
o\ T B

%(t x) + w
ot

(t,z) =0,
(1.23)

M
o (t,z) = fgz(t,x).

3. Montrer la stabilité dans L*(R) de la solution du systéme (1.23), c’est-a-
dire que

d

- (/R (w(t, z)? + 2(t,2)?) dx) <0.

On supposera que la solution tend vers 0 assez vite lorsque x tend vers
Uinfini.
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4. On cherche a simplifier ce systéme. On pose

w=wy+ew +---,

Z=2zytezr+---.
Montrer que wq satisfait I’équation de diffusion

8w0 1 8211}0 -
B o (1:24)

5. Comparer avec ce qui se passe pour une population de neutrons.

6. (plus difficile) On cherche & justifier que la solution w est proche de wy.
Pour cela on pose

w=w et%——i%
- - p oz
Montrer que
ow 0z
55(@1‘) + 8}(@3)) = 0,
0z ow s
sa(ta (E) + %(t,x) - gz(tvx) + R(tvl')v
avec o3 2 52
_ 9% __E£ 9w
R=cqbo) =55

7. On suppose que wq et toutes ses dérivées sont bornées. Déduire de la sta-
bilité établie a la question 3 que la différence (w —wy) est petite en norme
L2
Indications : le signe des termes de couplage est opposé a celui de ceux de
I’exercice précédent, car il s’agit & présent d’une phénoméne d’attraction et non
plus de répulsion. Les questions 4, 5 et 6 sont un exemple d’approximation d’une
équation de type transport par une équation de diffusion. La théorie générale
est présentée rapidement & la section 1.2.3, puis développée au chapitre 4. On
consultera en particulier le théoréme 4.3.1.



Chapitre 2

L’équation de transport

L’opérateur de transport est ’objet mathématique commun a tous les modé-
les cinétiques présentés au début de ce cours — comme 1’équation de Boltzmann
linéaire de la neutronique, ou les équations du transfert radiatif. C’est également
le prototype des équations aux dérivées partielles (EDP) linéaires du premier
ordre.

Ce chapitre est consacré a une étude systématique du probléme de Cauchy
et du probléme aux limites pour I’équation de transport libre.

Etant donné v € RY, cette équation s’écrit

O (t) 0 Vaf(6,2) + alt, ) f(1,2) = S(t,2), w €RY, £>0,

ou f = f(t,x) est la fonction inconnue, tandis que a = a(t,x) est une fonction
donnée (il s’agit d'un taux d’amplification instantanée ou bien d’amortissement,
selon son signe) ainsi que S = S(¢,z) (qui est un terme source).

Remarquons que ’équation ci-dessus ne contient aucun terme qui modélise
un processus d’échange entre les vitesses des particules, comme le terme intégral

/ k(t, z,v,w)f(t,z,w)du(w)
RN

dans I’équation de Boltzmann linéaire, de sorte que, sans perte de généralité,
'on peut raisonner a v € RY fixé. C’est pourquoi, tout au long de ce chapitre,
la vitesse v joue le réle d’un simple paramétre dans 1’équation de transport
ci-dessus, et ne figure donc pas comme variable dans la fonction inconnue f.

2.1 Le probléme de Cauchy

Le probléme de Cauchy pour I’équation de transport ci-dessus consiste & se
donner une valeur initiale f** = f"(z) de la densité f, et a chercher une solution

37
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f vérifiant & la fois I’équation de transport et la condition initiale, c’est-a-dire

9 (t,x) +v-Vaf(t,2) +alt,2)f(t,z) = S(t,z), z€RN, t>0,
f(0,2) = fi(x).

2.1.1 La méthode des caractéristiques

Il existe, pour résoudre les EDP d’ordre un, une méthode systématique, la
méthode des caractéristiques, que nous allons présenter d’abord dans le cas ot
a=S8=0.

Autrement dit, on cherche f = f(¢, z), solution du probléme de Cauchy pour
I’équation de transport libre

9 (t,x) +v-Vuf(t,e)=0, ze€RN, t>0,

£0,2) = f" ().

Soit y € RN ; posons, pour tout ¢ € R, v(t) = y + tv; alors v est une
application de classe C! de R dans RN vérifiant

dy, .
E(t) =

Définition 2.1.1 L’ensemble {(t,(t)) |t € R} est une droite de R x RY, ap-

pelée “courbe caractéristique issue de y a t = 0 pour l'opérateur de transport
% +ov-V,"

Soit f € C*(Ry x RY) solution de I’équation de transport. Donc I’applica-
tion t > f(t,7(t)) est de classe C! sur R, (comme composée des applications
f et t— (t,7(t)), toutes deux de classe C1), et on a

N
GA0) = FHea0) + g %(a AN T 1)
N
= G+ 2 Byl (1)

_ (aafw-vzf) (t7(1) = 0.

Ainsi, toute solution de classe C! de I’équation de transport reste constante le
long de chaque courbe caractéristique.

Théoréme 2.1.2 Soit f* ¢ CY(RN). Le probléme de Cauchy d’inconnue f

9 (t,x)+v-Vuf(tbe)=0, xRN, t>0,

£0,2) = f™(x),
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A y
v |
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y =7, x)
\_
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t

FIGURE 2.1 — Le graphe de la donnée initiale f** est translaté de tgv pour
fournir le graphe de la fonction x — f(to, ).

admet une unique solution f € C*(Ry x RY), donnée par la formule
ft,x) = f"(x —tv)  pour tout (t,z) € Ry x RN,

Cette formule explicite pour la solution de ’équation de transport en jus-
tifie le nom : le graphe de la donnée initiale f*™ est en effet transporté par la
translation de vecteur tv.

Démonstration. Si f est une solution de classe C! de I’équation de transport,
elle est constante le long des courbes caractéristiques, donc

ft,y +tv) = f(0,y) = f"(y), pourtout >0, yeRY.
En posant y + tv = x, on trouve donc que
f(t,z) = fi"(x —tv), pourtoutt>0, zc RV,

Réciproquement, pour fi* € C'(RY), I'application (t,x) — f™(x — tv) est
de classe C! sur RxR” (comme composée des applications fi" et (¢, ) — z—tv
qui sont toutes deux de classe C'1.) D’autre part on a

Va ([ (@ = tw)) = (V™) (z = tv),

tandis que

8 in N fZ’rL
@) == g (v t)
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ce qui montre que la fonction f : (¢,x) +— f™(x — tv) est bien une solution de
I’équation de transport. m

2.1.2 Probléme de Cauchy avec terme source et amortis-
sement

Appliquons maintenant la méthode des caractéristiques a la résolution de
I’équation de transport avec coefficient d’amortissement ou d’amplification et
second membre :

%{(t,m)—l—v-fo(t,x)—l—a(t,x)f(t,x) =S(t,z), z€RN, t>0,
f(0,2) = f"().

On supposera que a et S appartiennent & C1(R, x RY).
On considére & nouveau, pour tout y € RV, la courbe caractéristique issue
de y & t = 0 pour 'opérateur de transport % + v - Vg, c’est-a-dire

{(t77(t)>|t20}’ ot ’Y(t) =y+tv.

Si f € CY(R; x RY) est solution de I’équation de transport ci-dessus, la
fonction t +— f(¢,7(t)) est de classe C! sur R, et vérifie

w1t = (% 40 vr) a0

=5(t,7(t) — a(t, () f(t,7(t), t>0.

On a ainsi ramené I’équation de transport, qui est une EDP, & une équation
différentielle ordinaire de la forme

{ u'(t) + a(thu(t) = %(t), t>0,
u(0) =u

On sait que la solution de cette équation se calcule par la méthode “de variation
de la constante” :

¢ ¢
u(t) = ume AW +/ e~ AW-AED N (5)ds,  on A(t) = / a(r)dr.
0 0

Appliquons cela & la solution f de I’équation de transport le long de la courbe
caractéristique issue de y a t = 0 : on trouve que

Fty+tv) = fim(y)e Jo ot

t
+/ e~ fs’a(r,y-l—ru)de(S’y + SU)dS, S RN, t>0.
0
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Théoréme 2.1.3 Soient f € CL(RY), ainsi que a et S € C1(Ry x RY). Le
probléme de Cauchy d’inconnue f

%{(t,x)+v-sz(t,x)+a(t,x)f(t,a:) =S(t,z), zeRN,t>0,

F(0,2) = f"(x),
admet une unique solution f € C'(Ry x RY), donnée par la formule
ft,x) = f"(x — tv)e” St a(ra+(r—tyv)dr

t
L / o N a(‘r,x+(‘r—t)v)d‘rs(8, z+ (S _ t)v)ds,
0

ou encore, de facon équivalente

F(t,2) = f(x — to)e Ji ote=re=roir

s @1
+ / e fo a(tf‘r,azf'rv)dTS(t —s,x— sv)ds .
0

Les deux formules du théoréme ci-dessus sont un cas particulier d’une for-
mule plus générale de la théorie des équations d’évolution, appelée formule
de Duhamel — et qui fut d’ailleurs proposée initialement par Duhamel sur
I’exemple de I’équation de la chaleur avec terme source. Sans entrer d’avantage
dans les détails, disons que la formule de Duhamel constitue, pour la théorie des
EDP linéaires d’évolution, ’analogue de la méthode de variation de la constante
pour les équations différentielles ordinaires. C’est d’ailleurs en se ramenant a la
méthode de variation de la constante le long des courbes caractéristiques de
lopérateur de transport % + v -V, que l'on est arrivé aux deux formules du
théoréme.

Démonstration. En raisonnant par condition nécessaire, on a vu que, si f est
une solution de classe C* sur R, x RY du probléme de Cauchy pour I’équation
de transport, alors, pour tout y € RV, l'on a

t
f(t,y +t’l)) _ fin(y)€7 J§ a(ry+rv)dr +/ o N a(T’erTU)dTS(&y + SU)dS.
0

La premiére formule du théoréme s’obtient en faisant y = z — tv dans ’égalité
ci-dessus.

La seconde formule du théoréme s’obtient en faisant le changement de va-
riables 7 +— t — 7 dans l'intégrale

/Ot a(t,z + (1 — t)v)dr,

ainsi que le changement de variables s — t — s dans l'intégrale

t
/ e~ JLalrat(r=v)dr g (g 0 4 (s — t)v)ds.
0
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Ceci démontre I'unicité dans C1(Ry x RY) de la solution de 1’équation de
transport, et que cette solution, si elle existe, est donnée par les deux formules
équivalentes du théoréme.

Enfin, comme a et S sont de classe C* sur Ry x RY, on démontre en dérivant
sous le signe somme que la fonction f définie par 'une ou 'autre des formules
du théoréme est de classe C* sur Ry x RV,

Il ne reste plus qu’a vérifier que le membre de droite de la premiére formule
(par exemple) définit bien une solution de 1’équation de transport. Revenant a
la variable y = & — tv dans la premiére formule du théoréme, on obtient

t
Fltoy + tv) = F7 (y)e™ s almutroin | / e et (g y 4 su)ds.
0

On reconnait dans le membre de droite de cette égalité la solution de ’équation
différentielle ordinaire

Lfty+tv)+alt,y+to)f(t,y+tv)=S(ty+tv), t>0,

f0,9) = f™(y).

Or, sachant que f € C'(Ry x RY), dire que la fonction t +— f(t,y + tv) est
solution de I’équation différentielle ordinaire ci-dessus équivaut a dire que f(¢, x)
est solution de I’équation de transport, puisque

d 0
%f(t,ertv): (8{ +U-V$f> (t,y +tv).

Autrement dit, le membre de droite de la premiére formule du théoréme définit
bien une solution de classe C' sur R, x RY du probléme de Cauchy pour
I’équation de transport. m

2.2 Le probléme aux limites

Dans la plupart des situations concrétes mettant en jeu des modéles cinéti-
ques, on doit considérer des populations de particules qui ne sont pas libres de se
déplacer dans tout ’espace, mais sont au contraire confinées dans une enceinte
— comme les neutrons dans un réacteur nucléaire.

Il se peut également — par exemple pour des raisons liées au choix de cer-
taines méthodes de résolution numérique — que 'on ait & considérer un sous-
domaine de la région ou se trouve la population de particules que I'on veut
étudier.

Dans tous les cas, on est donc amené & résoudre une équation de transport
dans un domaine de R™. Si I'on se souvient de la signification concréte de
I’équation de Boltzmann linéaire, présentée au chapitre 1, qui consiste en un
bilan du nombre de particules présentes & chaque instant dans tout volume
infinitésimal de I’espace des phases, on congoit aisément que la résolution d’une
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équation de transport dans un domaine de R ne peut se faire sans information
sur la densité de particules au bord de ce domaine.

Il est donc naturel d’étudier de maniére systématique le probléme aux limites
pour ’équation de transport. Il faut en particulier

epréciser la nature des données au bord du domaine permettant de résoudre
le probléme aux limites de maniére unique, et

eétudier la régularité de la solution ainsi obtenue.

2.2.1 Le probléme aux limites monodimensionnel

Comme la méthode des caractéristiques réduit I’étude de I’équation de trans-
port & celle d’une équation différentielle ordinaire le long des caractéristiques de
lopérateur de transport, il est naturel de commencer par traiter le cas de la di-
mension 1 d’espace. D’ailleurs, comme on va le voir, ce cas particulier contient
I’essentiel des difficultés & résoudre.

Soient donc zy < xr € R. Dans tout ce paragraphe, on considérera des
équations de transport posées sur le domaine spatial |xp, zg|.

Théoréme 2.2.1 Supposons que v > 0. Soient donc fo € C*([xL,zR]), une
densité initiale, et une donnée au bord fr € C*(Ry). Le probléeme aux limites

(& +vd) flt,e)=0, azp<xz<zg, t>0,
far) = fu(t),
f(0,2) = fo(z),

admet une unique solution de classe C* sur Ry X [xp, x|, donnée par

folz —tv) stz —tv>zxg,

f(t7x) =

ot —*=*%) siz—tv<zp,

si et seulement si

fr(0) = folzr) et fr(0)+vfo(zr) =0.

Cet énoncé appelle plusieurs commentaires importants pour la compréhen-
sion de la suite du cours, commentaires que nous donnons ici avant de procéder
& la démonstration du théoréme ci-dessus.

Tout d’abord, si v < 0, c’est le probléme

(2 +v2) flt,z) =0, rp<x<zg,t>0,
f(t.zr) = fr(t),
f(O,CC) = fO('r)a
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FIGURE 2.2 — Illustration graphique du Théoréme 2.2.1, cas d’une vitesse v > 0.
Au dessus de la droite d’équation x = x, + tv, la solution est donnée par la
formule f(t,z) = fL(t — 72); en dessous de cette méme droite, la solution est
donnée par la formule f(¢,z) = fy(x —tv). Les deux conditions de compatibilité
traduisent la continuité de f et de ses dérivées partielles d’ordre 1 aux points
de la droite d’équation x = z, + tv appartenant au domaine R4 X [z, zR].
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qui admet une unique solution de classe C* sur Ry x [z, zg] si et seulement
si fo € CY([zp,zRr]) et fr € C1(R,) vérifient les conditions de compatibilité

folzr) = fr(0) et fr(0)+uvfy(zr) =0.

Supposons au contraire que v > 0, et considérons le méme probléme aux
limites
(& +vZ) ft,e)=0, ap<z<zg,t>0,

ft,zr) = fr(t),
f(0,z) = fo(z).

Si f € CY(R4 x [z, 2R]) est solution de 'équation de transport, on déduit
de la méthode des caractéristiques que, pour tout ¢ > 0 et = € [rr,zRg], la
fonction

s f(t+ s, + sv)

est constante pour s € R tel que (¢ + s,z + sv) € Ry X [z, zg]. Choisissons
s = LE=Z - on trouve alors que

f(t7$):f<t+xR_$7$R) = In (t+‘rR_x) .
v v

Cette formule montre que la condition initiale fy ne joue ici aucun réle pour
déterminer de maniére unique la solution f du probléme aux limites ; la condition
au bord fr y suffit & elle seule.

En faisant t = 0 et £ = xr — 7v dans 1’égalité ci-dessus, on voit d’ailleurs
que ce probléme aux limites n’admet de solution de classe C! que si fy et fr
vérifient la relation de compatibilité

TR —TL

fr(7) = foler — Tv) pour 0 < 7 < ”

Autrement dit, la condition au bord fr détermine complétement et de fagon
unique la donnée initiale fy si 'on veut que ce probléme aux limites ait une
solution de classe C'.

La différence entre le probléme ci-dessus et celui de ’énoncé du théoréme
est que, lorsque v > 0, la donnée au bord f; représente la densité de particules
entrant dans le domaine, tandis que la donnée au bord fg représente la densité
de particules sortant du domaine.

On peut résumer cette étude comme suit : pour ’équation de transport, le
probléme aux limites est bien posé dans le futur, c’est-a-dire pour t > 0, si 'on
se donne

ela condition initiale, et

ela densité de particules entrantes sur le bord du domaine.
Démonstration du Théoréme 2.2.1. Procédons d’abord par condition né-
cessaire.
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t t
X=X Li-tv
T
fR donnée
|4 ’s’
X A X
xL 0 R
f 0 donnée

FIGURE 2.3 — Cas ot v > 0. Comme la solution f de ’équation de transport libre
est constante le long des caractéristiques, on a fo(zg) = fr(7). La donnée au
bord sortant fr restreinte a I'intervalle [0, #E-*L] détermine donc complétement

la donnée initiale.
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Si f est une solution du probléme aux limites de classe C* sur Ry x [, 2 R],
alors f est constante sur l'intersection de chaque droite caractéristique avec
Ry X [xp,xR]. Autrement dit, pour tout y € R, on a

d _(of aof B
%f(t,y—i—tv)f (815+v890> (t,y+tv)=0, zp<y+tv<ar,t>0,

de sorte que
f(t,y +tv) =Const., zp<y+tv<zgp,t>0.
En particulier
flty+t)=foly), zr+tv<y+tv<azg, t>0,
ce qui, grace au changement de variables y 4 tv = x, s’écrit encore
fit,z) = fole —tv), zp+tv<z<zg, t>0.

Cette condition définit f sur le triangle

{(t,x)emx 27, 2r] [0 <t < x_”}.
v

D’autre part, pour tout 7 > 0,

d _(of of B
gf(T—‘rS,I'L-i-S’U) = <8t +v8:c> (t+s,z+sv) =0, zp+sv<zgr, s>0,

de sorte que
fr+s,xzp+sv)=fr(r), s>0, xp +sv<uzg.
Grace au changement de variables 7+ s = t, x, + sv = z, ceci s’écrit encore

xr —xy r— Iy

>, vp <z <ap, —% <t
v

ftw) = fi (t -

v

Dong, si f € CY (R4 x [z, xR]) est une solution du probléme aux limites, f est
forcément donnée par la formule du théoréme. D’autre part, en posant ¢t = 0 et
T = x, on trouve que

f(0,zr) = fr.(0) = fo(zL),

ce qui est la premiére condition de compatibilité entre donnée initiale et donnée
au bord.

La condition f € CY (R, x [z, zR]) signifie qu’il existe une fonction f de
classe C! sur un voisinage ouvert de Ry x [z, zg] telle que

f|R+><[JJL,IR] = f
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Par hypothése
_of, of _of  of

0=5¢ 95z = 3¢ T Vap S RixJer.al.

Comme f est de classe C'! sur un voisinage ouvert de Ry x [z, 2R],

of of
a—{(t,x) — f1(0) et %(t,z) — fi(xr) lorsque t — 01 et x — z} .

En passant a la limite dans ’égalité ci-dessus, on trouve que

f1.00) +vfg(ar) =0,

ce qui est la seconde condition de compatibilité.

Réciproquement, montrons que si fy et fr vérifient les deux conditions de
compatibilité, la fonction f définie par la formule du théoréme est bien solution
de classe C'!' du probléme aux limites.

La formule du théoréme montre que la fonction f est de classe C'! sur chacun
des domaines

T = {(t,x) ERy x [1,25]|0<t < x_v“}

et

TH= {(t,x) €R, X v, 28]t > x‘y“} .

La premiére condition de compatibilité implique que la fonction f est conti-
nue en tout point du segment

S_{(x—:m@) ‘ngxng},
v

de sorte que f est continue sur Ry X [z, zg]. Pour montrer que f est de classe
C! sur Ry x [z, xR], il suffit de montrer que les dérivées de f}T_ et f|TJr dans

la direction orthogonale au segment S se recollent sur S, puisque f |T— et f |T .
sont constantes dans la direction de S. Un vecteur orthogonal a S est (—v,1);
d’autre part

Viaf| - (tz) = (—vfy(z —tv), folz —tv)), (t,x)e T,
vt,xf|7*+(tvm) = (fi(t - I_UzL)7_% i(t - %))7 (t,l‘) € TJF .

Donc
(_U7 1) : vt,zf|7-— (L:L‘) = fé(w - t’l))(l + 02) ’ (t,l‘) €T,
(_Uv 1) : vt,xf|7*+(t7x) = _fi(t - mime)(rU =+ %) ) (t,l‘) € TJF )

se recollent sur S si et seulement si

v —xp =to = folo —to)(1+0%) = —ff (¢ — 2=52e) L

v



2.2. PROBLEME AUX LIMITES 49

X=X ;+tv
L

FIGURE 2.4 — Cas ott v > 0. Les domaines 7+ et 7.

Or ceci découle précisément de la condition

f1.00) +vf(xr) = 0.

Par conséquent, si les deux conditions de compatibilité portant sur fy et fr, sont
satisfaites, la fonction f définie par la formule du théoréme est bien de classe
C! sur Ry X [z, 7R].

D’autre part, cette formule montre que f est constante le long des caractéris-
tiques de I'opérateur de transport dans 7~ U7 T. Cette fonction f vérifie donc
I'équation de transport libre dans (R x|z, xg[)\S, et donc dans R x|z, xg|
puisque f est de classe C* sur Ry x [v1,2R].

Enfin, f vérifie évidement les conditions aux limites au bord de Ry X [z, zg]
pourt=0et pourxt =z;. B

2.2.2 Le probléme aux limites en dimension quelconque

Soient 2 ouvert & bord?! de classe C! de RM et v € RY \ {0}. On notera
dans tout ce qui suit n, le vecteur unitaire normal au bord 9S2 au point = € 92

1. On dit que £ est un ouvert a bord de classe C! de R¥ si tout point de £ admet un voisi-
nage ouvert (pour la topologie induite) qui soit C'!-difféomorphe & un ouvert (toujours pour la
topologie induite) d’un demi-espace fermé de RN — autrement dit de {z € RN t.q. 1 > 0}.
De fagon équivalente,  est un ouvert a bord de classe C1 de RY si (a) Q est un ouvert de
RY, (b) la frontiére 9Q de Q est une sous-variété de classe C' de R" de dimension N — 1
(autrement dit une courbe si N = 2 ou une surface si N = 3), et (c) 'ouvert Q est situé
localement d’un seul coté de 9. Voici comment ’on traduit mathématiquement la condition
(c) : pour tout x¢ € 9Q, il existe € > 0 et une fonction ¢ € C1(B(0,¢)) telle que Ve (z) # 0
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-
2

FIGURE 2.5 — Les parties entrante '™ = 9Q~, sortante I't = 907" et caracté-
ristique T'° = 9Q° du bord de €.

dirigé vers l'extérieur de €2, ainsi que
o ={zxe€d|v-n, <0} (“bord entrant”),

00 ={zcoN|v-n, =0} (“bord caractéristique”),
00 ={x €| v-n, >0} (“bord sortant”).

pour tout z € B(0,¢€), et
z € QN B(zo,€) & ¢(x) >0, x€INN B(xg,€) < ¢(x) =0.

(Quitte & diminuer € > 0 si besoin, il suffit de supposer que V¢(zg) # 0, puisque V¢ est
continu sur B(zo,€).) Pour tout « € 9Q N B(xo, €), les vecteurs £V ¢(z) sont orthogonaux
a (Pespace tangent a) 92 au point . Comme ¢ est identiquement nulle sur Q2 N B(zo, €) et
strictement positive sur QN B(zo, €), et que V¢ est dirigé dans le sens des valeurs croissantes
de ¢, il s’ensuit que V¢(z) est dirigé vers Q pour tout x € 9Q N B(zo, €). Par conséquent, le
vecteur unitaire normal a 92 au point x dirigé vers l'extérieur de 2 est

| Vé(a)
Vo)

z =
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Exemple : Lorsque N =1,
Q=lrp,zr[ = 00 ={zL,zr} avec n,, = -1 et ny, =+1,

de sorte que
v>0 = 00 ={zL}.

Les termes de “bord entrant” et “bord sortant” sont expliqués par le lemme
ci-dessous.

Lemme 2.2.2 Soient Q ouvert a bord de classe C* de RN et soit v € RV \{0}.
Pour tout z € 00~ (resp. x € ONT ), il existe € > 0 tel que

O<t<e=z+tveQ (resp. v +tv ¢ Q),

tandis que -
—e<t<0=>z+tvegQ (resp. z+tv e Q).

Démonstration. Comme x € 99, il existe n > 0 et ¢ € C1(B(z,n)) telle que
ye€Bz,nNQ s o(y) >0, yeBlx,nNiNtes oy =0.

Pour ¢t € R tel que |t| < n/|v], on a
d(x +tv) = ¢(x) +tVP(z) - v+ o(t) = —t|Ve(x)|v - ng + o(t),

puisque
o Vola)
Vé(z)|
Dong, si v - n, < 0, la quantité ¢(x + tv) est du signe de ¢t pour |¢| assez petit.
Autrement dit, il existe € €]0,n/|v|[ tel que

O<t<e=o¢r+tv) >0 zc+tvel

tandis que -
—e<t<0=¢x+tv) <0 z+tv ¢ Q.

Le cas ol z € 9Q71 se traite de méme. m

On aura besoin de la notion de temps de sortie (rétrograde) de 'ouvert
partant de z € & la vitesse v, noté 7,. Il est défini comme suit 2

T, =inf{t > 0]z —tv ¢ Q}.
Exemple : Lorsque N =1, v > 0 et Q =]ap,zg[, on a

r— Xy
Ty = ———.
v
I’étude du probléme aux limites pour I’équation de transport en dimension
d’espace N > 1 est absolument identique au cas monodimensionnel étudié au
paragraphe précédent. Les seules complications supplémentaires proviennent de
la géométrie du domaine €2, et sont donc toutes contenues dans la fonction temps

de sortie  — 7.

2. Il faut se souvenir de la convention habituelle inf @ = +o0.
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FIGURE 2.6 — Le temps de sortie est discontinu sur la trajectoire issue de la
partie caractéristique du bord.
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Lemme 2.2.3 Soit Q ouvert a bord de classe C* de RN et v € RN\ {0}. Pour
tout x € Q, l'on a 7, > 0. Si Q est borné, la fonction x — 7, est bornée sur €.

Démonstration. Comme €2 est ouvert et x € €, il existe donc € > 0 tel que
B(z,¢) C Q. En notant TyB(I’E) le temps de sortie de B(z,€) en partant de y

avec la vitesse v, on a donc
7 > 7B = ¢/|v] > 0

puisque la demi-droite issue de z dans la direction —v sort de B(z,€) avant de
sortir de €.
Si Q est borné, il existe R > 0 tel que 2 C B(0, R). Le méme argument que
ci-dessus montre que
T < Tf(O’R) < 2R/|v|

puisque la demi-droite issue de z dans la direction —v sort de €2 avant de sortir
de B(0, R). Enfin, le temps de sortie d’une boule partant d’un point quelconque
de cette boule est évidemment majoré par le diamétre de la boule divisé par la
norme du vecteur vitesse. m

Lorsque 2 n’est pas borné, il se peut évidemment que la fonction x — 7,
prenne la valeur 4-oc0.

Exemple : Choisissons n € RY tel que [n| =1, et v € RY tel que v-n > 0.
Soit 2 le demi-espace  := {z € RV |z - n < 0}. Pour tout x € Q, 'on a

(r—tv)-n=z-n—tv-n<zx-n<0 pourtoutt>0

de sorte que -
{t>0|z—tv g Q=0 =71, = +00.

L’observation suivante, quoique trés simple, est absolument fondamentale :
lorsque €2 n’est pas convexe, méme si ) est un ouvert a bord de classe C?,
I’application

Q52— 71, € RLU{+o0}

n’est pas forcément continue.

Plus précisément, lorsque ) n’est pas convexe, il se peut que les trajectoires
de particules issues du bord caractéristique 9Q° passent dans 2 ; dans ce cas, le
temps de sortie peut présenter des discontinuités sur de telles trajectoires (voir
les Figures 2.6 et 2.7).

Apreés cette premiére remarque, étudions plus en détail la fonction z +— 7,
dans le cas ou € est convexe.

Lemme 2.2.4 Soient Q) ouvert a bord de classe C* convexe de RN ainsi qu’une
vitesse v € RN \ {0}. Alors
(a) on a

QT +R0)NQ = (0 +Riv)NQ =2,

de sorte que
(02 +Riv)NQ = (02 +Riv)NQ;
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FIGURE 2.7 — Exemple de situation ou le temps de sortie n’est pas discontinu
sur les trajectoires issues de la partie caractéristique du bord.

(b) pour tout z € 2,
T, <oz € (00 +Riv)NQ.

Démonstration. Supposons qu’il existe un point z* € Q% et un instant ¢ > 0
tels que x = x* + tv € (). D’aprés le Lemme 2.2.2, pour s > 0 assez petit, on a
x* — sv € . Comme () est convexe, le segment [x* — sv, x* + tv] est tout entier
inclus dans ). En particulier, on a x* € 2, or ceci est impossible car z* € 9f).
On vient donc de démontrer que

QT +Ri)NQ=0.

Montrons que (9Q°+R%v)NQ = @. L’ouvert Q étant convexe, il est tout entier
situé du coté de 'espace tangent a 02 au point x* opposé au vecteur unitaire
Ny ©

Qc{zeRY|(z—a%) ng <0}.

Par conséquent, pour tout z* € 09Q° et tout t € R, le point z = z=* + tv
n’appartient pas a €2 puisque

(x—2") ng =tv-ng =0.

Ceci établit I’énoncé (a).

Soit x €  tel que 7, < co. Le point * = x — 7,v appartient donc a 99, de
sorte que x = 2* 4+ 1,v € (0 + Riv) N Q d’aprés le Lemme 2.2.3. D’apreés le
(a), z € (02~ + RLv) N
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Réciproquement, supposons que z € (02~ + R’ v) N Q. En particulier, il
existe z* € 00 et s > 0 tels que z = =* + sv. Comme Q est convexe, {2 est
également convexe, de sorte que le segment [z*, ] est contenu dans Q. D’autre
part, x*—tv ¢ Q pour tout ¢ > 0. En effet, s'il existait t* > 0 tel que 2*—t*v € Q,
on aurait z* — tv € Q pour tout ¢ > 0 assez petit car Q est convexe. Or cela est
impossible d’apres le Lemme 2.2.3.

Par conséquent

{t>0]z—tve N} =|0,s]

de sorte que 7, = s < 00, ce qui démontre I’énoncé (b). m

Aprés les différentes remarques ci-dessus portant sur le temps de sortie, nous
en arrivons au point crucial pour la résolution du probléme aux limites, & savoir
la régularité de la fonction x +— 7.

Proposition 2.2.5 Soient Q ouvert a bord de classe C! convexe de RN ainsi
qu’une vitesse v € RN \ {0}. Alors la fonction z + 7, est de classe C' sur
Vowvert QU := {z € Q| 1, < 400}.

Démonstration. La partie entrante 02~ du bord est ouverte dans €2 comme
image réciproque de l'intervalle ouvert | — oo, 0] par la fonction z — v - n, qui
est continue sur 0f).

L’application

®: 00 xRL 3 (y,t) »y+tveRY
est évidemment de classe C! et vérifie
D2, Ty) = X0 -

Montrons que ® est injective. Supposons que ®(y,s) = ®(z,t) avec t > s.
Comme y et z appartiennent a 92~ les points y + 6v et z + v appartiennent
a ) pour tout 6 > 0 assez petit. La condition ®(y, s) = ®(z,t) montre que

—t—
z:y+9v+(57t79)v:y+9v+887

— (==

0 s—t—10

par convexité de €.
De plus3

D®(zq,7s,) - (u,8) = u+ sv, pour tout (u,s) € T:00 x R.
Comme v - ngzz <0 et u-ng =0, la famille {u,v} est libre, de sorte que

DO(zj,75,) - (u,8) =0=>u=0et s=0.

3. Lorsque Y est une sous-variété de classe au moins C' de R, on note TyY lespace
tangent & Y au point y € Y.
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Donc D® (x5, 7z,) est un isomorphisme de T,-9Q x R sur RV,

D’aprés le théoréme d’inversion globale, 92~ + R v = ®(9Q2~ x R ) est un
ouvert de RN, et ® est un C'-difféomorphisme de 9Q~ x R’ sur son image.

D’aprés le Lemme 2.2.4, on a ' = QN (02~ + R’ v), ce qui montre que &
est ouvert dans RY comme intersection de deux ouverts.

Enfin, pour tout z € @/, 'on a

O Hz) = (. — 1,0, T2)

de sorte que l'application Q' > z +— 7, € R est de classe C' comme composée
de <I>*1}Q, et de la projection sur le second facteur dans le produit cartésien
0" xRL. =

Voici maintenant un premier résultat sur le probléme aux limites pour I’équa-
tion de transport en dimension d’espace quelconque.

Théoréme 2.2.6 Supposons que 2 est un ouvert a bord de classe Ct conveze
de RN avec N > 2. Soient f,” € C' (R4 x 0Q7) et fi" € C1(Q). Le probleme

(& +v-Vo)f(t,a)=0, z€Q,t>0,
f}anf =/
f}t:O :fm7

admet une unique solution de classe C' sur Ry x Q et continue sur Ry x €,
donnée par la formule

f(t,:z:){ fir(x — tv) sit <7y,

[y (t—Tp,2%)  sit>T,,
ol on a noté x* := x — T,v, si et seulement si, pour tout y € 0N, l'on a

, of
fy (0,9) = f"(y), %

Démonstration. La démonstration est essentiellement identique au cas mono-
dimensionnel.

Supposons d’abord que f € C'(Ry x Q) N C(Ry x Q) est solution du pro-
bléme aux limites pour I’équation de transport. Appliquant la méthode des
caractéristiques, on voit que

(0,9) +v-Vf™(y) =0.

d 0 :
£f(t—s,x—sv) =— <8t —|—U'Vx> ft—s,z—sv) =0, 0<s<min(t,7),

de sorte que
f(t— s,z — sv) = Const.

sur le segment s € [0, min(¢, 7,,)]. Par conséquent

t<t. = f(t,x)=f(0,2—tv) = f"(z —tv)
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FIGURE 2.8 — La méthode des caractéristiques pour le probléme aux limites. La
figure représente le cas ou t < 7, et ou t’ > 7.
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puisque x —tv € Q81 0 < t < 7, tandis que
t>71, = f(t,x) = f(t — 1o, —7120) = f (t —Tp,27).
D’aprés le lemme ci-dessus, la fonction f est de classe C' sur 7+ U 7T, oul

TH={(t,z) e Ry xQt > 7.},
T ={(t,z) eRy xQ0<t <7, }.
Cette fonction f est donc continue sur R x € si et seulement si elle est continue

sur
S={(tx) eRy x Q|t =1,}.

Or dire que f est continue sur S équivaut & dire que

lim ft,z) = lim+ fi (t—7p,2%) = lim f"(x —tv) = lim f(¢,2)

t—T1, t—=T1s t—=T, t—=T,
pour tout = € , c’est-a-dire que f,(0,z*) = f(z*), soit

fi (0,y) = f"™(y), pour tout y € 92" .
De méme, f est de classe C* sur Ry x  si et seulement si

lim+Vf(t,a:): lim Vf(t,z), ze€Q.

t—=75 t—=Ts

D’une part

lim Vf(t,z) = (—v-Vf™(*), V().

t—=T5

D’autre part

Ofy~ ofy~
tgri} Vft,x)= ((;:) 0,z"), —% (0,2")V1, + (Dxa:*)TV@.fb_(O,x*)>
Ofy~ ofy~ ,
= (ajib (0,x"), —% (0,z)VT, + (Dwx*)Tme(x*)>

puisque f, (0,y) = f™(y) pour tout y € 9~ d’aprés la premiére relation de
compatibilité. Ensuite
D,z =1—-v®V1,,

de sorte que

lim+ Vit x)

t—74

= (% 000 - 2 0.0+ V) 0 V)

Donc
lim Vf(t,z) = lim+ Vf(t x)

t—=T5 t—=T5
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pour tout x € € si et seulement si

_Of~

o9y = 0
Vfm(z*) = f%_((),z:*)VTQc + VO (2*) —v- V(") Vs,

c’est-a-dire si et seulement si

9y

5 (0:y) +v- V" (y) =0,  pour tout y € 9",

ce qui est précisément la seconde condition de compatibilité.

Enfin, la formule de I’énoncé du théoréme fournit bien une solution de ’équa-
tion de transport sur R} x Q\ S, puisque cette formule montre que f est
constante le long des caractéristiques de l'opérateur de transport. Comme on
sait que f est de classe C! sur R, x Q, la fonction f vérifie 'équation de trans-
port sur Ry x Q tout entier. D’autre part, la méme formule montre que la
fonction f vérifie la condition initiale pour ¢ = 0 et la condition aux limites sur
le bord entrant 027. m

La formule du théoréme ci-dessus montre que la solution f dépend de maniére
continue du temps de sortie 7, lorsque ¢t > 7,. Par conséquent, lorsque {2 n’est
pas convexe, méme lorsque la donnée initiale f** et la donnée au bord f, sont de
classe C!, et méme si elles vérifient les conditions de compatibilité du théoréme
ci-dessus, la solution f peut hériter des discontinuités éventuelles du temps de
sortie & +—> 7,.

On prendra bien garde au fait suivant : méme lorsque €2 est convexe, et pour
des données " € C1(Q) et f,” € C'(Ry x90Q7), lasolution f du probléme aux
limites pour I’équation de transport définie par la formule du théoréme ci-dessus
n’est en général de classe C! que sur Ry x Q, et non sur Ry x Q.

Contre-exemple : Prendre pour {2 le disque unité de R? et v = (1,0), de sorte
que 7, < 2 pour tout € , et 90~ = {(cosf,sinf) | < § < 2X[}. Choisir

fm=0 et f, (tcosf,sind) = x(t)0,
ou x € C*(R) vérifie
x=0sur [0,1] et x =1 sur [1, +oo[.

Evidemment

fy (t,)] 5 =0 pour t € [0, 4] et f =0

de sorte que f, et f vérifient les conditions de compatibilité du théoréme
ci-dessus.
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X5
—_—
f —_ A%
b
0-m/2
Xy

FIGURE 2.9 — Illustration graphique du contre-exemple. Supposons que
[y (t,cosf,sinf) = 6 pour t > 1; on a alors f(¢,0,sinf) = @ pour ¢t > 3.
La dérivée partielle 8‘% n’admet pas de limite finie sur la partie caractéristique
du bord.
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Or un calcul simple basé sur la méthode des caractéristiques montre que la
solution du probléme aux limites

(& +v-Va) f(t) =0, €9, t>0,

f‘an =1
flog = 1",
vaut
f(t,0,25) = § +arcsinzy, pour tout zp €] —1,1[ et ¢ > 3.
Evidemment
0 1
aif(t,o,l'g) = T 30
T2 v 1—2x35
ce qui montre que xo — f(t,0,22) n'est pas de classe C1 sur [~1, 1], puisque
g—wj;(t,(),xg) — +00 lorsque |z2| — 1. En particulier f ¢ C*(Ry x Q), bien que

feC (R, x Q).

2.2.3 Le probléme aux limites avec absorption et terme
source

Etendons le résultat du paragraphe précédent au cas de ’équation de trans-
port avec terme d’amplification ou d’absorption et terme source.

Théoréme 2.2.7 Soient Q ouvert convere de RN a bord de classe C*, une
vitesse v € RN \ {0} ainsi que des fonctions f,” € C'(Ry x9Q7), fi" e C'(Q)
eta,S € CL(R, x Q). Supposons que, pour tout y € O™,

fy (0.y) = f"(y),

O (0,9) +v- Vi"(y) + a(0,4)f7 () = S(0.1).

ot

Le probléme aux limites
(% +v- Vx) ft,x) = —alt,z)f(t,x) + S(t,x), z€Q,t>0,
f’aszf =/
oo =1

admet une unique solution f € C*(Ry x Q) NC (R4 x Q). Cette solution est
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donnée par la formule
‘ t
F.0) = Luse £~ ) exp (= [ ats.o 4 (s = 0yt
0

¢
+Lisr, ff (= To,2%) exp (—/t a(s,z + (s — t)v)ds)

—Te

+ /(t exp <— /St a(r, o+ (1T — t)v)ds) S(s,x+ (s — t)v)ds,

t—7,) T
ot on rappelle que x* = x — T,v, et que 2T = max(z,0).

Remarque 2.2.8 Dans le cas ot = RY, le temps de sortie 7, = +00, de
sorte que (t —7,)* = 0. Cette formule redonne donc la solution du probleme de
Cauchy.

Démonstration. La démonstration de ce résultat suit de trés prés celle de
I’énoncé analogue dans le cas ot a = 5 = 0.

Si feCH Ry x Q) NC(Ry x Q) est solution du probléme aux limites, on
voit, en appliquant la méthode des caractéristiques, que

C%f(t—s,x—sv) =a(t—s,x—sv)f(t—s,x—sv)— St — s,z — sv),

0 < s <min(t,7),

ou encore, de maniére équivalente
d s
— | f(t—s,x — sv)exp —/ a(t — 0,2 — Ov)do
ds 0
=—5(t — s,z — sv)exp (—/ a(t —0,x — 91})d9) , 0<s<min(t, 7).
0

Intégrons chaque membre de cette égalité pour 0 <s< min(¢,7;) : si t < 7, on
a

F(0,2 — tv) exp (- /Ot alt— 0,2 — 9v)d9> )

t s
:—/ S(t—s,x — sv)exp (—/ a(t—@,x—&v)d&) ds,
0 0

ou encore
ft,x) = f"(x — tv) exp (— /t a(t—0,x — 9U)d9>
0
t s
S(t—s,x— xp | — — 0,2 —6v)df ) ds.
—|—/O (t—s,x sv)ep(/oa(t x v))s
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En faisant le changement de variables s — ¢ — s dans 'intégrale mettant en jeu
le terme source, cette égalité se transforme en

f(t,x) = f"(x — tv) exp ( /Ot a(t—0,x — 9v)d¢9>
4 /Ot S(s, 2 + (5 — £)v) exp (- /Ots alt— 0,2 — 91})d0> ds:

puis on fait le changement de variables 6 — t—6 dans le facteur d’amortissement,
ce qui donne

f(t,x) = f™(x — tv) exp ( /Ot a(f,z+ (6 — t)v)d0>
+ /Ot S(s, 2 + (5 — £)v) exp (- /Sta(ﬂ,x + (0 t)v)d@) ds

pour tout = € € et tout ¢ €]0, 7, ].
Si au contraire t > 7., on trouve de méme que

ft — 7,2 — Tv) exp (— /Tm a(t—6,x — Qv)de) — f(t,x)
0

:—/TS(t—smc—sv)eXp (—/ a(t—@,x—ﬁv)dﬁ) ds,
0 0

ft,z) = f(t — oy @ — T,v) €Xp (— /TI a(t — 0,z — 91))do9>
0

+/m5(t—s,x—sv)exp (—/ a(t—H,m—Hv)dH) ds
0 0

= f, (t =7, 2") exp (— /Tz a(t—60,x — 01))d0>
0

ce qui donne

4 /:Tz S(s,2+ (5 — t)v) exp ( /OH a(t — 6, 9v)d9> ds
= f, (t =7, 2") exp (— /tt a(f,x+ (0 — t)v)d0>

— T
t

t
+ S(s,z+ (s —t)v)exp (—/ a@,z+ (0 — t)v)d@) ds,
t—Tg s
pour x € Q et t > 7,, aprés les mémes changements de variables que dans le cas
ou t €]0, 7.

En regroupant les deux expressions ci-dessus pour t €]0,7,[ et pour t > 7,
on arrive & la formule de ’énoncé.

On a donc démontré que si f € CH(Ry x Q)N C(R4 x Q) est solution du
probléme aux limites, elle est donnée par la formule de 1’énoncé.
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On laisse au lecteur le soin de vérifier

a) que les deux conditions de compatibilité de ’énoncé du théoréme im-
pliquent bien que la fonction f définie par la formule des caractéristiques est de
classe C! sur R x € et continue sur R, x €, et

b) que la formule de 1’énoncé définit bien une solution du probléme aux
limites.

Ces deux vérifications suivent la démarche exposée dans la démonstration
du Théoréme 2.2.1. m

Remarque 2.2.9 (Probléme aux limites périodique) L’étude de certains
problémes d’homogénéisation nécessite de résoudre des équations de transport
dans la classe des fonctions périodiques en la variable de position. Voici comment
formuler et résoudre ce type de probléme.

Soient fi" € CYRN) et a,S € C*(Ry x R) ; supposons les fonctions fi, a
et S périodiques de période L dans chacune des variables x1, ...,z de position,
c’est-a-dire que

f™(x+Lk) = f™(x), a(t,x+ Lk)=a(t,x), S(t,z)=S(t,x+ Lk)

pour tout (t,z) € Ry x RN et tout k € ZV.
Alors l'unique solution f du probléeme de Cauchy

(& +v-V,) f(t,2) = —a(t,z) f(t,z) + S(t,x), z€RN, t>0,

flio =1,

est également périodique de période L dans chacune des variables x1,...,TN.
Cela se voit évidemment sur la formule explicite donnant la solution f de ce
probléeme de Cauchy. On peut également remarquer que, comme les fonctions
f", a et S sont périodiques de période L dans chacune des variables x1, ..., TN,
pour tout k € ZV | la fonction fi. : (t,z) — f(t,x+ Lk) est solution du probléeme
de Cauchy ci-dessus, exactement comme la fonction f elle-méme. Par unicité
de la solution de ce probleme de Cauchy, on en conclut que fir = f pour tout
k€ ZN, ce qui équivaut a dire que la solution f est périodique de période L dans
chacune des variables x1,...,TN.
Cette solution f vérifie donc

(& +v-V,) f(t,2) = —a(t,2) f(t,z) + S(t,x), z€]0,L[N,t>0,
f(t,&;) = f(t,&; + Le;j), z €0, LN, t>0,1<j<N,
flieo = 1™,

ol on a noté

i‘j = (1‘1,...,.Ij_1,0,l‘j+1,...,$]v) et €; = (0,...,0,1,0,...,0).
—— N———

J—1 N—j
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Autrement dit, e; est le j-iéme vecteur de la base canonique de RV,

Ce nouveau probléeme peut étre vu comme un probléme aux limites, et les
conditions

f(t,25) = f(t,&; + Le;), z €0, L[N, t>0,1<j<N,

comme des conditions auz limites (ici sur chaque bord du cube 10, L[N ), condi-
tions dites “de périodicité”. Le cube |0, L[N est bien un ouvert convere, mais son
bord n’a pas la régularité C* que l’on a supposée jusqu’ici. Toutefois, cela n’est
pas vraiment génant, car le bord de 10, L[N ne joue pas un réle important dans
ce probleme, comme on va le voir.

FEvidemment, comme [ est périodique de période L dans toutes les direc-
tions, il est équivalent de la connaitre sur RN et de connaitre sa restriction
une période, par exemple a [O,L[N. Les deuz formulations ci-dessus sont donc
équivalentes.

La premiére formulation ci-dessus du probléme aux limites pour l’équation
de transport avec conditions aux limites périodiques montre que la condition aux
limites ne modifie pas la formule explicite donnant la solution, car celle-ci est la
restriction a x € [0, L[N de la solution du probléme de Cauchy, contrairement
au cas du probléme aux limites étudié dans le Théoreme 2.2.7.

La fagon la plus commode de considérer le probléeme aux limites périodique ci-
dessus consiste a observer qu’une fonction périodique de N variables x1,...,TN,
de période L en chacune de ces variables, s’identifie naturellement a une fonction
définie sur l’espace quotient (R/LZ)N des N-uplets de réels modulo L. Cet
espace est ce que l'on appelle un N-tore en géométrie; on peut le voir comme
le cube [0, LIN dont on aurait identifié les faces opposées — par exemple, pour
N =1, il s’agit d’un cercle de longueur L ; pour N = 2, cet espace ressemble a
une bouée (d’ow le nom de tore) dont le cercle interne serait de rayon nul.

Or un N-tore est une variété différentiable de classe C*° compacte et sans
bord. On peut donc formuler le probléeme aux limites périodiques ci-dessus comme
suit :

(2 +v-V,) f(t,2) = —a(t,x) f(t,z) + S(t,z), z€ (R/LZ)N,t>0,
f|t:0 = f.

Observons que cette formulation sur le N-tore est celle d’un simple probléeme de
Cauchy : il n’y a pas de conditions auz limites, puisque le N-tore est un variété
sans bord. On peut résumer la situation en disant que le N-tore partage avec le
cube [0, LIN D’avantage d’étre compact, et avec lespace entier RN celui d’étre
sans bord. C’est pourquoi ce cadre est particuliérement commode pour l’analyse
des équations aux dérivées partielles. Toutefois, comme les trois formulations
ci-dessus du probléme périodique sont strictement équivalentes, le lecteur peu
familier avec les espaces quotients comme (R/LZ)N est invité a utiliser indif-
féremment la premiére ou la seconde.
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2.3 Solutions généralisées

On a vu dans la section précédente qu’en dehors du cas ol le domaine spatial
modélisant ’enceinte contenant les particules est convexe, la solution du pro-
bléme aux limites n’est en général méme pas continue, méme si les données sont
de classe C!, et méme si elles vérifient les conditions de compatibilité du théo-
réme précédent. En pratique, on a pourtant souvent & considérer des équations
de transport posées sur des domaines spatiaux non convexes.

Ceci suggére de généraliser la notion de solution de I’équation de transport,
de facon & ce que certaines fonctions qui ne sont pas de classe C!, ni méme
continues, puissent étre considérées comme solutions de cette équation.

Une premiére possibilité consiste & utiliser la théorie des distributions; tou-
tefois, pour la commodité des lecteurs qui ne seraient pas familiers de cette
théorie, nous choisirons une autre approche.

Avant de définir la notion de solution généralisée de I’équation de transport,
nous allons considérer une situation simplifiée, quoiqu’exactement analogue.

Exemple. Considérons I’équation aux dérivées partielles

of

et _ 2
ax(x,y) 0, (z,y)eR”.

Dire que f € C*(R?) est solution de cette équation équivaut a dire que

flz,y)=Cly), CeC'(R).

Cependant, il n’est pas nécessaire que la fonction f soit de classe C' sur R2?,
c’est-a-dire par rapport aux deux variables x et y pour que ’équation ci-dessus
ait un sens. Il suffit pour cela que la fonction

x — f(x,y) soit de classe C! sur R pour tout y € R.

D’ailleurs, une telle fonction est solution de ’équation

0
(Ti(x,y) =0, (z,y)eR?

si et seulement si f est de la forme

fz,y) = C(y)

ou cette fois R 3 y — C(y) € R est une fonction quelconque.

Le cas de I’équation de transport est exactement identique a cet exemple —
auquel il se raméne d’ailleurs par un changement de variables bien choisi. En
effet, en appliquant la méthode des caractéristiques, on a, pour toute fonction
f S Cl(Rt X RJIV)

(g{-l-v-vmf) (t,y +tv) = %f(t,y-i—tv).
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Ceci revient a faire le changement de variables (¢,z) = (t,y + tv) =: ¢(t,y), et
& observer que
af 0
(5 +0-9uf) otta) = (Fo0)tn), () ERXRY.
Donc, dire que f annule l'opérateur de transport % +v -V, équivaut a dire que
f o ¢ annule la dérivée partielle %, comme dans ’exemple ci-dessus.
Cette remarque suggére la définition suivante.

Définition 2.3.1 Soient Q ouvert a bord de classe C* de RN, ainsi que deux
fonctions a = a(t,x) et S = S(t,x) continues sur Ry x§. On dit qu’une fonction
mesurable f est une solution généralisée de

(gt +- Vz> ft,x) +alt,z)f(t,z) =S(t,x), z€Q,t>0,

si et seulement si la fonction
s+ f(t+ s,z + sv) est de classe C' p.p. en (t,x) € Ry x Q,
et vérifie

d
(ds—&-a(t-l—s,ac+sv)> fE+s,z+sv) =8t +s,x+sv),

(t+s,x+sv) e R xQ.

Evidemment, la méthode des caractéristiques montre que toute fonction f
de classe C! sur R’ x Q est une solution généralisée de ’équation de transport
si et seulement si elle en est une solution au sens classique.

Il faut bien comprendre la signification de I'expression

of
— +0v-V
5t of
lorsque f est solution généralisée de ’équation de transport ci-dessus.
Comme f n’est pas de classe C! par rapport & toutes les variables (t,x),
les dérivées partielles %{ ou % pour ¢ = 1,..., N prises séparément n’existent
pas en général. Mais en revenant au changement de variables avant la définition

ci-dessus, on peut écrire

of (0 _
E—i—v.vxf_ (at(fO(b))ogb L

ot on rappelle que
¢ (ty) = (Ly+t).
Autrement dit, pour une solution généralisée de I’équation de transport, on a

(;H.vm) f(t,2) + alt,2)f(t,2) = S(t,x), e t>0,
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au sens otl, bien que les dérivées partielles %{ et %, i=1,..., N n’existent pas
en général séparément, la combinaison linéaire particuliére (% +v-V,)f de ces
dérivées partielles est bien définie p.p. comme fonction mesurable sur R} x €2.

Avec cette nouvelle notion de solution, on arrive trés facilement au résultat
suivant d’existence et d’unicité de la solution du probléme aux limites pour une
équation de transport.

Théoréme 2.3.2 Soient Q ouvert de RN a bord de classe C* et v € RV \ {0},
ainsi que deuz fonctions a = a(t,x) et S = S(t,x) continues sur Ry x ). Pour
tout fi" € L2 (Q) et tout f, € LS. (Ry x 9Q7), le probleme aux limites

loc

(% +v- Vz) fit,x) = —alt,z)f(t,x) + S(t,xz), =€ t>0,
Floa- = Fo s
fli—o = F™,

admet une unique solution généralisée f donnée par la méme formule que dans
le cas classique, & savoir que, p.p. en (t,2) € Ry x Q, l'on a

flt,z) = Licr, f7(x — tv) exp (— /Ot a(s,z+ (s — t)v)ds)

+ Lisr, fy (t— 70, 2") exp (—/t a(s,z+ (s — t)v)ds>

— Ty

+ /(t exp (_ /: a(®,z+ (0 — t)u)de) S(s,z+ (s —t)v)ds

t—Ta)F
ot on rappelle que
. =inf{t >0z —tv ¢ Q}, et z* =2 — 7,0,

Donc, si Q est conveze, si " € CH(Q) et f,7 € C* (R4 x 0Q7) et vérifient
f
ot
pour tout y € 00, et si a et S sont de classe C' sur Ry x Q, alors cette

solution généralisée est (p.p. égale a une fonction) de classe C sur Ry x Q.
Si ) est conveze, si " € C(Q) et f;7 € C(Ryx007), et vérifient seulement

[y (0y) =f"(y), yeon,

alors cette solution généralisée f est (p.p. égale & une fonction) continue sur
R+ X Q

£ (0,y) = f"(y) (0,9) +v- V™ (y) = S0,y) — a(0,y)f"(y)

Précisons le sens dans lequel une solution généralisée du probléme aux limites
ci-dessus vérifie la condition initiale et la condition au bord. La condition initiale
signifie que

lim f(t,z +tv) = f"(z) pp.enz € Q,
t—0+
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tandis que la condition au bord signifie que

Jlim f(E+s,y+sv) = f7(t,y) pp.en (,y) € Ry x 007
Remarquons que l'on n’a pas prescrit la valeur au bord de f sur la partie
caractéristique 9Q° du bord de €. Lorsque € n’est pas convexe, certaines tra-
jectoires de vitesse v issues de 9Q° peuvent entrer dans Q — cf. figure 2.6. Il en
résulte que la méthode des caractéristiques — et donc la formule explicite don-
née dans le théoréme ci-dessus ne définit pas f sur les points de ) atteints par
ces trajectoires. Mais ce n’est pas grave, comme le montre le lemme ci-dessous.

Lemme 2.3.3 (C. Bardos) Soient Q ouvert a bord de classe C* de RN et une
vitesse v € RN \ {0}. Alors

{(x+tv) |z € 00 et t € R}

est un ensemble de mesure nulle dans RV .

Il est intéressant de comparer ce résultat avec le Lemme 2.2.4. Sous 'hypo-
these que  est un ouvert a bord de classe C! convexe, 'énoncé (a) du Lemme
2.2.4 assure que l’ensemble

(092° + Rv) N Q

est vide. Sans 'hypothése de convexité, cet ensemble n’est pas forcément vide,
comme le montrent les exemples correpondant aux Figures (2.6)-(2.7). Mais le
lemme de Bardos montre que ce méme ensemble est de mesure nulle, et dans le
cadre des solutions généralisées, cette information suffit. Cette seule observation
suggére que la notion de solution généralisée introduite ci-dessus fournit le bon
cadre mathématique pour ’étude des équations de transport, puisqu’il permet

de traiter les probléme aux limites dans les domaines les plus généraux 4.

La démonstration de ce lemme utilise le théoréme de Sard — voir [33], p.
183 ; elle peut sans inconvénient étre sautée par les lecteurs qui ignoreraient ce
théoréme.

Démonstration. Considérons & nouveau une variante de I'application ® de la
démonstration du Lemme 2.2.5 :

T: 00 xR3 (y,t)—»y+tveRY.

4. On s’est limité ici 4 des ouverts & bord de classe C'1. Dans la pratique, on a affaire & des
ouverts & bord de classe C'! par morceaux. Un ouvert  de RN est dit “4 bord de classe C!
par morceaux” si tout point de  admet un voisinage ouvert pour la topologie induite qui soit
Cl-difféeomorphe a un ouvert d’un polyédre de RN pour la topologie induite. Contrairement
au cas des ouverts de classe C1, il n’est pas possible de définir un champ de vecteurs unitaire
normal en tout point de 9 lorsque Q est un ouvert & bord de classe C'! par morceaux. Par
exemple, lorsque Q est un polyédre de R3, le champ unitaire normal extérieur n’est défini que
sur les faces du polyédre, et pas sur les arétes, ni sur les sommets. Mais le champ unitaire
normal extérieur & un ouvert & bord de classe C! par morceaux est défini p.p. sur le bord,
ce qui suffit & assurer la validité de la formule de Green. Tous les résultats de ce chapitre et
des deux suivants peuvent étre adaptés assez facilement au cas des ouverts de classe C! par

lecteur.
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Cette application est évidemment de classe C* et
D¥(y,t) - (u,s) = u+ sv pour tout (u,s) € T,00 x R.
Dire que u € T,09 équivaut a dire que u € R" vérifie u-n, = 0. Par conséquent
y € 09" = (DY (y,t) - (u,s)) - ny = (u+sv)-n, =0
pour tout (u,s) € T,,00 x R. Autrement dit
y € 000 = rang(DV(y,t)) < N —1,
c’est-a-dire que (y,t) est un point critique de ¥. Par conséquent, l’ensemble
{(z+tv) |z €0 et t € R}

est contenu dans ’ensemble des valeurs critiques de 'application ¥ qui est de
classe C'! entre variétés différentiables d’égales dimensions. D’aprés le théoréme
de Sard, cet ensemble est donc de mesure nulle. m

Démonstration du Théoréme 2.3.2. Soit N° C Q de mesure nulle tel que
fi™ soit définie et localement bornée sur Q\ N, et soit N, C Ry x9Q~, ensemble
de mesure nulle tel que f,~ soit définie et localement bornée sur R4 x 092~ \ Nj.
Notons

Na = ((({0} x NO)UN, U (Ry x 99°)) + Ry (1,0)) N (Ry x Q).

Observons que

({0} x N) + R (1,0)
Nb + R+(1,v)

=GN xRy),
= PNy x Ry),
ol QNS est I’application définie comme suit :
o: RY xR >3 (y,8) = (s,y+sv) e R xRN,
tandis que

¥: (RxIQ) xR ((ty),s)— (t+s,y+sv) e RxRN.

Les applications ¢Z et 1[) sont évidemment lipschitziennes. Donc les ensembles
({0} x N9 + Ry (1,v) et My + R4 (1,v) sont Lebesgue-négligeables comme
images d’ensembles Lebesgue-négligeables par des applications lipschitziennes
entre variétés de méme dimension.

Comme

NyCAUBUC,

avec A= ({0} x N + R (1,0),

B:Nb+R+(1,?}),
C = (R+ X 890) + R+(17U)7
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que C' est Lebesgue-négligeable d’aprés le lemme de Bardos, tandis que A et B
sont Lebesgue-négligeables par I'argument ci-dessus, on conclut que Ny est de

mesure nulle dans Ry x Q. -
La formule ci-dessus définit une fonction f sur (R4 x Q) \ Ny, telle que

ft+s,z+sv) = 1t+s§%+mfi”(:£ +sv—(t+ s)v)
t+s
X exp <—/ a(@,x+sv+ (0 —t— s)v)d9>
0

+ 1t+3>7—w+su fl; (t + 8 = Totsv, T+ 5V — Ta:Jrst)

t+s
X exp (— / a0,z +sv+ (0 —t— s)v)d9>
¢

+S—Tatsv

t+s t+s
—I—/ exp (—/ a0,z + sv+ (G—t—s)v)dé’)
(t+s_7m+si))+ g

x S(o,x + sv+ (0 —t — s)v)do,
pour tout s € R tel que x + sv € Q2. Comme
Tatsv =Tz + 8,

le membre de droite dans ’égalité ci-dessus devient

ft+ 5,2+ s0) = Licr, f7 (@ — tv) exp <— /HS a(f,z + (6 — t)v)d@)
0

t+s

+ 1isr, fy (t— T, ™) exp <—/t a(f,x+ (0 — t)v)d9>

t+s t+s
+ / exp (—/ a(f,z+ (0 — t)v)d@) S(o,x + (o —t)v)do.
(t_TT,)Jr g

Comme tous les intégrandes ci-dessus sont des fonctions continues, la fonction
s f(t+ s,x + sv)

est donc de classe C'! en s pour tout (t,z) € (R4 x Q) \ Ng. De plus, la formule
ci-dessus entraine que

d
gf(t—l—s,x—ksv)

t+s
= —Li<r, f7(x — tv)a(t + s,z + sv) exp (— / a(@,z+ (0 — t)v)d@)
0

t+s
—Lisr ff (t— 7o, 2)a(t + 5,2 + sv) exp <—/ a0,z + (0 — t)v)d@)
¢

— Tz

e exp (_/Tt+sa(9,x+(9—t)v)d9) S(o,z+(0—t)v)do

—a(t—f—s,x—l—sv)/

(t—72) T

+S(t+ s,z + sv),
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c’est-a-dire que

dif(t+s,x+sv) =—a(t+s,x+sv)f(t+ s,z + sv) + St + s,z + sv)
s

pour tout (¢,z) € (Ry x Q) \ Ny et pour tout s tel que (t+ s,z + sv) € R% x Q.

De plus

t
tg%ﬂ ft,z+tv) = tli%i i (x) exp (—/0 a(s,z + sv)ds) = f"(z)

pour tout z € O\ NV, tandis que

t+s
lim f(t+s,y+sv) = lim+ fy, (t,y)exp (/ a(f,y+ (0 — t)v)d9>
s—0 t

s—0t
=f, (t,y)

pour tout (¢,y) € (Ry x 9Q7) \ N,, puisque 7,45, = s — 0. Cette fonction est
donc bien une solution généralisée du probléme aux limites.

Réciproquement, supposons que f est solution généralisée du probléme aux
limites. Alors il existe Ny C Ry x © de mesure nulle tel que

la fonction s+ f(t + s, + sv) soit de classe C*

et

dif(t—&—smc—i—sv) =—a(t+s,x+ sv)f(t+ s,z + sv) + St + s,z + sv)
s

pour tout (¢,z) € (Ry x Q) \ N et tout s €] — min(¢, 7,),0], et de plus

lim f(t,z 4 tv) = f"(z), reQ\N?,

t—0+

lm ft+sy+s0) = [ (@), (L)€ (Re x 097) \ Ap.

Alors, pour tout (¢,z) € (Ry x Q) \ (Ny UNy), 'on a
d S
o (f(t—l—s,x—i—sv)exp (/ a(t—i—@,x—i—é’v)dé’))
0

S

= S(t+ s,z + sv)exp (/ a(t+9,x+9v)d9>
0

pour tout s €] — min(¢,7,),0[. Intégrons chaque membre de cette égalité sur
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lintervalle | — min(t, 7),0[. Sit < 7, on trouve que

e—0Tt

—t+te
f(t,z) = lim f(0,2 — (t —€)v)exp (/ a(t+0,x+ 9v)d9>
0
0 s
+ lim S(t+ s,z + sv)exp (/ a(t+0,x+9v)d9) ds
0

e—0t —t+4e

= f"(z — tv) exp (— /Ot a(t — 0,z — 0v)d0>

t s
+/ S(t—s,x — sv) exp </ a(t@,x@v)d@) ds
0 0

= f"(x — tv) exp ( /Ot a(f,x+ (0 — t)v)d0>
+ /Ot (s, + (s — £)v) exp (- /: a6,z + (6 t)v)d@) ds,

pour tout (t,z) € (R4 x Q) \ (Ny UNy). (La seconde égalité s’obtient par le
changement de variable s — —s, et la troisiéme par le changement de variables
st —s.)

Au contraire, si t > 7,, on trouve que

flt,z) = Um f(t — 7, + €, — (7, — €)v) exp (/TNLC a(t+0,x+ 91})d9>
0

e—0+
0 s
+ lim S(t+ s,x + sv)exp </ a(t—i—@,x—!—ﬁv)dﬁ) ds
0

e=0% J_r te

= f, (t =7, 2") exp ( /OTE a(t—6,x — 6’1})d6’>

+/ZS(t—s,x—sv)exp (—/ a(t—ﬁ,x—@v)d@) ds
0 0

— J (= 7o 2") exp (— /ti a8, + (0 t)v)d@)
+ /:Tz S(s,x+ (s — t)v) exp ( /: a(0,z + (0 - t)v)d0> ds

pour tout (t,z) € (Ry x Q) \ (Ny UNy), grace aux mémes changements de
variables. m

2.4 Principe du maximum faible pour ’équation
de transport libre

Notation : lorsque X est un espace topologique, on note Cy(X) l'espace des
fonctions continues sur X & valeurs dans R qui sont bornées sur X.
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Dans la suite de ce cours, nous aurons souvent besoin d’estimer des solutions
d’équations de transport dépendant d’un parameétre uniformément par rapport
a ce paramétre. Ce sera notamment le cas pour les questions d’approximation
par la diffusion dont nous avons donné une idée au chapitre précédent, ou encore
d’homogénéisation, dont il sera question plus loin.

Dans ce genre de situation, bien que la famille de solutions considérée dé-
pende d’une fagon a priori inconnue d’un ou plusieurs paramétres destinés a
tendre vers une ou plusieurs valeurs limites, les données au bord correspondant
a ces solutions en dépendent de maniére connue — ou en sont, dans certains
cas, indépendantes.

Il est donc extrémement utile pour étudier les solutions d’équations de trans-
port de disposer de résultats permettant d’estimer la solution en fonction des
données du probléme aux limites.

Voici un premier énoncé de ce type.

Théoréme 2.4.1 Soient Q ouvert de RN a bord de classe C et v € RN \ {0},
ainsi que deux fonctions a = a(t,z), S = S(t,x) € Cy(Ry x Q). Soient une
donnée initiale f € L>(2) et une donnée au bord f; € LRy x ON07);
alors la solution généralisée f du probléme

(& +v-V,) ft,x) = —alt,z)f(t,z) + S(t,z), T€Q,t>0,
f|an— =f
flo—o = 1™,

vérifie, pour tout T > 0, et en notant a_(t,x) = max(0, —a(t, z)),
T — oo
Hf||L°°([O,T]><Q) <e la—llz (R+><Q)THS||LOQ(R+XQ)
Tlla_ || oo (R, x ; _
+ el max (|| £ o ), 1y e me xo0)) -
De plus, les conditions
f >0 p.p. surQ, fy =20 pp. sur R, x0Q et >0 sur Ry x Q

impliquent que
f>0pp. sur Ry xQ.

Démonstration. Partons de la formule exprimant la solution généralisée du
probléme aux limites pour 1’équation de transport donnée au théoréme précé-
dent :

flt,z) = Licr, f"(x — tv) exp (— /t a(s,x + (s — t)v)ds)
0
+ Lysr, fy (t— 74, 2") exp (—/ a(s,z+ (s — t)v)ds)

n /(t exp ( /: (0,7 + (0 — t)v)d0> S(s,a + (s — t)v)ds

t—71)t
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p.p- en (t,z) € Ry x Q. Donc
) t
0] < Lier |~ )l exp ([ o (o4 (5= o))
0
t
L [~ 72 exp ( [ ot t)v)ds)
t—T7,

+ /(t o </t a_ (0,2 + (0 - t)v)d&) 1S(s,2 + (s — t)v)|ds

t—Ty

< (Licr, 1™ Lo @) + Lism, 1y 2o ®o x00-)) eTle-llzoem, xo

+ THSHLOO(R_*_XQ)BTH(Lf HLOO(R+X0)

p.p. en (t,z) € R4 x Q, puisque toutes les intégrales intervenant au membre
de droite de I’égalité ci-dessus portent sur des intervalles de longueur au plus
t <T. On en déduit la majoration annoncée en remarquant que

Li<r, 1f ™o (9) + Lesr 1fy 1o R xo0-)
< max (|| £ gy, 1fy 2 ®sxo0-)) -

Ceci compléte la démonstration. m

Nous utiliserons trés souvent, dans la suite de ce cours, les deux cas parti-
culiers suivants de ’estimation ci-dessus.

Cas particuliers :

(1) si @ > 0 sur Ry x Q — autrement dit si a est un taux d’amortissement —
la fonction a_ : (¢,x) — max(0, —a(t, x)) est identiquement nulle, et on a

£l 2o o,r1x0) < TS| poe Ry xe) + max (|| £ | @y, 15 | ®, xo0-))

pour tout 7' > 0.
(2) Sion aalafoisa>0et S=0, alors

(£l (s xy < max (I1F7 | Lo )s 1y [l Ry x00-)) -

L’énoncé (2) est un cas particulier de principe du maximum faible :
le maximum de la (valeur absolue de la) solution est “atteint” sur le bord du
domaine R x €.

Rappelons 'exemple typique de ce que 'on appelle un principe du maxi-
mum : pour une fonction ¢ holomorphe sur un ouvert O connexe et borné de
C, et continue sur O, le maximum du module de ¢ est atteint sur la frontiére
de O; de plus, si ce maximum est également atteint en un point de O, alors la
fonction ¢ est constante sur O.

Le méme énoncé vaut aussi pour les fonctions harmoniques sur O — c’est-
a~dire de laplacien nul sur O : voir [23], Théoréme 7.2.6.

Dans le cas de ’équation de transport, seule la premiére partie de I’énoncé ci-
dessus est vraie; c’est pourquoi on appelle souvent ce type d’énoncé un principe
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du maximum faible — par opposition au principe du maximum fort qui vaut
pour les fonctions harmoniques ou les modules de fonctions holomorphes.

Il existe d’autres équations aux dérivées partielles que I’équation de transport
vérifiant le principe du maximum faible, comme par exemple ’équation de la
chaleur : voir [2], Théoréme 5.2.22, ou [23], Théoréme 8.3.1.

2.5 Estimation L? pour I’équation de transport

Dans la suite de ce cours, tout particulierement dans ’étude des schémas
numériques pour ’équation de transport, on aura besoin d’estimer la taille de
la solution du probléme aux limites en fonction de la taille de ses données.
Le principe du maximum étudié dans la section précédente est évidemment
une fagon d’y parvenir. Dans cette section, nous allons présenter une autre
estimation du méme genre, mais en moyenne quadratique — alors que le principe
du maximum fournit une estimation pour la norme de la convergence uniforme.

Proposition 2.5.1 Soient Q ouvert de RN a bord de classe C' etv € RV \{0},
ainsi que deux fonctions a = a(t,x), S = S(t,z) € C*(Ry x Q). Soient des
données initiales [ € CY(2) et au bord f,7 € C* (R4 x O07) vérifiant les
conditions de compatibilité

fry) = £, 0y), yeoa,

et

8f - in in -

5 (0.9) +0- V") = —a(0,9)f"(y) +5(0.y) ye€o .
Si fm e L*(Q), S € L*([0,T] x Q) et f, € L*([0,T] x 02 ; |v - ny|dtdo(z))
(en notant do(x) lélément de surface sur O et n, le vecteur unitaire normal
a 0 au point x, dirigé vers Uextérieur de Q) et si a(t,x) > 0 pour tout (t,x) €
R, x Q, alors la solution f € C*(Ry x Q) du probléeme

(& +v-Va) ft,z) = —alt,z) f(t, ) + S(t,x), z€Q t>0,
Flog-=1v >
flimo =17
vérifie l'inégalité différentielle
%Hf(t Mz SINFE 20 FISE T2 @)+ 15 (& E 200 j0m do ) -
De plus, pour tout T > 0 et tout t € [0,T],

£t ) 720

<e (£ 72 ) HISNZ2 (0. 1yx ) F 1o 72 (0,17 x 00 s o-n dtdor (2))) -
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Démonstration. La solution f étant de classe C* sur Ry x €, par dérivation
sous le signe somme, on a

G | sstarae= [ je.a o
= /Qf(t,:c) (—v-Vuf(t,z) —a(t,z)f(t,x) + S(t,z)) dz
- _ 1y.V, ,:E2 T — a(t,x ,x2 T , T ,2)dT .
- /92 V. f(t,z)%d /Q(t Vf(t, x)%d +/Qf(t )S(t, z)d

D’une part, d’aprés la formule de Green, en notant do(z) 1’élément de surface

sur 0N et n, le vecteur unitaire normal & 92 au point z, dirigé vers 'extérieur
de Q,

—/ 0V, f(t,2)’de = — / 1f(t,2)%v  nydo(z)

Q a0,
+ /BQ— %f(t,m)2|v “ng|do(z)
< /897 %fb_(t,x)Q\v “ng|do(z)

puisque v - n, > 0 sur 90T,
D’autre part

—/ a(t,z)f(t,z)%dx <0,
Q

de sorte que

d -
G | i <2 [ peoseader [ ot nlis).

On en déduit que

d
A Wiz < NFENT20) + 15T )20
+||fb_ (tv ')H%z(aﬂ—ﬂv-nwdo(w)) ’

qui est I'inégalité différentielle annoncée.
Cette inégalité s’écrit encore

d —s

el G F{ODI A
<e’ (HS(S» ')||i2(9) + (£ (s, ')H%%am;w.nzda(x)))
< (I8, My + 15 (5 )MBx(o0- umpante) -

d’ott la deuxiéme inégalité de la proposition par intégration sur [0,¢] de chaque
membre de l'inégalité ci-dessus. m
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2.6 Equation stationnaire du transport

Jusqu’ici, nous avons étudié uniquement 1’équation de transport sous I’angle
des problémes d’évolution. Bien que les problémes d’évolution soient en principe
les problémes fondamentaux, et que leur analyse soit nécessaire & la compréhen-
sion des régimes transitoires, il faut aussi en pratique étudier les régimes per-
manents, ce qui conduit a considérer des équations de transport stationnaires.

Il existe plusieurs maniéres d’introduire I’équation de transport stationnaire.
En voici deux.

Considérons le probléme aux limites

(& +v-V,) f(t,2) = —a(t,z) f(t,z), z€Q,t>0,
f‘an =/
flieo = 1™,

ot © est un ouvert 4 bord de classe C* de R, ot la fonction a est continue sur
R x©, ot la donnée initiale f* € L7 () et la donnée au bord f,” € L2 (9Q7).

Supposons qu’on cherche & en approcher la solution par un schéma d’Euler
implicite en temps. Autrement dit, on se donne un pas de temps At > 0, et
on approche la fonction f = f(¢, ) par la suite de fonctions (fx(x))r>0, I'idée

étant que
fr(x) = f(kAt,z) en un sens a préciser lorsque At — 0.

La suite de fonctions fj est construite par récurrence en écrivant I’équation
de transport en tous les points de la forme (kAt,z) pour k > 1, et en utilisant
I’approximation rétrograde de la dérivée en temps

of f(kAt, z) — f((k— DAt z)  fu(z) = fum1(2)

a(k’At x) ~ A ~ Az .

Le probléme aux limites ci-dessus s’écrit donc, aprés discrétisation en temps

LELa®) 1y Y, fi(2) = —a(kAt, @) fr(z), weQ k21,
fk‘an = fl;(kAt7 ')7
fO = fzn 9

ce que l'on peut encore mettre sous la forme

A fe(@) + 0 Vo fi(z) + a(kAt,2) fr(z) = 25 fe-1(x), z€Qk>1,
fk’aQ— = fb_(kAta),

fo=fm.
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On voit donc que la fonction fi est obtenue connaissant la fonction fr_1
en résolvant une équation de transport stationnaire d’inconnue F = F(x) de la
forme

{ AF(z)+v-V,F(z)+ A(x)F(z) = Q(z), z€Q,
F‘an =5,

ot A > 0, ot le taux d’amortissement ou d’amplification A est continu sur €,
tandis que le terme source () appartient a L>(£2) et la donnée au bord F,” a
L>(0Q7).

Dans le cas présent, on a A\ = ﬁ, F = fi, A =qa(kAt,-), Q = éfk,l, et
F, = f, (kAt,-).

On voit donc qu’il est trés naturel d’avoir a résoudre des équations de trans-
port stationnaires — et nous retrouverons ce type de probléme plus loin dans
ce cours, lorsqu’il sera question de méthodes numériques pour ’équation de
transport.

Mais il existe aussi une autre maniére d’arriver a 1’équation de transport
stationnaire ci-dessus.
Partons du probléme d’évolution

(& +v-Ve) ft,z) = —a(z)f(t,z), z€Q,t>0,
floa- =1
f|t:0 =fm.

Appliquons aux deux membres de cette équation la transformation de La-
place en temps

+oo
b= o(t) = O(N) == /0 e Mo(t)dt .

Cette transformation est bien définie, par exemple pour ¢ € L*° (R, ), auquel
cas ®(\) existe pour tout A > 0, et vérifie

1
2N < <9l -
On notera N
Fi)z) = / M F(t, )dt
0

Supposons que f™ € L>(Q), que f, € L (R4 x 9Q7) et que a > 0. D’apres
le principe du maximum (Théoréme 2.4.1)

1f1l oo Ry xy < max (|[f7]| (e 1y L@y xo0-)) < +00

de sorte que la fonction F'(A, x) est bien définie pour tout A > 0 et p.p. en z € Q.
Si f est de classe C! sur Ry x Q, — ce qui est le cas lorsque Q est convexe, les
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fonctions f et a de classe C! sur €2, la donnée au bord f, de classe C'! sur
Ry x 9O~ et que f*" et f, vérifient les relations de compatibilité

) =1, 0.),
% (0,9) +v -V "(y) +aly) f"(y) =0,

pour tout y € 92~ — on aura d’une part

400 400
/ e MV, f(t,z)dt =0 - VI/ e M f(t, x)dt,
0 0

et d’autre part, en intégrant par parties,

+oo of t=c0 +oo
/ e ML (t, x)dt = {e*/\tf(t, x)] + )\/ e Mf(t,x)dt
0 ot t=0 0
S AF(L2) - F).
Bref, si f = f(¢, ) est solution du probléme d’évolution

(2 +v-V,) flt,z) = —a(2)f(t,z), z€Qt>0,
Floa- =1y
oy =1,

sa transformée de Laplace en temps, F' = F(\, z), est, pour tout A > 0, solution
du probléme stationnaire

AFE(\,2) +v -V, F(\z)+a(x)F(\ x) = fi*(z), z€Q,
F(A, ')|aQ— = Fb_(>‘a ok
ou oo
F(\y) = / e M (ty)dt, yeon.
0

Cette nouvelle maniére d’arriver au probléme stationnaire présente ’avan-
tage de fournir immédiatement une formule explicite donnant sa solution. En
effet, d’aprés le Théoréme 2.3.2, on a

F(t,2) = Lier f" (2 — t0) exp (_ /0 Ca(e+ (s — t)v)ds)

+ Lisr, fy (=70, x™) exp (—/ a(x + (s — t)v)ds)

de sorte que, pour tout A > 0,
Te t
F(\z) = / f(x —tv) exp <—)\t - / a(x — sv)ds> dt
0 0
+oo Tz
+ / [y (t = Tz, ™) exp <—)\t - / a(x — sv)ds> dt.

0

x
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Lorsque f,” = f, (y) est indépendante de ¢, sa transformée de Laplace vaut,
pour tout A > 0,

_ 1 .- _
Fy (Aay):be (y), yeoa,

de sorte que

F(\z) = /Om ™ (x — tv) exp (—)\t — /Ot a(x — sv)ds) dt

+ £, (z%) exp ( /OH a(x — sv)ds> /+oo e~ Mt

x

= / ™z — tv) exp (—)\t — / alx — SU)dS) dt
0 0
+ 1, choc By (N, 2%) exp ()\Tx — / | alx — Sv)ds) .
0

Aprés ces remarques préliminaires, esquissons la théorie d’existence et unicité
de la solution du probléme au limites pour ’équation de transport stationnaire

AF(z)4+v-VF(z)+ A(z)F(z) =Q(z), x€Q.

Tout d’abord, précisons la notion de solution généralisée de I’équation de
transport stationnaire.

Définition 2.6.1 Soient Q ouvert & bord de classe C' de RN et v € RN\ {0}.
Soient A € C(Q), A€ R et Q € Cy(Q). Une fonction mesurable F' définie p.p.
sur € est solution généralisée de l’équation de transport

AF(z)+v-VF(z)+ A(x)F(z) = Qx), x€Q,
si et seulemement si la fonction
s+ F(z + sv)

est de classe C' p.p. en x € Q, et vérifie

)\F(m—i—sv)—l—diF(m—I—sv)—l—A(a:—&—sv)F(as—i—sv):Q(as—i—sv), x4+ sv e,
s

p.p. en x € ().

Voici le résultat principal d’existence et unicité d’une solution généralisée
pour I’équation de transport stationnaire.

Théoréme 2.6.2 Soient Q ouvert a bord de classe C* de RN, et v € RV \ {0}.
Supposons que A est une fonction continue sur Q telle que

A(z) > 0 pour tout x € ).
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Soient A >0, Q € Cp(Q) et F, € L>*°(0Q7). Alors le probleme aux limites
AF(z)4+v- -V F(z)+ A(x)F(x) = Q(x), z€Q,

F|aQ— =5,
admet une unique solution généralisée F' € L>°(Q), qui est donnée par la formule

F(z) = /OTI exp (—AS - /0 Al - Mda) Qe = sv)ds (2.2)

+ 1, ctoo By (2%) exp (—)\T$ - / / Az — 9v)d9) p.p. enx €K,
0
ot on rappelle que 7, désigne le temps de sortie de 2 partant de x € € avec la
vitesse —v, tandis que x* = x — T,V.

Démonstration. Procédons par condition nécessaire.
Si F' est une solution généralisée de I’équation de transport stationnaire, on
a

%F(az +5v)+ (A+ Az + sv))F(a + sv) = Q(z + sv),

c’est-a-dire J s
— (F(x + sv) exp ()\s + / Az + 9v)d9>)
ds 0
= exp ()\s + / Az + 9v)d9> Q(z + sv)
0

pour tout s tel que x + sv € €, p.p. en = € Q. Intégrons chaque membre de
cette égalité pour s €] — 7,,0][ :

F(z)— lim - (F(x + sv) exp ()\s + /OS A(x + 01})d0)>

s (—Tg

= /O exp <)\s + /OS Ax + 0v)d0> Q(x + sv)ds

—Te

= /Tm exp (—)\s + B Az + 91))d9> Q(z — sv)ds
0 0

_ /OT exp </\5 - /0 Az — 0v)d0> Q(z — sv)ds.

Supposons dans un premier temps que 7, = +oo. Alors, comme F € L*>(Q),
A>0et A >0, pour presque tout = € 2, il existe une suite s, = —oo telle que

P+ slom (st [ A+ 008 ) < [Flamioe 0
0

lorsque s, — —oo. Par conséquent

F(x) = /O+OO exp (—/\s - /OS Az — 9v)d9> Q(z — sv)ds
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p-p- en z € ) tel que 7, = +00.
Au contraire, si 7, < 400, alors

i (Fassoje (A4 [Ta+o0ar) )

s—=(—Tq)t
=F, (z")exp <_)\7—r — / ’ Az — ev)de) .
0
Donc . s
F(z) = / exp (—)\s - / Az — 9v)d9> Q(x — sv)ds
0 0
+ 1, cqooky (z*)exp <—)\Tz — / ’ Az — 91))d9> .
0

On laisse au lecteur le soin de vérifier que la formule ci-dessus définit bien
une solution généralisée de I’équation de transport stationnaire. m

L’équation de transport stationnaire vérifie également une estimation L*°
analogue au principe du maximum que nous avons déja exposé dans le cas
d’évolution.

Théoréme 2.6.3 Soient Q) ouvert a bord de classe C' de RN, un vecteur vitesse
ve RN\ {0}, et A, une fonction continue sur Q telle que

A(z) > 0 pour tout z € Q.

Soient A > 0, Q € Cy(Q) et F,” € L>®(0027). Alors la solution généralisée
F € L>(Q) du probleme aux limites

AF(x) +v- Vi F(z)+ A(x)F(z) = Q(x), z€Q,
F’OQ* =F,
vérifie lestimation

1 _
IFl~i0y < max (1@l 1y lieion ) -

De plus, 51 QQ > 0 p.p. sur Q et F,” >0 p.p. sur 0027, la solution F' vérifie
F>0 p.p. surf.

Démonstration. Partons de la formule du théoréme précédent donnant la so-
lution généralisée F' :

Fz) = /OT'T exp (—)\s - /O Al — 9v)d9> Qz — sv)ds

+ 1-,-I<+00Fb7(x*) exp <_)\Tz — / ’ Az — 91))d9> ,
0
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p-p- en z € . Donc, p.p. en z € ),
F@I < [ eNIQ - solds + |Fy (@)
0

<N1Q o~ oy / e Nds + |[Fy || p=(oa-ye ™

1 — e ATa _ _
= HQHLw(mf + |y (| Lo a0-ye

ATe

1 _
< o (1Ql o I (o) )

La positivité de F' lorsque ) > 0 p.p. sur et F,” > 0 p.p. sur 902~ se lit de
fagon triviale sur la formule explicite donnant F. m

2.7 Exercices

Exercice 2.1 (Cas ou ¢ n’est pas constant) Soit I’équation

%(t,x)+v%(t7$)+o(t,x)f(t,x) =S(t,z), z€R,t>0,

pour une vitesse v € R donnée et avec une condition initiale fo(x). Montrer que
t
f(t,z) = e 2@ fo(x — tv) + / e~ AW St — 5,0 — vs)ds,
0

ot A= A(x,t,s) est une fonction & déterminer.

Indications : On peut utiliser le Théoréme 2.1.3, et en particulier la formule
(2.1) qui fournit évidemment la solution de cet exercice. Une autre approche
consiste & dériver la formule ci-dessus par rapport aux variables ¢ et x et a
déterminer ’équation que doit vérifier A pour que f soit solution de I’équation
de transport. Il ne reste plus qu’a montrer que la solution de cette équation est
donnée par la formule du théoréme :

A(w,t,s)z—/ o(t—7,2 —T1v)dT.
0

Exercice 2.2 (Cas “ stationnaire ) On considére l’équation

)+ 02 10 +of0) = S(ta), weR, 150,

pour x € R, v € R* donné et o constant. On cherche une solution de la forme
f(t,2) = M fla).
1. Montrer que dans ce cas S doit étre de la forme

S(t,x) = s(x)er .
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2. Quelle est I’équation satisfaite par f? Montrer, en supposant f bornée,
que

Fla) == / e (TN s(y)dy

—0o0

ou

. 1 [ -
f(af):_*/ TN s(y)dy
xT

sugvant le signe de (o + X)/v (on suppose o+ A #0).

8. Comment ces formules se généralisent-elles en dimension supérieure ?

Indications : la premiére formule recherchée est & variables séparées : on
l’obtient en insérant la forme de f directement dans I’équation. Les fonctions
proposées au point 2 sont “évidemment” solutions : mais il faut vérifier I'inté-
grabilité, et c’est 1a que le signe de (o + \)/v entre en ligne de compte. Pour la
question 3, voir le Théoréme 2.6.2.

Exercice 2.3 (Un modéle sans condition au bord) On considére une po-
pulation de cellules avec un modéle structuré en dge a > 0. L’inconnue est
n(t,a). Le vieillissement se controle par l'ajout journalier d’une substance chi-
mique représenté par une fonction continue v vérifiant la condition

0<wv(a) <1, a>0.

L’équation vérifie par n est

on 0
e + %(v(a)n) =0.

1. Interpréter les cas v(a) =1 et v(a) = 0.

2. Soit
N(t) = / n(t, a)da
0

le nombre total de cellules au temps t. On supposera que n s’annule pour
a suffisament grand. Montrer que N est croissant en temps, et constant si
n(t,0) = 0. Cela est-il normal ¢ Aurait-on eu le méme comportement avec
un modéle de la forme

8—n(t,a) + v(a)ﬁ—n

—0?
ot aa(t’a) 01

3. Déterminer n en fonction de la condition initiale ngy, le nombre de cellules
par tranche d’dge a t = 0.

4. Montrer que si 0 < v(a) < Ca pour a proche de 0, alors le modéle n’a pas
besoin de condition au bord de type natalité donnée (n(0,t) = ...) pour
étre bien posé.
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5. On suppose v(a) > 0 pour a > 0. Montrer qu’on a le méme résultat sous
la condition supplémentaire

/Olv(la)da:oo.

Indications : comme la fonction v est continue en 0, les conditions des ques-
tions 4 et 5 impliquent que la vitesse v(0) est nulle. Dans ces conditions cela
explique pourquoi il n’y a pas besoin de condition “au bord” en a = 0 pour que
le modéle soit bien posé. La condition du 5 peut s’obtenir en calculant le temps
pour atteindre 0 le long d’une caractéristique. De nouveau, on constate que, si
ce temps est infini, le bord ne peut influer sur la solution.



Chapitre 3

L’équation de Boltzmann
linéaire

Ce chapitre est consacré a l’analyse mathématique de 1’équation de Boltz-
mann linéaire, qui est I’équation fondamentale du transport de particules pour
tous les exemples de théories cinétiques présentés au début de ce cours.

Afin de prendre en compte 'extréme diversité de ces modéles, nous considére-
rons cette équation de Boltzmann linéaire sous la forme

0

(315 +v- Vw> flt,z,v) +alt,z,v)f(t, z,v) = / k(t, z,v,w)f(t,x,w)dp(w),
RN

ot l'inconnue est une densité de particules f = f(¢t,xz,v) > 0 se trouvant a

linstant ¢ & la position = et animées de la vitesse v, et ou a = a(t,z,v) ainsi

que k = k(t,z,v,w) sont des fonctions continues données.

Comme I’équation de Boltzmann linéaire peut étre utilisée dans des contextes
extrémement divers, il y a une grande variété de choix possibles de I’ensemble
des vitesses v admissibles selon le modéle considéré — et par conséquent pour
ce qui est de l'intégration par rapport a la variable v de vitesse.

La notation

P(w)dp(w)
RN
désignera donc, selon le modéle considéré?® :

(a) lintégrale de Lebesgue avec une fonction “poids” E = E(w) > 0 mesurable
sur RY :

$(w) E(w)dw
RN

pour toute fonction ¢ € L*(RY, Edw) ; ou bien

1. Le lecteur ayant quelque familiarité avec la théorie de la mesure pourra résumer les
exemples a)-e) ci-dessous en supposant que g est une mesure de Radon positive sur RN,
Toutefois, aucune connaissance en théorie de la mesure n’est nécessaire pour la compréhension
de ce chapitre.

87
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(b) l'intégrale de Lebesgue

/v o(w)du

sur V, boule ou couronne sphérique de RY, pour toute fonction ¢ € L'(V); ou
bien encore
(c) Vintégrale de Lebesgue

/v o(w)duw

sur V, réunion finie de boules ou couronnes sphériques concentriques de RY,
pour toute fonction ¢ € L'(V); ou bien encore

L. etwre

otl dw désigne I’élément de surface sur la sphére unité S¥—! de RY ; ou enfin

Z PP (W)

veY

(d) l'intégrale de surface

(e) la somme

oit V est un ensemble fini ou dénombrable de RY, et (11y)wey une famille de
réels strictement positifs ; mais aussi

(f) toute combinaison linéaire & coefficients positifs des exemples (a)-(e) ci-
dessus.

Le cas (c) correspond par exemple au modéle du transport multigroupe,
le cas d) a tous les modeéles mettant en jeu des particules monocinétiques —
comme par exemple le transfert radiatif, tandis que le cas (e) correspond a la
discrétisation d’une équation cinétique en la seule variable de vitesse. Ce dernier
cas n’est pas sans intérét, méme si la résolution numérique d’une équation de
Boltzmann linéaire nécessite une discrétisation de toutes les variables ¢, x, v et
pas seulement de la variable v, car il permet d’étudier par exemple I'influence de
la seule discrétisation en vitesse sur la qualité de ’approximation numérique. On
remarquera que les exemples (b) et (c) sont des cas particuliers de (a) (choisir
pour E la fonction indicatrice 1y de V).

Dans ce chapitre, on étudiera notamment ’existence et I'unicité de la solution
du probléme de Cauchy pour I’équation de Boltzmann linéaire ci-dessus, ainsi
que la théorie du probléme aux limites pour cette méme équation et sa variante
stationnaire.

Contrairement au cas de 1’équation de transport libre étudiée au chapitre
précédent, I’équation de Boltzmann met en jeu des phénoménes d’échange par
rapport au vecteur vitesse v : ¢’est le role du noyau intégral k(t, z, v, w) que de
modéliser ce type d’échange. Il n’est donc plus possible de considérer v comme
un paramétre, comme cela a été fait dans le chapitre précédent.
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3.1 Le probléme de Cauchy pour I’équation de
Boltzmann linéaire

Nous allons appliquer les méthodes de résolution de 1’équation de transport
développées dans le chapitre précédent au cas de I’équation de Boltzmann li-
néaire la plus générale.

On considére donc ’équation intégro-différentielle

0
(315 +v- Vx) ft,z,v) + a(t, z,v) f(t, z,v)

= / k(t, x,v,w) f(t, z,w)dp(w) + Q(¢, z,v),
RN

d’inconnue la fonction de distribution f = f(¢,z,v). On notera dans toute la
suite
KF(a) = [ bt o) f(t w)da(w), (31)
RN
et on supposera toujours dans ce chapitre que

a=a(t,z,v) >0 (taux d’absorption),
k=k(t,z,0,w) >0 (taux de transition w — v),
>0 (mesure de Radon sur RY).

On a vu au chapitre précédent tout I'intérét que présente, pour la résolution
des équations de transport, la notion de solution généralisée — en particulier
pour la théorie du probléme aux limites. En effet, pour que la solution d’une
équation de transport dans un domaine & bord régulier de RV, méme convexe,
soit de classe C1, il faut imposer aux conditions initiales et sur le bord de vérifier
des conditions de compatibilité assez lourdes. On a vu également que, lorsque
le domaine spatial ot 1’équation de transport est posée n’est pas convexe, la
solution du probléme aux limites comporte en général des discontinuités.

A partir de maintenant, nous allons donc nous contenter d’étudier le pro-
bléme de Cauchy dans le cadre des solutions généralisées.

Il existe plusieurs notions possibles de solution généralisée pour 1’équation
de Boltzmann linéaire. Voici celle que nous utiliserons.

Définition 3.1.1 Soit Q = Q(t,z,v), fonction continue sur |0, T[xQ x RY.
Une fonction f = f(t,z,v) continue sur |0, T[xQ x RN est solution généralisée
de I’équation de Boltzmann linéaire

%+U-fo+af:ICf+Q

si et seulement si, pour tout (t,x,v) €]0, T[xQ x RN, la fonction

s+ f(t+ s,z + sv,v) est de classe C1 pour x + sv € €,
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et vérifie, pour tout s € R t.q. x 4+ sv € (Q,

%f(t—i—s,x—{—sv,v)+a(t+s,w+sv,v)f(t—i—s,x—i—sv,v)
= (Kf+Q)(t+ s,z +sv,0).

A vrai dire, ce n’est pas la notion la plus générale de solution que 'on
pourrait imaginer. Par exemple, il suffirait de demander que la fonction

s f(t+ s,z + sv,v)

soit absolument continue (c’est-a-dire primitive d’une fonction L'), ou au moins
lipschitzienne, (c’est-a-dire, de fagon équivalente, primitive d’une fonction L*°).
Se restreindre au cas ot cette fonction est de classe C! permet d’éviter le recours
4 des arguments quelque peu techniques sur 'intégration au sens de Lebesgue.

En contre-partie, cela exige que la solution f soit non seulement bornée
mais encore continue — ce cadre excluant la possibilité de traiter le cas d’équa-
tions de Boltzmann linéaires posées dans un ouvert non convexe. Toutefois, les
démonstrations que nous allons présenter ci-dessous dans le cadre de fonctions
continues bornées s’étendent trés facilement au cas de fonctions L°°, & condition
de savoir que toute fonction lipschitzienne sur un intervalle de R est dérivable
p.p., et la primitive d’une fonction de L (théoréme de Rademacher : cf. par
exemple l'exercice 10 du chapitre 7 dans [46]).

3.1.1 Existence et unicité pour le probléme de Cauchy

Commengons par un résultat d’existence et unicité de la solution générali-
sée du probléme de Cauchy pour ’équation de Boltzmann linéaire posée dans
l'espace des phases RY x RY.

Théoréme 3.1.2 Soient une donnée initiale fi* = f"(x,v) € Cp(RYN x RY)
et un terme source Q = Q(t,x,v) € Cy([0,T] x RN x RN). Supposons que

0<acC(0,T] x RY xRY) et 0 <k € Cy([0,T] x RY x RY x RY),

et que de plus

sup / E(t,x,v,w)dp(w) < +00.
(t,z,0)€[0,T]xRN xRN JRN

Alors le probléme
Y +v-Vof+af =Kf+Q, t€]0,T[, z,ueRVN
Flico = £

admet une unique solution généralisée f € Cy([0,T] x RY x RYN).
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Contrairement au cas de ’équation de transport étudiée au chapitre pré-
cédent, on ne dispose pas, pour I’équation de Boltzmann linéaire, de formule
explicite commode en donnant la solution. Il est toujours possible d’écrire la so-
lution sous forme d’une série dont le n-iéme terme général est une intégrale sur
un simplexe de dimension croissant avec n, en itérant sur la formule de Duha-
mel (cf. la démonstration du Théoréme 3.1.2 pour une présentation équivalente
quoique légérement différente). Une telle formule s’interpréte trés simplement
comme ’analogue d’une formule des caractéristiques pour 1’équation de trans-
port dans le cadre des processus stochastiques — voir la section 3.3.

Plus précisément, la formule découlant de ’application de la méthode des ca-
ractéristiques ne donne qu’une relation implicite portant sur la solution générali-
sée f — autrement dit une équation intégrale vérifiée par f.

En réalité, la méthode des caractéristiques conduit aux deux formulations
intégrales suivantes pour ’équation de Boltzmann linéaire :

lére formulation intégrale : pour tout (t,z,v) € [0,7] x RN x RV,
t .
ft,z,v) = exp (—/ a(s,x + (s — t)v,v)ds) " (x —to,v)
0
t t
+/ (Kf+Q)(s,z+ (s—t)v,v)exp (—/ a0,z + (0 — t)v,v)d&) ds;
0 s
2éme formulation intégrale : pour tout (t,z,v) € [0,T] x RN x R,
, t
flt,x,v) = f™(x — tv,v) —l—/ (Kf+Q—af)(s,x+ (s —t)v,v)ds.
0

Pour obtenir la premiére formulation, on applique la méthode des caracté-
ristiques a 1’équation de transport

(aatJrv-Vm)erafS

avec

S=Kf+Q.

Autrement dit, on écrit que
d S
7 (f(t—i— 8, @ + sv,v) exp (/ a(t+6,x +0v,v)d0>)
S 0

=(Kf+Q)(t+s,x+ sv,v)exp (/Sa(t—l—ﬂ,x—i—@v,v)d@) .
0

Pour obtenir la seconde formulation, on applique cette fois la méthode des ca-
ractéristiques a 1’équation de transport

0
<Eﬁ+_v "71> f:: 57



92 CHAPITRE 3. EQUATION DE BOLTZMANN LINEAIRE

avec

S=Kf—-af+Q.

C’est-a-dire que 'on écrit que

d
gf(t—i—s,x—i—sv,v) =(Kf—af+Q)t+s,x+sv,v).
La démonstration du théoréme 3.1.2 ci-dessus est basée sur un argument

de point fixe pour la lére formulation intégrale. Autrement dit, on cherche une
fonction f € Cp([0,T] x RY x RY) telle que

f=FIf™Q+Tf,
en posant
t t
Tg(t,z,v) = | Kg(s,x+ (s —t)v,v)exp (—/ a0,z + (0 — t)v,v)d@) ds,
0 s
et

F[f™ Ql(t,z,v) = f™(z — tv,v) exp (— /Ot a(@,z+ (0 — t)vm)d&)
4 /Ot Qls, 2+ (s — )0, v) exp ( /Sta(G,x +(0- t)v,v)d&) ds .

Démonstration. Puisqu’il s’agit de trouver un point fixe & I’équation

f=Ff"Q+Tf,

suivant la méthode d’itérations successives de Picard, nous allons chercher la
solution généralisée f sous la forme

f=> T"F[f™Q].

n>0
Introduisons ’espace fonctionnel
Xr = Cy([0,T] x RN x RY),
qui est un espace de Banach pour la norme de la convergence uniforme

Ml == sup b(t, 2, v)] .
(t,z,0)€[0,T] xRN xRN

Les hypotheéses faites sur le noyau de transition & montrent que K est une
application linéaire continue sur X, avec

1Kol 2er < M||6]|
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pour tout ¢ € Xp, o 'on a noté

M := sup E(t, z,v,w)dp(w) < +00.
(t,z,v)€[0,TIxRN xRN JRN

Définissons pour tout ¢ € C([0,7] x RN x R") la fonction

So(t1,ta, z,v) == /t2 d(0, 2+ (0 —t2)v,v)db .

D’aprés le théoréme de continuité des intégrales & paramétres, la fonction S¢
est continue sur [0,7]? x (R™)2, et, pour tout g € C([0,7] x RY x RM), la
fonction

t
Tg(t,x,v) = / Kg(s,x + (s —t)v,v) exp(—=Sa(s,t,z,v))ds
0

est continue sur [0,7] x R x R¥. On démontre de facon analogue que la
fonction F[f™", Q] définie plus haut est continue sur [0,7] x RN x RM.
Comme a > 0,
0 < exp(S(—a)(s,t,z,v)) <1

pour tout s,t € [0,7] et z,v € RV.
Donc, pour tout g € Xp

t
Tt z,0)| < / Kg(s, 2+ (s — 1)o,0)|ds < MT|gllr .
0

de sorte que
HTQHXT < MT”gHXT :

De méme
IELF™, Qlllar < 1f" I @y xryy + TR Ay -

Evidemment, par une récurrence immédiate,
TrFIf",Ql € Xr  avec [|[T"F[f™, Qlllxr < (MT)"|F[f™, Q) 27

pour tout n € N, estimation que ’on va améliorer.
En effet, pour tout g € X, l'on a

t
||Tng(t7'7'>||L°°(RN><RN) < M/ HTn_lg(tla'7')||L°°(RN><RN)dt1
0

t pty tn—1
SM”/ / / ||g(tn,',')HLOC(RNXRN)dtn...dtl
0 Jo 0

(Mt)"
< | ||g||L°°(RN><RN) .
n.
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Par conséquent, pour tout n > 1, lapplication linéaire 7™ est continue de
I’espace de Banach Xt dans lui-méme et sa norme vérifie, pour tout n € N
(MT)"

n!

1T caery <
En particulier, d’aprés ce qui précéde

(MT)"
n!

(MT)" . in
< o (f " I oo mn xmyy + TNQI 21 ) 5

[T FF, Qlar < IE1F, Q) e

de sorte que la série

Y TUFI™Q)

n>0

converge normalement dans X7. L’espace X1 étant complet pour la norme ||- || x,.
de la convergence uniforme, on en déduit que cette série converge dans Xr, et
on pose

F=Y_TFlf".Ql € Xr.

n>0

Evidemment, comme ’application 7 est linéaire et continue sur X7, 'on a

F=Ff™QI+> T'F[f",Q

n>1
=F[f™ QI+ T | Y. T"FIf™,Q| = Flf™ QI+ Tf,
n>0

ce qui montre que la fonction f définie par la série ci-dessus vérifie bien la lére
formulation intégrale de I’équation de Boltzmann linéaire sur [0, T] x RY x RV.
En particulier, posons

S=Kf+QecCy([0,T] x RN x RN);

on vient de montrer que
t
ft,z,v) = exp (—/ a(s,x+ (s — t)v,v)ds) [z —tv,v)
0
t t
+/ S(s,z+ (s —t)v,v)exp (—/ a0,z + (0 — t)v,v)d@) ds,
0 s

ce qui, d’aprés le Théoréme 2.3.2 (avec 7, = +00), équivaut a dire que, pour

tout v € RV, la fonction (¢,z) +— f(¢,z,v) est solution généralisée du probléme
de Cauchy

(& +v-Va) fCrv) +al,0) f( ) = S(,,0),

fG, '7U)|t:0 = fm("v) :
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Donc la fonction f définie par la série ci-dessus est bien solution généralisée de
I’équation de Boltzmann linéaire.

Montrons que c’est la seule.

S’il existait deux solutions généralisées f; et fy du probléme de Cauchy
ci-dessus pour ’équation de Boltzmann linéaire, I’on aurait

{ leF[fzan]—’_Tfl?
fo=F[f", Q1+ Tf2,

de sorte que, par linéarité de I’application 7, 'on aurait
(fo=f1)=T(fa— f1).
On concluerait alors que f; = fo grace au lemme ci-dessous. m

Lemme 3.1.3 Awvec les mémes hypothéses et notations que dans le théoréme
ci-dessus, l'unique élément g € X1 vérifiant

9=Tg
est
g=0.
Démonstration. Si g € Xp vérifie
g=Ty,
alors
g=Tg=T(Tg)=...=T"g

pour tout n € N.
Or on a établi dans la démonstration du théoréme que, pour tout n € N,

(MT)"

1T eary < o

Comme
(MT)"
n!

— 0 pour tout 7" > 0 lorsque n — +o00,

on conclut que

(MT)TL

9l < NT" [ caem)llgll e < gl a7 — 0
n'

lorsque n — +o00, d’oti le résultat. m

La démonstration du Théoréme 3.1.2 fournit en particulier une expression
explicite de I'unique solution généralisée du probléme de Cauchy pour I’équation
de Boltzmann linéaire

Y vv-Voftaf =Kf+Q, t€0,T[, z,0 RN

f‘t:O:fin'
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Cette solution est en effet donnée par la formule, parfois appelée “série de Du-
hamel”,
f=>_TFIf™.Ql,
n>0

et chaque terme de la série ci-dessus est explicite en fonction de la donnée initiale
fi™ et du terme source Q. Comme nous ’avons dit plus haut, nous verrons dans
la section 3.3 comment interpréter 1’expression ci-dessus comme ’analogue de
la formule des caractéristiques pour 1’équation du transport. La différence entre
la formule ci-dessus donnnant la solution de I’équation de Boltzmann linéaire et
la formule des caractéristiques pour I’équation de transport libre est que, dans
le cas de I’équation de Boltzmann linéaire, les caractéristiques sont des lignes
brisées aléatoires.

3.1.2 Estimation L* pour le probléme de Cauchy

Comme pour I’équation de transport, il est important de savoir estimer la
solution généralisée d’un probléme de Cauchy pour ’équation de Boltzmann
linéaire & partir de bornes sur sa donnée initiale et sur le terme source. En
réalité, il est encore plus important de disposer de ces informations dans le cas
de I’équation de Boltzmann linéaire, puisque la série de Duhamel donnant Ia
solution de I'’équation de Boltzmann linéaire en fonction de la donnée initiale
et du terme source est nettement plus complexe — et donc moins facilement
utilisable — que la formule des caractéristiques donnant la solution de I’équation
de transport.

Proposition 3.1.4 Soient une donnée initiale f™ = fi"(z,v) € Co(RN x RY)
et un terme source Q = Q(t,z,v) € Cp([0,T] x RY x RYN). Supposons que

0<acC(0,T] x RY xRY) et 0< k€ Cy([0,T] x RY x RY x RY),

et que de plus

sup / k(t, z,v,w)dp(w) < +00.
(t,z,0)€[0,T]xRN xRN JRN

Sion a
fm >0 sur RN xRN et Q >0 sur [0,T] x RV x RV,
la solution généralisée f € Cyp([0,T] x RN x RY) du probléme de Cauchy
Y yv-Voft+af =Kf+Q, tel0,T[, z,v e RV,
flico =™,

vérifie
f>0sur[0,T] x RN x RV,
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Ce résultat est évidemment trés naturel du point de vue physique, puisque
f est censée représenter la densité de nombre des particules dans ’espace des
phases.
Démonstration. Reprenons les notations de la démonstration du Théoréme
3.1.2.

La solution généralisée f a été obtenue comme somme de la série de Duhamel

f — Z T”F[fm,Q] ,

n>0

ot on rappelle que

Tg(t,x,v) = /Ot Kg(s,x + (s —t)v,v)exp (— /: a(@,z+ (0 — t)v,v)d@) ds,

et
F[f™ Q|(t,z,v) = f™(x — tv,v) exp <— /ot a(f,z+ (6 —t)v, v)d@)

+ /075 Q(s,z+ (s —t)v,v)exp <— /St a(@,z+ (0 — t)v,v)d@) ds.

D’une part, si f > 0 sur RY x RY et Q > 0 sur [0,7] x RY x RY| la
définition ci-dessus montre que
F[f™,Q] > 0sur [0,T] x RN x RN .
D’autre part, comme k = k(t,z,v,w) > 0 sur [0,7] x RY x RY x RY,
g>0sur [0,7T] x RY xR = Kg>0sur [0,7] x RY x RY.
Donc
g>0sur [0,7] x RY xRY = Tg>0sur [0,7] x RY xRY,
de sorte que, par une récurrence immeédiate,
T"F[f™,Q] > 0sur [0,T] x RN x RN

pour tout n > 0.
La solution généralisée f est donc positive comme somme de la série a termes
positifs
f=Y_T"Flf™.Ql,
n>0
d’aprés la démonstration du Théoréme 3.1.2. m

Remarque : La solution généralisée f vérifie aussi

, M) A
Pt < ST e IFU Qe < 3 B m1 @l
n>0 n>0

< (Hfm||L°°(RN xRN) + T”QHLOC([O,T]XRNXRN))eMt ;
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avec

M= sup [ kv wlduw),
(t,z,v)€[0,T]xRN xRN JRN

mais cette estimation peut étre améliorée, comme on va le voir.

Proposition 3.1.5 Soient une donnée initiale f™ = fi"(z,v) € C,(RN xRY)
et un terme source Q = Q(t,z,v) € Cp([0,T] x RN x RYN). Supposons que

0<acC(0,T] x RY xRY) et 0< k€ Cy([0,T] x RY x RY x RY),

et que de plus

sup / E(t,x,v,w)dp(w) < +00.
(t,z,v)€[0,T] xRN xRN JRN

Alors la solution généralisée f € Cy([0,T] x RN x RY) du probleme de Cauchy

Uy -Voft+af =Kf+Q, te€l0,T[, z,v e RV,

=17,
vérifie, pour tout (t,z,v) € [0,T] x RY x RV,

f(t,z,v) < (||fm||Loo(RNxRN) +THQ”LOO([O,T]XRNXRN))eDta

ou

D= sup ( /R k(t v, w)dp(w) - a(t,x,v)) :

(t,z,v)€[0,T] xRN xRN +

—avec la notation habituelle z, = max(z,0).

La différence entre cette majoration et celle de la remarque précédente est
évidente. Dans la majoration de la remarque ci-dessus, le terme d’absorption a f
au membre de gauche de I’équation de Boltzmann linéaire ne joue aucun role,
et Pestimation finale ne fait intervenir que la constante M = ||K1||p~, qui ne
dépend que du terme de scattering. Au contraire, la majoration du théoréme
fait intervenir le taux d’absorption a (et plus précisément, I’équilibre entre ab-
sorption et scattering) a travers la constante D = ||(||K1 — a)4||p~ intervenant
dans I'estimation finale de la solution.

L’intérét de cette majoration par rapport a celle de la remarque précédente
est qu’on peut avoir & estimer la solution d’une équation de transport dans des
situations asymptotiques ou

Kl= E(t,z,v,w)du(w) >leta>1,
RN

mais ou

(Kl1—a);+ =0(1).
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Ce genre de situation est typique des cas ol 'approximation de I’équation de
Boltzmann linéaire par une équation de diffusion est justifiée — et d’ailleurs
nous verrons que la Proposition 3.1.5 joue un réle absolument crucial dans la
démonstration de cette approximation.

Cas particuliers importants :

1) Supposons que I’absorption domine la création de particules, c’est-a-dire que
Kl(t,z,v) = / k(t, z,v,w)dp(w) < a(t,z,v).
RN

Alors, pour tout (t,2,v) € [0,T] x RNV x RY

ft,z,0) < HmeLOO(RNxRN) + T||Q||L°°([O,T]><RN><RN) .

2) Principe du maximum faible : si 'absorption domine la création de particules
et que de plus Q = 0, alors

ft,2,0) < [|f"|pe@mrxry)y, pour tout (¢,z,v) € [0,T] x RN x RV .

Passons maintenant & la démonstration de la proposition ci-dessus.
Démonstration. Soit Z = Z(t) € R la solution de I'équation différentielle

ordinaire )
{ Z(t) = DZ(t) + |Ql Lo (o, 1) xRN xRN) 5
Z(0) = | £ o (RN xRN -

Evidemment
Z(t) = |If™ || Lo @ xrmy Pt + Q| oo (0,17 xmY xmY) E(DE), £ >0,

ou

siz=#0,

1 siz=0.

Considérons la fonction
g(t,x,v) = Z(t) — f(t,z,v), (t,z,v) €[0,T] x RN xRN,

Calculons

d . d
£g(t+5,x+sv,v):Z(t+s)—%f(t—l—s,:c—f—sv,v)

=DZ(t+ s) + [|Qll Lo (jo, 1) xrN xmRN) = K[ (t + 5,2 + sv,0)
+a(t+ s,z + sv,0)f(t+ s,x + sv,v) — Q(t + s, + sv,v)
=Kg(t+ s,z + sv,v)—a(t + s,z + sv,v)g(t + s,z + sv,v)
+ QLo (0,1 xRN xRNy — Q(t + 8,2 + 50, V)
+(D—-Kl+4a)(t+s,x+sv,0)Z(t+s).
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Autrement dit, la fonction g est la solution généralisée du probléme de Cau-
chy
%—vawg—&-ag:ICg-i-S,

g}tzo = [|f"™ || oo (mY xmN) — 7,

ou
S(t,z,v) = |Ql = (jo,r1xry xrYN) — Q(t,2,0) + (D — K1+ a)(t, z,v) Z(t).

Comme Z > 0 d’aprés le calcul ci-dessus, on a

S>0sur [0,7] x RN x RV,
tandis que

g‘tzo = HmeLoo(RNxRN) — f">0sur RY x RV,

D’aprés la proposition précédente,

g>0sur [0,7] x RV xRN,
d’ot la majoration annoncée puisque

E(Dt) <ePt, t>0.

En effet, pour tout z > 0, 'on a

n

z z
Bo- ey
= (n+1)! = n!

ce qui conclut la démonstration. m

3.2 Le probléme aux limites pour I’équation de
Boltzmann linéaire

On considérera tout au long de cette section un ouvert ) convexe borné

de classe C' de R ; on note n, le vecteur normal unitaire au point z € 99

pointant vers l'extérieur de ().
On notera également dans tout ce qui suit

Iy = {(z,v) € xRN |v-n, >0},
To = {(z,v) €2 xRN |v-n, =0},
I_ = {(z,v) €2 xR |v-n, <0}.

On notera 7, le temps de sortie de 2 dans la direction —v en partant de
x € Q : c’est-a-dire que

Tew =inf{t > 0]z —tv ¢ Q}.
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Dans le chapitre 2, on avait supposé que toutes les particules étaient transportées
avec le méme vecteur vitesse v, et c’est pourquoi le temps de sortie ne dépendait
que de la variable de position z. Comme on I’a dit dans I'introduction du présent
chapitre, I’étude de I’équation de Boltzmann linéaire impose de considérer des
populations de particules de vecteurs vitesses quelconques. Le temps de sortie
est donc tout naturellement, pour de tels systémes de particules, une fonction
des deux variables x et v, ce qui justifie la notation ci-dessus, différente de celle
adoptée dans le chapitre 2.

Tout au long de cette section, on fait I’hypothése suivante sur les taux d’ab-
sorption et de transition :

OSCLEC(;(R+X§$XR11}\[),

< re) N N
() 0<keCy(Ry xQ xRy xRY),

sup / k(t, xz,v,w)dp(w) < +00.
(t,z,0)ER; xQOxRN JRN

3.2.1 Existence et unicité pour le probléme aux limites

Nous allons commencer par étudier le probléme aux limites ot on prescrit la
valeur au bord de la fonction de distribution des seules particules entrant dans
le domaine spatial sur lequel est posée ’équation de Boltzmann linéaire.

Cette condition aux limites n’est pas la plus naturelle dans la plupart des
applications — d’ailleurs nous donnerons plus loin d’autres exemples de condi-
tions aux limites que ’on rencontre en pratique dans I’étude de ’équation de
Boltzmann linéaire. Toutefois, on s’y raméne presque toujours en pratique. C’est
pourquoi nous allons étudier cette condition aux limites en détail dans ce para-
graphe.

Théoréme 3.2.1 Soient des données fi" € C,(QAx RY), f,- € Cp([0,T] xT'_)
t.q.
fy (0,y,0) = f™"(y,v) pour tout (y,v) €T,

et Q € Cy([0,T] x Q x RN). I existe une unique solution généralisée f dans
Uespace Cy([0,T] x Q x RYN) pour le probleme

YU v -Vof+af =Kf+Q, t€)0,T[, z€Q, veRV,
f|F, =y
f|t:0:fm’

Voici comment la condition aux limites modifie la premiére formulation in-
tégrale vérifiée par la solution généralisée du probléme de Cauchy.
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lére formulation intégrale :

flt,z,v) = Li<r, , f"(x — tv,v) exp (— /t a(s,z+ (s — t)v, v)ds)
0

t

Flisr,  fy (t = Tow, 23, v) exp (—/ a(s,z+ (s —t)v, v)ds)
t—Tz,v

+/(t : exp ( /75 a(f,x+ (0 — t)v,v)d0>
| x(Kf+Q)(s,x+ (s —t)v,v)ds,

ol on a noté

*
Ty =T — Tyt

et z1 = max(z,0).

La démonstration du théoréme ci-dessus suit de trés prés celle du Théoréme
3.1.2 pour le probléme de Cauchy. Nous nous contenterons donc de I’esquisser
en insistant sur les différences entre les deux arguments.

Démonstration. On cherche une fonction f telle que

F=Ff" f Qu+T'f

en posant
T g(t,x,v) =
¢ t
/ Kg(s,z+ (s —t)v,v)exp (—/ a0,z + (0 —t)v, v)d@) ds,
(t—=Ta,w)+ s
et

F'lf™, £, Ql(t, x,v) :=
Licr,  f™" (@ = tv,v) exp (_ /t a0,z 4 (6 —t)o, v)d9>
0

t

Flisr,  fy (8= Tow, 2, 0) exp (—/
t

—Tx,v

a(s,x + (s —t)v, v)ds>
+ /(:TM)+ Q(s,z + (s — t)v,v) exp (— /St a(f,z+ (6 —t)v, v)d9> ds.

En procédant comme dans la Proposition 2.2.5, comme l'ouvert {2 est convexe
a bord de classe C'!, on montre que I’application

U:T_ xRY 3 ((z,v),t) = (z +tv,0) € RY x (RV\ {0})

est de classe C' et injective, et que DV((zg,v0),t0) est un isomorphisme de
Tro0o xR sur R~ x R¥ pour tout (xg,v0) € ['_ et tout to > 0. L’application
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U est donc un C'-diffeomorphisme de I'_ x R’ sur son image ¥(I'_ x RY ), qui
est un ouvert de RN x (R™ \ {0}). Or

T xRN RY) = {(z,v) e A xRV s.t. 7, < 00} = W.
On en déduit que les applications
W3 (z,v) = Tp0 € RY

et
QxRN 3 (z,0) = 7|0 € Ry

sont continues.

De plus, comme les données f*" et f,~ vérifient la relation de compatibilité
sur {0} x T'_, la fonction F'[f™, f,~, Q] est continue sur [0,7] x Q x RY. Et
comme a > 0, on a

|F/[finafb_7Q](t7x7U)| S 1tSTm,u‘fin(x_trUarU)| + 1t>7'z,v‘fb_(t_7-x,v7xz7v)|

t
—1—/( |Q(s,z + (s —t)v,v)|ds

t—Ta,v)+
t
< max (|| /" || e axrys 1y |20, 17x1_)) +/ Q- )l Lo (axrN)
0

puisque (t — 7.,)+ > 0. Par conséquent

IE'[f*™, £y QU L ([0,1)x xRN
< max (|| f" | @xryys 1y lzeqo.rxr_y) + TIQl pe< (0,11 x2xRY) -
Cette fois, on va chercher la solution généralisée sous la forme
f=) TE 8, Q)
n>0

Exactement comme dans le cas du probléme de Cauchy dans RY x R¥, on
montre que la série ci-dessus converge normalement dans I’espace fonctionnel

Xy = Cy([0,T] x @ x R)
muni de la norme de la convergence uniforme

||¢||X% = sup |¢(t,1‘,1})|7
(t,2,v)€[0,T]x QxRN

pour laquelle l'espace X7 est un espace de Banach (attention, 'exposant / est
une notation qui ne désigne pas I'espace dual ici).
En effet, pour tout g € X, on a

t
T'g(t,2,0)] < /( | Kg(s, 4 s, elds
t—Ta,v)+
t
<M ( : llg(s, -5 )L @xmrryds
t—To,v)+
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pour tout (z,v) € QxRN et tout ¢ € [0, T]. Par conséquent, pour tout ¢ € [0, 7],

t
IT"g(t, ) e (axrryy < M/ ”7-/71719(5,'7')|L°°(Q><RN)d5
0

(MT)”
S g1l Lo (jo,71x xRN
d’ou
- (MT)"
|7 ||£(X§)§ T
Ainsi
n mn — (MT)n in —
ST F 7 Qllag < Y2 = P fy Qg < +o0.
n>0 n>0||

Autrement dit, cette série converge normalement dans lespace Xr. Cette
espace étant complet pour la norme || - HX/T, la série ci-dessus converge donc
dans X, et on pose

f .— ZT/nFl[fln7fb_7Q} ,

n>0
ce qui définit f € X

Par linéarité de I'opérateur 77, on a

F=F 0, Q+ Y T F ™, f,,Q

n>1
= Flf" QU+ T | DT FI™, 1y, Q)
n>0
=F'[f" QU+ T'f,
de sorte que la fonction continue f ainsi construite vérifie la lére formulation

intégrale de I’équation de Boltzmann linéaire.
Posant

S=Kf+QeCy([0,T) x 2 xRN),

on aboutit au fait que f vérifie

ﬂu%m:1K%Jm@—wmm@(—/wa+@—num@)
0

t

—Tz,v

+1t>7—g;,'ufl: (t — Tz, x;kn ’U) exp <_ / G(S, T+ (S - t)”a U)d5>
t

+/(t e <_ /: a(8,x+ (0 — t)o, v)d@) S(s,2 + (s — tyv,v0)ds,

t—Tx,v
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ce qui, d’aprés le Théoréme 2.3.2, équivaut a dire que, pour tout v € RV, la
fonction (t,2) — f(t,x,v) est solution généralisée du probléme de Cauchy

(& +v-Va) F(0) +al0) f(0) = S(, ),
f('a 'av)|[07T]><aQ— = fb_(a '7”)3

f('a '7v)|t:0 = fin('vv) .

Donc la fonction f définie par la série ci-dessus est bien solution généralisée de
I’équation de Boltzmann linéaire.
C’est la seule, car s’il en existait deux, disons f; et fa, I'on aurait

fi—fe=T(fi=f)=-..=T" (/L — f2)
pour tout n € N, de sorte que

(MT)"

n!

/'
1f1 = fallag, < NT"lccapllfi = fallxg < 1 f1 = fallag, — 0

lorsque n — +00. On en déduirait donc que || f1 — fallx; =0, d’ott f1 = fo. =

3.2.2 Estimation L*° pour le probléme aux limites

Comme nous 'avons fait dans le cas du probléme de Cauchy posé dans
I’espace euclidien, nous allons maintenant étudier comment controéler la taille
de la solution en fonction de celle de la donnée initiale et de la donnée au bord
du domaine spatial.

Le résultat principal dans cette direction est le

Théoréme 3.2.2 Soient des données [ € C,(Q x RYN), f € Cy([0,T] xT'_)
tq. fy |ieg = fm|n et Q € Cp([0,T] x Q x RYN), et soit f l'unique solution
généralisée du probléeme

YU v -Voft+af =Kf+Q, t€)0,T[, z€Q, veRV,
fle =1
Flocg =1
(1) Si fm >0 surQ, f >0 sur[0,T] xT_, et Q>0 sur[0,T] x 2 x RV,
alors f >0 sur [0,T] x Q@ x RV ;
(2) de plus, pour tout (t,z,v) € [0,T] x Q x RV,

ft,2,v) < max(|| £ poe (axrnys |y lzoe o7y ))e”!

+ T)Qll L (jo.11x 2xrN) €7
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en notant

D= sup </RN k(t, z, v, w)du(w) — alt, x,v))

(t,z,v)€[0,T]x QxRN +

Cas particulier : si on a, pour tout (¢,7,v) € [0,T] x 2 x RV,
K1(t,z,v) = k(t, z,v,w)dp(w) < a(t,z,v),
RN

alors D = 0 et, pour tout (¢,z,v) € [0,T] x Q x RV,

f(t,2,v) <max(|| £ | Lo xmyys 1y 1L o,rxry)

FTNQ| Lo ([0, 7] x 2x RN -

Démonstration. Comme dans la démonstration de la Proposition 3.1.4, on
observe d’une part que, si fi”; 0sur €, fi” > 0sur [0,7] x I'_, et enfin si le
terme source Q > 0 sur [0, T]x QxRN alors, pour tout (¢, z,v) € [0, T]x QxRN

FIf™, £y Ql(t,z,v)
=li<,, " (z — tv,v) exp (/0 a(f,z+ (0 — t)v, v)d9>

t
Flisr,  f (t— Tow, 2y, v) exp (— / a(s,z + (s —t)v, v)ds)

t—Te,v
t t
—|—/ Q(s,z+ (s —t)v,v)exp (—/ a(@,z+ (0 — t)v,v)d9> ds > 0.
(t—Tw,v)+ s
D’autre part, comme k = k(t,z,v,w) > 0 sur [0,7] x 2 x RN x RV,
g>0sur [0,T)] x QxRN = Kg > 0sur [0,7] x 2 x RV,
ce qui entraine que B
T'g>0sur [0,7] x Q xRV

Par conséquent
TFf™ f,7,Q] >0 sur [0,T] x Q xRV,

de sorte que la solution f du probléme aux limites considéré, qui est donnée par
la série
f — Z TmF/[fm,fb_,Q] ,
n>0
vérifie
f>0 sur[0,7] xQ xRN,

comme somme d’une série a termes positifs. Ceci démontre le point (1).
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Pour vérifier le point (2), on procéde comme dans la preuve de la Proposition
3.1.5.
Soit Y =Y (t) € R la solution de I’équation différentielle ordinaire

Y (t) = DY (1) + [|Qll o (jo, 1) x2xRN) 5

Y (0) = max (| /] Lo (axrny: 1fy Lo o,mxr)) -

Evidemment

Y () = max (|| f"|| Lo oxr), 1fy [z o,r<r_)) €7F

+ QLo (o, xrN xrRN) E(Dt), £ >0,

ou

siz#0,
1 siz=0.
Considérons la fonction
h(t,xz,v) =Y (t) — f(t,z,v), (t,z,v)€[0,T] x RY xRV .

On vérifie comme dans la preuve de la Proposition 3.1.5 que la fonction h est la
solution généralisée du probléme aux limites

9h v V,h+ah=Kh+S
h‘l_‘_ Z Y(t) - fl;(ta K ) )
hl,g =Y (0) = f™,
ol
S(tama ’U) = ||QHL°°([O,T]><RN><RN) - Q(ta :L',U) + (D - K1+ a)(t,x,v)Y(t) :
Or
Y(0) — f = max (HmeLOO(QxRN)a Iy (o mxr_y) — f™ >0
sur  x RN, tandis que

Y(t)— f, (t,y,0)
> max (|| /" || L axry)s 15 ln=(o,rxr_)) — fp (ty,v) =0

sur [0, T]xT'_. D’autre part, comme Y > 0 d’aprés la formule explicite ci-dessus,
et que D — K1+ a > 0 par définition de D, on a

S>0 sur[0,7] x QxRN
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D’aprés I’énoncé (1),
h>0 sur[0,7]x QxRN
d’ou la majoration annoncée puisque
E(Dt)<ePt, t>0.

3.2.3 Autres conditions aux limites

Jusqu’ici nous avons considéré uniquement des conditions aux limites consis-
tant & prescrire la valeur au bord de la densité de particules entrant a tout instant
dans le domaine spatial. Comme on I’a vu au chapitre précédent, cette condition
est tout a fait naturelle dans le cas de I’équation de transport avec une vitesse
unique donnée.

La situation est différente pour le cas de I’équation de Boltzmann, ou les
mécanismes d’absorption et de création (par exemple par scattering) mettent
en jeu des phénomeénes d’échange de vitesses.

C’est pourquoi il existe en théorie cinétique de nombreux autres exemples
de conditions aux limites. Nous en présenterons quatre dans cette section.

Dans tous les cas, on considérera 1’équation de Boltzmann linéaire sous la
forme

ot

ottt €[0,7], z € Qet v € RV, avec Q ouvert convexe borné a bord de classe C'*
de RY, en notant n, le vecteur normal unitaire au point x € 92 pointant vers
Pextérieur de 2. Le terme de scattering ICf est donné par un opérateur intégral
de la forme

(6 +v- VI> ft,z,0) = Kf(t,z,v) —alt,z,v)f(t,x,v),

Kft,z,v) = k(t, z,v,w) f(t, 2z, w)du(w) .
RN

Conditions aux limites périodiques :

L’équation de Boltzmann linéaire ci-dessus est posée sur le cube [0, L]V, avec
les mémes conditions aux limites périodiques que celles de la Remarque 2.2.9 :

f(t,&5,v) = f(t,2; + Lej,v), z€d(0,L[N), t>0,1<j< N,
ou on rappelle que
CEj = (1‘1,...,,Ij_l,o,l‘j+1,...,IN) et €; = (0,...,0,1,0,...70).
—— N —
J—1 N—j

En suivant le méme raisonnement que dans la Remarque 2.2.9, on considére
le probléme de Cauchy posé dans I’espace entier

(gt—i—v-vm)F:ICF—aF, (z,0) e RN xRN | t >0,

F’t:O _ F’LTL .
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Dans cette formulation, a et k sont des fonctions périodiques de période L en
chacune des variables spatiales 1,...,zx. De méme, la donnée initiale F'" est
la fonction périodique de période L en chacune des variables spatiales z1,...,Tx
dont la restriction pour z € [0, L] est fi".

Comme les fonctions a, k et F'™ sont périodiques de période L en chacune
des variables spatiales x1,...,zy, on voit que, pour tout k € Z", la fonction
F}, définie par Fy(t,z,v) = F(t,x + lk,v) est solution du méme probléme de
Cauchy que F. Par unicité de la solution du probléme de Cauchy (Théoréme
3.1.2), on conclut que F}, = F pour tout k € ZV, c’est-a-dire que la solution F
est périodique de période L dans chacune des variables spatiales x1,...,zN.

Alors la solution du probléme aux limites pour I’équation de Boltzmann
linéaire ci-dessus posé dans le cube [0, L]V est la restriction pour z € [0, L]V de
la solution du probléme de Cauchy, c’est-a-dire que

f(t,z,v) = F(t,x,v) pour tout (¢,z,v) € Ry x [0, L]Y x RV .

Réflexion spéculaire :

On suppose que chaque particule arrivant sur le bord du domaine  en se
dirigeant vers I'extérieur de €2 y est réfléchie vers 'intérieur de € suivant la loi
de Descartes. C’est a dire que le vecteur vitesse v’ de la particule apreés collision
au point x € 0f) est le symétrique orthogonal du vecteur vitesse v de cette
méme particule avant collision par rapport a l’espace tangent & 92 au point x.
Autrement dit

v =v—2(vng)ng .
Dans toute cette section, n, désigne le vecteur unitaire normal & 9 au point
x, dirigé vers l'extérieur de €.
Au niveau de la fonction de distribution, cette condition de réflexion s’écrit

ft,z,v) = f(t,z,v —2(v-ny)n,), veRN, ze€oQ,

pour tout ¢t > 0.

Par exemple, cette loi de réflexion est vérifiée par I'intensité lumineuse éclai-
rant une surface extrémement lisse et parfaitement réfléchissante, typiquement
un miroir (d’ou adjectif “spéculaire”).

Réflexion diffuse :

Cette loi de réflexion est adaptée par exemple au cas de rayons lumineux
éclairant une surface mate — par exemple un écran de cinéma. Dans ce cas,
I'intensité réfléchie est la méme dans toutes les directions. Traduisons cela au
moyen de la fonction de distribution :

ft,x,v)=F(t,z), v-ny, <0, z€dN.

Il reste & évaluer F'. Faisons I’hypothése que le flux de particules réfléchies par
le bord 992 du domaine est égal, en tout point z € 9N et pour tout ¢ > 0, au
flux de particules incidentes :

/ F(t, )l - noldu(v) = / F(taww - npdp(w), z€dQ, t3 0.
VN <0 Ng >0
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Cette identité permet d’évaluer F'(¢,x), et d’en déduire la formulation suivante
de la condition de réflexion diffuse :

/ ft, x, w)w - nydu(w)
N >0

[ wnaddutw)
wng<0

Dans le contexte de la photonique, cette loi de réflexion porte parfois le nom de
“loi de Lambert”.

On peut également panacher ces deux lois de réflexion, pour aboutir a la

, v-ng, <0, xz€IN.

ft,z,v) =

Condition d’accomodation :

En tout point z € 99, et a tout instant ¢, la fonction de distribution des
particules réémises vers l'intérieur de €2 est une pondération convexe entre la
fonction de distribution obtenue par réflexion spéculaire et celle obtenue par
réflexion diffuse — la pondération pouvant dépendre du point x du bord et de
Iinstant ¢. Autrement dit

flt,z,v) =(1—a(t,z) f(t,z,v — 2(v - ng)ny,)
| Smw) - nadun)

+ at,z)==
[ naldute)
w-n, <0

Dans tous les cas, la condition aux limites se met sous la forme

, veong <0, x€dR.

ft,z,0)|v-ng| = / r(t, z,v,w) f(t, z, w)w - nydp(w),

w-ng>0
vong <0, x€dR,

ol
r(t, z, v, w)w - ngydp(w) = v - ng|do(w — v+ 2(v - Ny )ng),

veong <0, x€0dQ,
dans le cas de la réflexion spéculaire, tandis que

|v - ngl|w - nydu(w)

[ naldute)
w-n, <0

dans le cas de la réflexion diffuse, le cas de la condition d’accomodation corres-
pondant &

, veng <0, z€dN,

r(t,z, v, w)w - nydu(w) =

r(t, z, v, w)w - nydp(w) = (1 — alt, z))|v - ng|do(w — v+ 2(v - Ny )ng)

|v - ng|w - nydu(w)

/ jw - | dps(an)
w-n,<0

+ a(t,x) , veng <0, z€dN.
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La notation dy désigne la masse de Dirac au point 0 dans RY.
Plus généralement, on s’intéressera & des conditions de réflexion de la forme

flt,z,v)|v-ng| = / r(t,x,v,w) f(t,z,w)w - nydu(w),

w-ng >0
veng <0, xz€0df,

ou
r(t,z,v,w) >0, (t,z,0,w) € Ry x 92 x RN x RN

vérifie, pour tout (t,z,w) € Ry x 90 x RV,

/ r(t,z,v,w)du(v) =1,
V<0

et
/ r(t,z,v,w)w - nydu(w) = |v-ng|,
‘N >0

pour tout (¢,7,v) € Ry x 92 x RN tel que v - n, < 0.

Toutes les conditions de réflexion de ce type satisfont & une inégalité élémen-
taire mais trés importante dans la pratique, due & Darrozes et Guiraud. Nous
la donnons ci-dessous dans le seul cas d’une non linéarité quadratique. (Dans le
contexte de la théorie cinétique des gaz, cette inégalité porte sur le flux d’entro-
pie au bord, et fait donc intervenir une non linéarité de la forme z — z1nz.)

Lemme 3.2.3 (Darrozes-Guiraud) Soit f € L>([0,T] x 90 x RY) vérifiant
la condition de réflexion

ft,z0)|v-n,| = / r(t, z,v,w) f(t, z, w)w - nydpu(w),
wng >0

veong <0, x€d,

o
r(t,z,v,w) >0, p.p. en(t,z,v,w) € Ry x 00 x RY x RN

satisfait aur conditions
/ r(t,z,v,w)dp(v) =1 et / r(t,z, v, w)w - nydp(v) = |v - Nyl
VN <0 Vg >0

pour tout (t,x,v) € Ry x 90 x RN tel que v-n, < 0.
Alors

ft,z,0)%v-ngdv >0 p.p. en (t,x) € [0,T] x 09,
RN
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avec égalité si et seulement si f(t,x,v) = F(t,x) p-p.p., c’est-a-dire si la fonc-
tion v — f(t,x,v) est u-p.p. constante? en v, p.p. en (t,z) € [0,T] x 9.

Démonstration. On a donc

/ F(t,2,0)%|0 - ng|dpa(v)
vn,<0

2 dp(v)
= - ngd o
/v-n$<0 (/w'nz>0 T(t7 o w)f(t7 " w)w " M(w)> |’U ' nacl

p.p- en (t,z) € [0,T] x 9Q. D’apreés I'inégalité de Cauchy-Schwarz
2
(/ r(t,z,v,w) f(t, z, w)w - nxdu(w)>
Ny >0
<([ e o)
w-ng >0
X </ r(t, v, w) f(t, z, w)*w - nzd,u(w)>
w-ng >0
ool [ o) (60 nadut).
w-nge>0

Donc

/ £t 2,0 - gl du(v)
VN <0

/ </ r(t, v, w) f(t, 2z, w)*w - nwdu(w)> du(v)
Vg <0 w-ng >0

[ (] e femwio nduw)
w-ng>0 VN <0
= / f(ta x, ’U})2U} : nmdﬂ(w) )
‘nge>0

IN

d’ou 'inégalité annoncée.

2. Dans les exemples (b)-(c) de I'introduction, p est la mesure de Lebesgue restreinte a une
partie de R, et la notation u-p.p. signifie “presque partout” au sens habituel. Dans I’exemple
e) correspondant & une variable v appartenant & une partie finie ou dénombrable V de R,
la notation p-p.p. en v signifie “pour tout v € V”. Enfin, dans I’exemple d) ou du(v) désigne
I’élément de surface sur la sphére unité S¥—1 de R, la notation u-p.p. signifie que la fonction
f(t,x,-) est constante sur le complémentaire d’une partie N de SN—1 telle que

/Nd/,L('u) =0.

Par exemple, lorsque N = 3, I’élément de surface sur la sphére unité de R3 s’écrit, en coor-
données sphériques (0, ¢) €]0, 7[x]0, 2n[ — comme dans la figure 1.1 — du(0, ¢) = sin Od¢pdo.
Dans ce cas, la notation u-p.p. équivaut a p.p. en (0, ¢).
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En cas d’égalité, il y a alors égalité dans l'inégalité de Cauchy-Schwarz p-p.p.
en v, c’est-a-dire que

(/ﬂpm“@xwwwf@xﬂww4%mmw02

—(memmummmwmﬂ
X (/‘nz>0r(t,x,v,w)f(t7x,w)2w . nmdu(w)> :

Or ceci entraine que les fonctions

w = /1t v, w)w - ng et w s \/r(t x, v, w)w - ng f(t, T, w)

sont p-p.p. colinéaires, ce qui équivaut a dire que la fonction w — f(t,x,w) est
u-p.p. constante en la variable w € V, p.p. en (t,z) € Ry x 9. m

Nous ne ferons pas en détail la théorie du probléme aux limites avec ce type
de condition de réflexion. Voici toutefois deux remarques importantes dans cette
direction.

Supposons que le taux d’amortissement a et le noyau de transition k vérifient
les hypothéses générales (H) ainsi que

sup / k(tvxvvvw)dﬂ(v) < 400.
(t,z,w)eR; xQxRN JRN

Supposons également pour simplifier que le noyau r définissant la condition de
réflexion vérifie les hypothéses suivantes :

0 <7r(t,z,v,w) € Cp(Ry x 92 x RN x RN),

/ r(t,z,v,w)dp(v) =1, (t,z,w) € Ry x 92 x RV,
VMg, <0

/ r(t, v, w)w - ngdp(w) = [v-ng|, (t,z,v) € Ry x 90 x RV,

w-nge>0

Evidemment, le cas de la réflexion spéculaire ou d’une condition d’accomodation
ne vérifient pas la premiére hypotheése, car le noyau de réflexion contient alors
une mesure de Dirac. Malgré tout, les raisonnements ci-dessous s’adaptent sans
difficulté a ces deux cas particuliers importants.

Une premiére observation importante est que I'inégalité de Darrozes-Guiraud
entraine un résultat d’unicité.

Proposition 3.2.4 Soit fi" € C1(Q x RN). Sous les hypothéses ci-dessus por-
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tant sur le noyau r, le probleme aux limites

(2 +v- V) f(t,z,0) = (Kf —af)(t,z,v), (t,z,0)€)0,T[xQ xRV,

ft,z,0)|v-ng| = / r(t,z,v,w) f(t, z,w)w - nydw, (r,v)el_,

w-nge >0
f|t:0 =
admet au plus une solution classique f € C1(Ry x Q x RY).

S’il en existait deux, disons f1 et f, la différence g = f1 — f2 appartiendrait
a Cl(R, x Q x RY) et vérifierait

(5 +v- Vo) g(t,z,0) = (Kg —ag)(t,z,v), (t,z,v) €], T[xQ x RV,

g(t,x,v)|v-ng| = / r(t, z,v,w)g(t, z,w)w - nydw, (r,v) €T _,

w-ng >0
g‘t:O =0.

Le coeur de la démonstration de la Proposition 3.2.4 repose sur I’estimation
a priori suivante, obtenue par une méthode tout a fait analogue a celle décrite
dans la section 2.5.

Notation : pour tout X C R"™, on note CF(X) l'ensemble des fonctions de
classe C* sur un voisinage ouvert de X dont toutes les dérivées partielles d’ordre
inférieur ou égal a k sont bornées sur X.

Lemme 3.2.5 (Estimation L?) Posons
D = [|5(K1 4+ K*1 = 2a)" || L=, xoxRY) »

en notant KC* ladjoint (formel) de Uopérateur K, c’est-a-dire que

K*f(t,x,w):/ k(t, x,v,w) f(t, z,v)du(v) .

RN

Toute solution g € CZ}(R+ x Q x RN) du probléeme auz limites ci-dessus vérifie
linégalité différentielle

4 // g(t, z,v)*dzdu(v) < 2D // g(t, z,v)2dedu(v).
dt QxRN QxRN

Remarque 3.2.6 Par rapport a la définition (3.1) de lopérateur K, son adjoint
K* est défini en inversant les roles des vitesses v et w dans le noyau k(t, z,v, w).
Autrement dit, on intégre par rapport 4 v dans la définition de K* alors qu’on
intégrait par rapport & w dans celle de K.
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Démonstration du lemme. Multiplions par g chaque membre de I’équation
ci-dessus : on trouve

<é?t +v-V ) (ta'ra U)Q = g(t,x,v)/Cg(t,x,v) - a(t’xa U)g(tvxav)z .
De plus, en appliquant le théoréme de Fubini
/ g(t,z,v)Kg(t,xz,v)dp(v)
RN
= [ ko wgte 0t w)dn() ()
RN JRN
/ / k(t, 2, v,w)1(g(t,z,v)? + g(t, 2, w)*)dp(v)dp(w)
RN RN
_/ LKL+ K*1)(t, z,w)g(t, z,u)*dp(u) .
RN
Ainsi
l/ 0 + vV | g(t, z,v)*du(v)
2 at ) )
< / LK1+ K*1 = 2a)(t, z,w)g(t, z,u)*dp(u) .
RN

Intégrons ensuite chaque membre de cette inégalité par rapport & x : par dériva-
tion sous le signe somme en la variable t, et en appliquant la formule de Green,
on trouve que

/Q/RN<;+U.VT> g(t,z,v)du(v //QXRN% (t,z,v)*dzdp(v)

4 / / Ly(t,2,0)%0 - nydo (2)du(v)
OOxRN

en notant do(x) élément de surface sur 92 orientée par le champ normal ex-
térieur n,,.

Or d’aprés 'inégalité de Darrozes-Guiraud, l'intégrale ci-dessus sur le bord
de Q est positive ou nulle, de sorte que

S et deduo)

= // LK1 + K1 — 20)(t, 2, w)g (t, 2 w)2dp(u)da
QxRN

Par hypothése, a > 0, tandis que les fonctions positives ou nulles K1 et £*1
sont bornées sur R, x 2 x RY. En notant

D = [|5(K1 4+ K*1 = 2a)" || L r, xoxRY) »
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on trouve que l'inégalité ci-dessus implique évidemment

4 // g(t, z,v)*dxdu(v) < 2D // g(t, z,v)2dzdu(v) .
dt J Joxmw QxRN

Remarque 3.2.7 On remarquera que, dans la démonstration de cette inégalité
différentielle comme dans celle de la section 2.5, le point crucial est linégalité

// g(t,x,v)?v - ngdo(z)du(v) >0,
OOXRN

qui découle ici de l'inégalité de Darrozes-Guiraud.
Dans la section 2.5, on utilisait plutot l'inégalité

/ %f(t,x)zv ‘ngdo(x) > 7/ %fb_(t,x)zh) ‘- ng|do(x)
a0 o0~

qui découlait, elle, de la seule positivité de f(t,z,v)?.

Démonstration de la Proposition 3.2.4. D’aprés le lemme ci-dessus, s’il
existe deux solutions classiques f1 et fo du probléme aux limites, leur différence
g = f1 — fo vérifie 'inégalité différentielle

G atwopdsdu) <20 [ gt 0Pdsdute).
dt QxRN QxRN

que 'on peut encore mettre sous la forme

4 (e_QDt // g(t,x,v)zdwd,u(v)> <0
dt QxRN

Intégrant chaque membre de cette inégalité sur [0,¢], on trouve que

e 2Dt // g(t, z,v) dxdp(v // 9(0,z,v)?dzdu(v) =0,
QxRN QxRN

pour tout ¢t > 0, d’ott 'on tire que f; — fo=g=0. ®
La deuxiéme observation que 1’on peut faire concerne ’existence d’une solu-
tion du probléme aux limites

(2 +v-V,) f(t,m,0) = (Kf — af)(t2,0),  (2,0) €0, T[xQ x RV,
ft,z,v)|v-ng| = / r(t,z,v,w)f(t, z,w)w - n.dpu(w), (z,v)el_,
ne>0

fliog =,

en supposant que f € C,(Q x RN).
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Construisons par récurrence une suite (fy)n,>0 de fonctions appartenant a
Cy([0,T] x Q x RY) obtenues comme suit :

fo=0

et, pour tout n > 1, la fonction f, est la solution du probléme aux limites

(2 +0-V,) fult,2,0) = (Kfa—afa)(t,z,0),  (t2,0) €0, T[xQx RN,
fn(t,x,v)|v-nx\z/r(t,x,v,w)fn_l(t,x,w)(w-nm)eru(w) , (zyv)el_,

fn|t:0 = fina

écrit sous forme intégrale, c’est-a-dire que

Fult,2,0) = Lizr, , f"(x — tv,0) exp ( / Ca(s et (s - t)w)ds)
0

1

|U ' nm*‘

—Tx,v

¢
+1i>r, , €XP <—/ a(s,z + (s —t)v, v)ds)
¢

X / T(t = Tow, Ty U, W) froo1(t = To o, Ty, W)W - Ngx dpp(w)
Mg >0
v

t

t t
+/ exp (—/ a0,z + (0 — t)v,v)d@) Kfn(s,x + (s —t)v,v)ds,
(t=Twv)+ s

ot on a noté comme d’habitude =}, = x — 7, ,v.
On vérifie par une récurrence immédiate que pour tous t € [0,T], z € Q et
v€RY, 'on a

0= folt,z,v) < fi(t,xz,v) < ... < fu(t,z,v)
< fnJrl(t?xuv) <...< HfinHL“’(QXRN)eDta
ou
D = [|(K1— a)JrHLOO([O,T]xQxRN) .

On en déduit par convergence monotone que f, converge ponctuellement vers
une solution de I’équation intégrale

F(t3,0) = Licr, , F7 (@ — tv,0) exp (— / Cas,a 4 (s t)w)ds)
0

1

IU . nz;

¢
+1¢>7, , €Xp <—/ a(s,z + (s —t)v, v)ds)
t

—Tz,v

X / T(t = Tow, Ty U, W) f(E = T, Ty W)W - Mg dpp(w)
w-ngx >0

Ty

+ /(t exp <_ /St a6,z + (60— t)v,v)d@) Kf(s.z + (s — t)v, v)ds,

t—To,0)+
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qui est la formulation intégrale du probléme aux limites considéré.

Mais a priori, la solution ainsi obtenue n’est pas toujours une solution clas-
sique, de sorte qu’on ne peut lui appliquer I’argument d’unicité basé sur l'inéga-
lité de Darrozes-Guiraud tel que nous ’avons présenté ci-dessus. Par exemple,
si

o nel # [ o) @) ne)duo)

pour certains (z,v) € I'_, la solution f construite par le procédé ci-dessus ne
sera pas continue sur R, x Q2 x RV . L’unicité de la solution généralisée, bien que
s’appuyant sur l'inégalité de Darrozes-Guiraud, nécessite une démonstration un
peu plus technique, que nous ne donnerons pas ici.

3.3 Interprétation probabiliste de 1’équation de
Boltzmann linéaire

Contrairement au cas de I’équation de transport libre étudiée au chapitre
précédent, la méthode des caractéristiques ne donne pas de formule explicite
permettant de calculer la solution f de ’équation de Boltzmann linéaire en
fonction de la donnée initiale et de la donnée au bord, et éventuellement du
terme source. (Par “formule explicite”, nous entendons une combinaison convexe
des données évaluées sur les caractéristiques de 'opérateur de transport libre
% + v - V,.) La formule obtenue & partir de la méthode des caractéristiques
ne donne f que de maniére implicite, puisque le terme de scattering K f entre
dans le terme source. Autrement dit, la méthode des caractéristiques permet
de transformer I’équation intégro-différentielle de Boltzmann en une équation
intégrale d’inconnue f.

Evidemment, la série de Duhamel fournit une formule explicite pour la solu-
tion de I’équation de Boltzmann linéaire. A premiére vue, cette formule différe
notablement de la formule des caractéristiques pour ’équation de transport.

Pour aller plus loin, et avoir une formule explicite de représentation de la
solution de I’équation de Boltzmann linéaire analogue a la formule des caracté-
ristiques pour une équation de transport libre, il faut avoir recours a la théorie
des processus stochastiques. Comme ces considérations sont & la base des mé-
thodes de Monte-Carlo pour les équations de Boltzmann linéaires, qui comptent
parmi les principales méthodes numériques utilisées pour résoudre numérique-
ment ce type d’équation, nous allons en dire quelques mots. Nous n’entrerons
pas dans le détail des notions du calcul des probabilités utilisées pour cela, et
renvoyons au cours de C. Graham et D. Talay [26] pour plus de précisions sur
ce théme.

Supposons pour fixer les idées que 1’on veuille résoudre le probléme de Cau-
chy pour 1’équation de Boltzmann linéaire monocinétique dans R? avec scatte-
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ring isotrope

(2 +v-Vo+o) flt,z,v) =0(f)(t,x) (t,z,v) € Ry x R® x 8%,

Flig =

ol ¢ > 0 est une constante, et ou
(i) =& [ Fawis).

la notation ds(w) désignant 1’élément de surface sur la sphére unité S? de R3.
Soit (75, )n>0 suite de variables aléatoires a valeurs dans R distribuées selon
la loi exponentielle de paramétre o, c¢’est-a-dire que

Prob(r, >t) =ce 7", t>0.

Notons
n—1
Tn:ZTj, n>1.
Jj=0

Soit (V,,)n>1 suite de vecteurs aléatoires a valeurs dans S? distribués uniformé-
ment, c’est-a-dire que, pour tout partie mesurable A C S?, on a

Prob(V,, € A) = ﬁ/ dv.
A

Enfin, on suppose que les variables aléatoires 7y, V1,71, Va,... sont indépen-
dantes.

On construit alors un processus stochastique, appelé “processus de trans-
port”, de la maniére suivante.

Etant donné (z,v) € R3xS?, on construit une trajectoire (X, V;);>0 partant
de (x,v) € R? x 82 et & valeurs dans R? x S? comme suit :

pour 0 <t < Ty : on pose

Xi=ax—tv, V,=w,;

pour 77 <t < T5 : on pose

Xt:XT1_(t_T1)‘/17 ‘/tzvl,

pour T,, <t <7T,4; : on pose

Xt:XT,L_(t_Tn)Vny V;t:Vna

et ainsi de suite, pour tout n € N*. On notera dans la suite E*¥ I'espérance
sous la loi du processus de transport partant de (z,v) € R? x S2.
Alors la fonction

f(tvxvv) =E"" (fin(Xta V;f))
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est solution généralisée de I’équation de Boltzmann linéaire avec taux d’absorp-
tion o et scattering isotrope.
Comparons cette formule avec la formule des caractéristiques

ft,z,v) = f™(x —tv,v)

pour la solution de I’équation de transport libre

%—i—v-vzf:(), z,oeR?, >0,
f}tzozfm'

Dans les deux cas, la formule met en jeu la donnée initiale fi* calculée sur
une courbe de l'espace des phases R2 x R? issue de (z,v) &t = 0. Alors que,
dans le cas de l’équation de transport libre, la formule explicite met en jeu
un unique segment de droite [0,] 3 s — x — sv € R? x R3, dans le cas de
léquation de Boltzmann linéaire, la formule f(¢,z,v) = E®Y (fi"(Xt, Vt)) fait
intervenir d’une part les lignes brisées [0,t] 3 s — X, qui sont paramétrées par
les variables aléatoires 7y, 71,... et V1, V5, ..., et d’autre part I'espérance E*¥
qui consiste & prendre une certaine moyenne sur ’ensemble de ces lignes brisées.

Donnons maintenant une idée de la démonstration de la formule explicite
pour la solution de I’équation de Boltzmann linéaire. On a

ft,x,v) =E"" (fm(Xt, V;&)]-t<T1) +E™" (fm(Xt,Vt)ltle)
=[x = t)E"Y (Licp,) + E™Y (1, < B™Y (f7(X0, V)| T1, V1))

Mais ’espérance conditionnelle sachant T7, V7 vaut
E®" (fin(Xta Vt)|T1) = f(t =T, X7, V1)

puisque les variables aléatoires 7y = 17, Vi, 71, Vs,... sont indépendantes, de
sorte que, comme la loi jointe de (71, V) est la mesure de probabilité
ge 7l ﬁdtlds(vl) ,

on trouve que
fltz,0) = [ (@ — tv)e "
+ // 10§t1§tf(t - tl, T — tl’U, vl)ﬁoefatldtldvl
R+><S2
_ t
= f"(x —tv)e " —l—/ (4177/ flt =tz —tyv, vl)dvl) ce 7N dt,
0 s2
_ t
= f"(x —tv)e 7t + / oe ()t —t1,x — tyv)dty .
0

On retrouve ainsi I’équation intégrale équivalente (dans le cadre des solu-
tions classiques) a I’équation de Boltzmann linéaire, ce qui montre, d’aprés le
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Théoréme 3.1.2, que la fonction f ainsi construite est bien la solution généralisée
de I’équation de Boltzmann linéaire avec scattering isotrope.

La série de Duhamel s’interpréte alors trés simplement dans ce cadre. En
effet

f(t,l‘,’U) = Z l[Tn,Tn+1[(t)f(t7xav) .

n>0

Par conséquent

f(t,x,v) = Z E$7U(1[Tn,Tn+1[(t)f(t7x7v)) .

n>0

Ew’v(l[TnaTn+1[(t)f(t7x7U))
= Ez’v(l[Tn7Tn+1[(t)Ex’U(fin(Xt7 W)|7—07 coes Ty Vla RN} VTL)) .
Pour T,, <t < Ty11, la fonction f(X;,V;) s’écrit
fm(x — ToU — T1V1 - Tn_lvn_l - (t —T0 — ... — Tn—l)Vn; Vn) .

En particulier, f*(X;,V;) ne dépend que de 7o,...,7n_1,V1,..., Vy, de sorte
que

E%Y(f"™( X, VOlTos - o3 Tas Viy oo o, Vi) = [P (X1, — (8 — T0) Vi, Vin)
= fm(z — 100 — V1 — T Vo1 — (0= T0) Vi, Vi) -

Comme les variables aléatoires 79, ..., T, V1,..., V, sont indépendantes, leur loi
jointe vaut

(ﬁ)"U"+le_”(t°+”'+t")dto codtpds(vy) ... ds(vy) .

Donc

Ex?v(l[Tn,TnJrl[(t)Exw(fin(Xta ‘/t)|7-07 s Thy Vvla ey Vn))
= (ﬁ)nanﬂ/1to+v..+tn71§t<to+‘..+tn6_0(t0+”'+t")

fin(.’lﬁ - to’U — tl’Ul — tn—l'Un—l — (t — to — ... tn_l)’Un, Un)
dtg . ..dt,ds(v1)...ds(vy).

On calcule explicitement l'intégrale en la variable t,, :

/1t<to+...+tn‘7€7ﬂ"dtn = e o(t=tom—taa)
de sorte que I'expression au membre de droite ci-dessus se transforme en
Em,v(l[Tn,TnJrl[(t)Em’v(fin(Xta ‘/;5)|T07 cees Ty ‘/13 R Vn))

_ 1 \n_n —ot
=(z7)"0 /1to+---+tn71§te

fln(l' — toU — tlvl — tn—lvn—l — (t — to — ... tn_l)vn, ’Un)
dtg...dt,—1ds(vy)...ds(vy).
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On reconnait dans cette derniére expression le terme 7" F[fi", 0] de la série de
Duhamel, o1 on rappelle que

Flf™,0)(t,z,v) == e f " (z — tv,v),

et que

t
Tg(t,x,v) = ﬁ/ e_”(t_T)/ og(t,x + (1 — t)v,w)ds(w)dr .
0 2

Autrement dit, le n-iéme terme de la série de Duhamel correspond & la contri-
bution du n-iéme segment de la ligne brisée R, > t — X; € R3 dans le calcul
de 'espérance donnant la solution de I’équation de Boltzmann linéaire.

3.4 Le probléme stationnaire pour ’équation de
Boltzmann linéaire

Nous allons terminer ce chapitre avec quelques remarques sur le probléme
aux limites pour I’équation de Boltzmann stationnaire.

Nous gardons dans ce qui suit les hypothéses de la section 3.2, sauf que
les fonctions a = a(z,v) (taux d’amortissement) et k = k(z,v,w) (noyau de
transition w — v) sont indépendantes de la variable de temps t.

On considére donc le probléme aux limites

{ A +v-Vy +a(z,v)F(z,v) = KF(z,v) + Q(z,v), (z,v)e€ Q2 xRN,
F|F, =1Iy

avec la notation

KF(x,v) = /RN k(x,v,w)F(z,w)dp(w) .

Théoréme 3.4.1 Soit
D = [[(K1 = a)* |l L=@xr) -

Pour tout A > D, le probléme aux limites pour l’équation de Boltzmann linéaire
stationnaire ci-dessus admet une unique solution, qui vérifie

1 _
||F||L°°(Q><RN) < mmax (||QHL°°(Q><RN)7/\||FI; HLOO(IL)) .

Comme on 'a expliqué au chapitre 2, le probléme ci-dessus est obtenu a
partir du probléme aux limites d’évolution

(& +v-Va+a(z,v) f(t,z,0) = Kf(t,z,0), (t,z,0) € Ry x QxRN
f(ta"')|1"7 = )‘Fb_a

f!t:OZQ’
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par la transformation de Laplace

—+oo
F(z,v) = / e MF(t, x,v)dt .
0
La solution du probléme d’évolution vérifie I’estimation L suivante :

[t )l (@xry) < max (”QHLN(QXRN)v AMEy [[peer_y) et

— cf. Proposition 3.1.5 — de sorte que la transformée de Laplace de f est définie
pour tout A > D. Le théoréme ci-dessus se démontre alors sans difficulté, et sa
preuve est laissée au lecteur a titre d’exercice.

3.5 Exercices

Exercice 3.1 (Existence et unicité; cadre simplifié) Considérons [’équa-
tion du transport en dimension deuxr pour un gaz de photons de fonction de
répartition f(x,t,0)

1of of Os 2m / ’
(5’t+ 3z —|—0f> (t,x,0) = o /. ft,z,0"do",
r€R?, 0€[0,2n], t>0,

avec w = (cosb,sinb), la direction d’un photon, et des coefficients constants
0,05 > 0. On suppose pour simplifier que la donnée initiale est périodique

folxr + 1,20,0) = fo(x1, 22+ 1,0) = fo(x1,22,0),  pour tous x1,x2 et f.
On se rameéne ainsi o étudier le probléme sur T = [0, 1] x [0,1] x [0, 27] avec
des conditions de périodicité au bord.

1. Soit C' un partie mesurable quelconque de RYN. On rappelle 'inégalité de
Holder : pour tous p,q > 1 tels que %+% =1 et pour tout couple (u,v) de
fonctions mesurables sur C' a valeurs réelles ou complexes, l'on a

/\u 2)|dz < (/ lu(z |pdx)'l’ (/C |v(m)|qd$>;

Lorsque p,q > 1 vérifient % + % =1, on dit que p et q sont des exposants
conjugués. Lorsque p = oo et ¢ = 1, on a encore % + % = 1 avec la
convention 1/oo = 0, et l'inégalité de Hélder s’écrit®

/\u |da:<supess|u |/ |v(z)|dx .

3. On rappelle que la borne supérieure essentielle d’une fonction f mesurable sur C' a
valeurs réelles, notée supess,cc f(x), est le plus petit réel M tel que f(x) < M pour presque
tout z € C.
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Montrer que pour p > 1

1 2m

27 %
V@%WMS(;A umamw@ |

27 Jo

2. On considére la suite f* définie par

LofFH o
(s

+w- V4 afk“) (t,z,0) = 21 f*(x,t,0")do
™ Jo

ot

avec la condition initiale f|t:0 = fo. On pose D =1[0,T] x T pour T > 0.
Montrer que

17 ooy < Elfolloery + DI o)

avec E>0et0< D <1 dans le cas 0 > 0.

3. Sous cette hypothése, montrer que la suite (f*)i>1 converge dans LP(D)
vers une limite notée f, qui satisfait une équation que l’on donnera.

4. En quoi les résultats de la section 3.2 sont-ils plus puissants ¢
5. Montrer que si fo > 0 alors f > 0.

6. Que se passe-t-il si T est remplacé par un domaine borné avec des condi-
tions au bord de Dirichlet, de réflexion diffusive ou spéculaire ?

Indications : cet exercice construit une solution par une technique de suite
contractante, I'inégalité du 2 impliquant que

1F542 — 5 Loy < DI = ¥ oy

pour des données initiales quelconques. Les restrictions sont : (a) f*! est
construit a priori a l'aide de la méthode des caractéristiques; (b) la conver-
gence a lieu dans D, donc sur un domaine qui est borné en temps.

Exercice 3.2 (Le contre-exemple de Jeffrey Rauch) On pourrait penser
que lintuition physique permet de se passer d’une analyse rigoureuse de conver-
gence. Il n’en est rien, comme le démontre ce contre-exemple.

Pour v # 0 et o > 0, soit I’équation

of | of _
EJrv%Jraf—O, zeR, t>0.

La donnée initiale fo(x) = a(z) cos (£) correspond ¢ un paquet d’ondes de petite
longueur d’onde € > 0. La fonction a est de classe C* & support compact sur

R.

1. Ecrire la solution exacte du probléme de Cauchy ci-dessus.
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2. Vérifier que

of af
L= 0(1/), 2 =0(1/e), [=0()
En “déduire” que f peut s’approcher par g, solution de [’équation

dg ~ 9dg
E‘F’U%—O, zeR, t>0,

avec la condition initiale g|t:0 = fo.
8. Calculer g. La démarche est-elle correcte ?

4. Pour comprendre ’erreur, il faut mettre en place une stratégie d’étude de
lécart e = g — f. Pour cela on commence par déterminer le terme source

b tel que

%Jrv%Jr e=b
ot ox T 0CT

Montrer ensuite que

d
&”e(t)”%?(R) <2[le(®)[|Lzm)ll0(t)[ L2, -

En déduire que e est petit dés que b ’est. En déduire 'explication du “pa-
radoze” ci-dessus.

Exercice 3.3 (Un probléme d’absorption trés simple) Soit une colonne
(x > 0) d’un gaz a température uniforme T'. Le rayonnement I(t,z;v,0) (0 <
v<ooet0<60<2m)entre en x =0. D’ou l’équation

ot 0 > 0 et B,(T) est la fonction de Planck (voir la section 1.3.1). On s’in-
téresse aux solutions stationnaires et on étudie la pénétration du rayonnement
dans la colonne.

1. Ecrire le probleme stationnaire qu’il faut résoudre. Montrer que si I est

bornée,
3
I(z;v,0) = B,(T) pourg << %
2. Montrer que le rayonnement devient rapidement Planckien en fonction du

produit ox pour x > 0.

Indications : montrer que u(z) = I(x;v,0)— B, (T) vérifie cos Ou' (z) +u(z) =
0. Ecrire la solution exacte et montrer que si cos# < 0, alors © = 0 en considérant
la condition physique & l'infini. Dans le cas cosf > 0 montrer que |u(x)| — 0
pour x croissant.
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Exercice 3.4 (Principe du maximum et conditions au bord) On consi-
dére ’équation du transport

0 0
Ao o =au.

avec o > 0, une donnée initiale fo et

_ = S
QU =0 TG = th),

pour des particules monocinétiques ou |v| = 1 (pour simplifier). On suppose que
x décrit un domaine borné O C RN .

1. On consideére les conditions au bord usuelles de Dirichlet ou de réflexion.
Les écrire.

2. Soit f — @(f) une fonction positive deux fois dérivable avec ¢”(f) > 0,
e(f) >0 et (0) = 0. Montrer que

L[ <o

3. Montrer que, pourt >0,

/Q/Ivl—l o(f(t))dvdx < /Q/vl—l ¢(fo)dvdz

lorsque ¢(f) = max(0,—f). En déduire que si fo > 0 alors f(t) > 0 pour
tout t > 0.

4. Que dire pour la borne supérieure de f ?
Remarque : cette méthode est issue des techniques d’entropie pour les lois

de conservation non linéaires. Les fonctions convexes ¢ sont appelées “entropies”
dans la théorie des lois de conservation.



Chapitre 4

Limite de diffusion

Dans ce chapitre, nous allons expliquer en détail les relations existant entre
les modélisations du transport de particules par I’équation de Boltzmann linéaire
et par I’équation de diffusion.

4.1 Rappels sur I’équation de diffusion

Soit € ouvert borné de RY a bord de classe C*°. Comme on I’a fait jusqu’ici,
nous noterons dans toute la suite de ce chapitre n, le vecteur unitaire normal
au bord 9012 au point x € 9N dirigé vers 'extérieur de (2.

Nous allons commencer par quelques rappels nécessaires des résultats fon-
damentaux portant sur ’équation de la chaleur. Ces résultats se trouvent par
exemple dans [23] (chapitre 8) ou dans [2] (chapitre 8, §8.4).

4.1.1 Equation de la chaleur avec condition de Dirichlet

Soit k € R*; on considére le probléme aux limites suivant, d’inconnue v =
u(t,z) eR,out>0etz € Q:

%(t,aﬁ)—%ﬁgAwu(t,x)zo, €N, t>0,

U‘BQ = Ub,

__ ,in
u‘t:o =u

Les données de ce probléme sont
a) la donnée initiale v = u'™(z), et
b) la donnée au bord u, = uy(t, ).

La condition au bord
u(t,y) = up(t,y), ye€oQ, t>0,

127
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consistant & prescrire la valeur de la solution sur 9f) pour tout temps, porte le
nom de “condition de Dirichlet”.

Voici comment on peut résumer la théorie d’existence et d’unicité de la
solution de I’équation de diffusion ci-dessus.

Théoréme 4.1.1 Supposons que u™™ € C*(Q) et que up € C*([0,T] x Q)
vérifient les relations de compatibilité suivantes pour tout k > 0 :

8kub ;
W(O,y) = (3r°0,) u(y), yeEIQ.
11 existe une unique solution u € C*([0,T] x Q) au probléeme de Dirichlet

i (t,o) - 3R Asu(t,e) =0, z€Q, t>0,

Pour avoir une idée de la preuve, on pourra se reporter aux §8.2 et 8.4 de
[2].

Afin d’estimer la taille de la solution — et de ses dérivées successives —
nous utiliserons de fagon systématique le principe du maximum faible, que nous
rappelons ci-dessous.

Théoréme 4.1.2 (Principe du maximum) Sous les hypothéses du théoréme
précédent, la solution u du probléme de Dirichlet pour [’équation de la chaleur

Git.z) = R Acu(t,e) =0, @€Q, t>0,

vérifie lestimation L suivante :
l[ll oo (jo,71x ) < max (|[u™ || Lo (q)s sl L o,11x09)) »
ainsi que la propriété de positivité :

wt™ >0 sur Q

> 7.
up >0 sur [0,T] x 09 }ﬁu_()sur[()’T]XQ

Pour une démonstration de ce résultat, voir la Proposition 8.4.2 de [2].



4.1. EQUATION DE DIFFUSION 129

4.1.2 Le probléme de Cauchy pour I’équation de la chaleur
dans RV

Les énoncés sur I’équation de la chaleur rappelés dans la section précédente
sont obtenus & partir d’une formulation variationnelle du probléme aux limites
dans un espace de Sobolev — ou bien par une méthode de projection en dimen-
sion finie de type Galerkin.

Lorsque 2 = R, on dispose d’une méthode directe de résolution de 1’équa-
tion de la chaleur en utilisant une formule explicite basée sur la notion de solution
éléementaire de 'opérateur de la chaleur — voir par exemple [23], chapitre 8.

On considére donc le probléme de Cauchy d’inconnue v = u(t, ), soit

%"g(t,x)—%nzAxu(t,x) =0, zeRN t>0,

—_ ,in
u|t=0 =us

avec u = u'™(x) donnée.
Rappelons la formule explicite donnant la solution élémentaire dans le futur

pour l'opérateur de la chaleur, solution élémentaire qui est la densité gaussienne
centrée, de matrice de covariance tI :

|z

1 N
E(t,m)—(QTrt)JV/QeXp(— 2t>, rz€eR ,t>0

Théoréme 4.1.3 Pour tout v’ € L*(RY), le probleme de Cauchy ci-dessus
admet une unique solution u € C* (R} x RY), solution qui est donnée par la
formule

u(t,x) = BE(&*t,z —y)u™(y)dy, zeRN, t>0.
RN

Si de plus u'™ € C°(RN), alors la solution u € C*°(Ry x RY).

Voir par exemple le §8.2 de [23] pour une démonstration de ce résultat.

Comme dans le cas du probléme de Dirichlet posé dans un domaine borné
de RY, on estimera la taille de la solution ci-dessus au moyen du principe du
maximum, lorsque u™ appartient & L>(RY).

Théoréme 4.1.4 (Principe du maximum) La solution u € C*°(R%. x RY)
du probléeme de Cauchy

%(t,x}—%mQAmu(t,x) =0, zeRM,t>0,

— ,in
u‘tzo =u,
pour I’équation de la chaleur vérifie I’encadrement suivant :

inf v (y) <u(t,z) < sup u™(y),
yERN yERN

pour tout (t,x) € Ry x RN.
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Voir [23], Théoréme 8.3.1, pour une démonstration de ce résultat — qui
n’utilise que le fait que, pour tout ¢ > 0, la fonction = — E(¢, ) est une densité
de probabilité sur RV.

4.2 Approximation par la diffusion : calculs for-
mels

Dans tout ce qui suit, on supposera que I’ensemble des vitesses admissibles
pour les particules considérées ici est v € V = B(0, R), avec R > 0 — ou un de
ses sous-ensembles mesurables invariants par le groupe orthogonal Oy (R)).

On étudiera dans tout ce paragraphe I’équation de Boltzmann linéaire sui-
vante

(aat—i-v-vw)f—i—af:a(l—i—’y)/Cf

d’inconnue f = f(t,z,v), avect > 0,z € Q et v € V, ot a > 0 et 7 sont deux
constantes réelles, et oul le terme de création de particules est de la forme

le(t,x,v):/Vk(v,w)f(t,x,w)du(w).

Dans toute la suite de chapitre, nous ferons les hypothéses suivantes sur les
différentes données (a, 7, u et k) intervenant dans 1’équation de Boltzmann
ci-dessus.

Hypothéses :
(H1) on suppose que, pour tout ¢ € C(V)

¢(v) > 0 pour tout v € V = / p(v)du(v) >0,
v
et que
0< / dp(v) < 400 et / vdp(v) =0;
v %
(H2) on suppose que k € C'(V x V) vérifie

0 < k(v,w) = k(w,v) pour tout v,w € V,

K1l(v) = / k(v, w)dp(w) = 1 pour tout v € V.
v

En pratique, la notation du(v) désignera

(a) soit une mesure ayant une densité par rapport a la mesure de Lebesgue sur
V, autrement dit

/V H(v)dpu(v) = /v 6(0) E(v)dv

ott E € LY(V) vérifie m > 0 p.p. sur V;
b) soit 1’élément de surface sur une sphére centrée en 0 de rayon < R, donc
contenue dans V.
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4.2.1 Loi d’échelle de la diffusion

Comme on 'a déja suggéré dans notre présentation heuristique de 'approxi-
mation par la diffusion pour ’équation de Boltzmann linéaire monocinétique
avec scattering isotrope au chapitre 1, les descriptions d’une population de parti-
cules par ’équation de diffusion et par I’équation de Boltzmann linéaire coinci-
dent seulement dans un certain régime asymptotique que nous allons examiner
plus en détail.

Plus précisément, ’approximation par la diffusion de ’équation de Boltz-
mann linéaire concerne un régime asymptotique ot
(1) @ > 1 (correspondant & un taux élevé d’échange par absorption/création
dans le milieu hote),
(2) v <« 1 (correspondant & un régime de quasi-équilibre entre absorption et
création de particules),
(3) |%{| < 1 (correspondant & une dynamique lentement variable en temps
autour de ce quasi-équilibre).

Nous commenterons plus loin ces différentes hypothéses d’échelle, au cours
de notre dérivation systématique de I’équation de diffusion & partir de I’équation
de Boltzmann linéaire.

Les trois hypothéses asymptotiques ci-dessus sont réalisées au moyen d’un
seul petit paramétre 0 < € < 1, comme suit :

(1’) on suppose que a est de la forme

a
a=—,
€
avec @ > 0 de l'ordre de 'unité;
(2’) on suppose que 7 est de la forme
v =€,

avec 4 de l'ordre de 'unité;

(3’) on suppose enfin que

f(tvx7v) = fs(et’x7v) )

avec 5
fe = folt,z,v), et f} =0(1).
ot
Sous ces hypothéses, ’équation de Boltzmann linéaire devient donc

dfe
ot

a .
+'Uvzf€+ E(fe - (1+€27)]Cfe) =0.

€

Dans ce qui suit on va étudier le comportement asymptotique des solutions de
cette équation lorsque le petit parameétre e — 0.
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A partir de maintenant, on va d’ailleurs oublier les paramétres originels a
et v et ne considérer que ’équation ci-dessus, écrite aprés mise a 1’échelle au
moyen du petit paramétre e. C’est pourquoi on oubliera les notations a, 4 et £
et on notera ces quantités a, v et t respectivement.

Autrement dit, on étudiera dans la suite de ce chapitre le comportement
asymptotique de familles de solutions f. de ’équation de Boltzmann linéaire

9/
ot

€

+v-szE+%(f€—(1+e27)lee):0. (4.1)

4.2.2 Solution série formelle de Hilbert

On cherche pour commencer une solution f. de ’équation

Ofe
ot

a
e~ +v-Vyfe+ E(fe -1+ 62’Y>’Cfe) =0
qui soit une série formelle en puissances de € a coefficients réguliers (de classe
C®™ en t,x et continus en v) :

felt,mv) = € fult,z,0) € Ald]].

n>0
La notation f. € Al[€]] signifie que f,, € A pour tout n > 0, ou

8(1

A= {q&zqﬁ(t,mm) € Cy(Ry XQXVH@?

o8
a?(b S Cb(R+ x ) % V)} .

L’idée de chercher une solution de I’équation de Boltzmann linéaire qui soit
une série formelle en le paramétre e est due a Hilbert [27]. L’idée originale de
Hilbert était d’appliquer la théorie des équations intégrales a la construction de
solutions de I’équation de Boltzmann de la théorie cinétique des gaz au voisinage
d’états déquilibre (qui sont des fonctions de distribution maxwelliennes, c¢’est-a-
dire proportionnelles & une gaussienne en v de matrice de covariance de la forme
01).

On prendra bien garde au fait suivant : cette série ne converge, en général,
pour aucune valeur de € > 0. D’ailleurs ce n’est pas grave : seuls les premiers
termes de cette série formelle nous serviront pour justifier 'approximation de
I’équation de Boltzmann linéaire par I’équation de diffusion.

Quoiqu’il en soit, on commence par écrire que cette série formelle est solution
de I’équation de Boltzmann linéaire ci-dessus paramétrée par e. C’est-a-dire
qu’on remplace dans I’équation de Boltzmann la solution f, par la série formelle,
et que 'on identifie les coefficients des puissances successives de e.

On trouve donc, ordre par ordre en €, la hiérarchie infinie d’équations sui-
vante :
Ordre e! :
a(fo— Kfo) =0;
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Ordre €° :
v-Vefo+a(fi —Kf1) =0;

Ordre € :
dfo

§+v-vzf1+a(f2*/Cf2)*fW’Cf0:0'

De facon générale, on trouve, pour tout n > 1, la relation
Ordre €” :

8fnfl
ot

+v- szn + a(fnJrl - ]Cfn+1) - a’Y’Cfnfl =0.

Avant d’aller plus loin et d’étudier en détail chacune de ces équations, re-
marquons qu’elles sont toutes de la méme forme, comme nous allons le montrer
ci-dessous.

Pour tout n > 1, supposons que les termes fo,..., f, sont déja connus.
L’équation correspondant aux termes d’ordre €™ dans I’équation de Boltzmann
linéaire est de la forme

a(I = K) fos1 = S[fa-1, fn]

ol S[fn-1, fn] est une expression fonctionnelle connue des termes f,_1 et f,,
supposés connus également.

L’égalité ci-dessus est donc une équation d’inconnue f,,+1 permettant de
déterminer f,41 une fois que f,_1 et f, ont été calculées. (En réalité, les choses
sont, comme on va le voir, un peu plus compliquées que cela.) En tout cas,
cette remarque montre qu’il sera naturel d’étudier en détail ’équation intégrale
d’inconnue ¢

(I-K)=%,

ou X est une fonction de v donnée. Nous y reviendrons plus loin.
L’équation a I’ordre ¢! :

Commengons par étudier la variante homogéne de cette équation intégrale
a(fo—Kfo) =0.

Lemme 4.2.1 Pour tout ¢ € L*(V,du), on a

/v H(0)(I — K)d(v)du(v) >0,

avec égalité si et seulement si ¢ = Const. p-p.p. sur V.
En particulier, si ¢ = K¢, alors ¢ = Const. u-p.p. surV, de sorte que

Ker(I — K) = { fonctions constantes p-p.p. sur V}.
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Démonstration. D’une part, en appliquant le théoréme de Fubini,

| owrcswant) = [ o) (/kvw ))W()
= [ Ko wot)sw)dntoinu).
Calculons ensuite, toujours en appliquant le théoréme de Fubini,
J[L bk (602 + o(w)?) dutwjiuto)

e oo
/</mw>¢
/ B(v)*du(v) + 1 /V plw

:/v(bu dp(u)

puisque, d’aprés 'hypothése (H2) sur k

/ k(v,w)du(w) =1 pour tout v € V,
v

/ k(v,w)du(v) = 1 pour tout w € V.
v

Au total

/v¢(v (I — K)op(v)du(v)

/ / (0,) (6(0)? + d(w)? — 26(v)p(w)) dya(v)dp(w)
%

/ /va v, w) — (w))? dp(v)dp(w)

Comme k > 0 sur ¥V x V, l'identité ci-dessus montre que

/V ()T — K)$(w)du(v) > 0

pour tout ¢ € L?(V, du), avec égalité si et seulement si!

N[

kv, w) (¢(v) — p(w))?> =0  p @ p-p.p. en (v,w) €V x V.

1. Dans le cas ou

/ ¢(v)du(v) est de la forme / ¢(v)E(v)dv
% %



4.2. APPROXIMATION DIFFUSION : CALCUL FORMELS 135

Comme k > 0 sur V x V, cette condition se raméne & la condition
o(v) —d(w) =0 p® p-p.p.en (v,w) €V X V.

Intégrons cette identité en w :

o) [ dutw) = [ stwdut) =0 ppp.envev.

c’est-a-dire que
¢(v) = (¢) p-p.p-enve V.

On vient donc de démontrer que
Ker(I — K) C {fonctions constantes u-p.p. sur V}.
D’autre part,
Kl = / kE(v,w)dpu(w) =1
v
d’aprés 'hypothése (H2) sur k, de sorte que
{fonctions constantes p-p.p. sur V} C Ker(I — K).

Ceci conclut la démonstration. m

Revenons a I’équation
Jo—Kfo=0.
Comme fy = fo(t,x,v) est une fonction continue bornée des variables ¢, x, v,
alors en particulier fo(¢,,-) € L?(V, du) pour tous t, z puisque x est une mesure
positive bornée d’aprés 'hypothése (H1). Donc
fo = fo(t,z) est indépendante de v .
L’équation a I’ordre € :

Passons maintenant a la 2éme équation :
1
(I - Ic)fl(ta (E7’U) = _av : foO(tu (E) .

Alors que, pour I'équation & l'ordre e, il suffisait d’étudier I’équation inté-
grale homogéne — c’est a dire sans second membre

(I*]C)(ﬁ:o,

avec E € L' (V) t.q. E(v) > 0 p.p. sur V, la notation “u ® pu-p.p." signifie “p.p. sur V4 x V4",
ou Vy = {v € V|E(v) > 0}". Dans le cas ot N = 3, ou S2 C V et o du(v) désigne
l’élément de surface sur la sphére unité, on parameétre la sphére unité S2 par les coordonnées
sphériques (6, ¢) comme sur la figure 1.1. Le point courant de S2 x S? est alors paramétré par
(6,6,6', ') € [0,7] x [0, 2] x [0, 7] x [0, 2], et donc “@pi-p.p." signifie “p.p. en (6, &, 0, ') €
[0, 7] x [0,27] x [0, 7] x [0, 27]".
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il nous faut maintenant étudier la méme équation avec second membre.
Les hypothéses faites sur le noyau intégral k entrainent que

//vw k(v w)*dp(v)dp(w) < +oo

c’est-a-dire que K est un opérateur de Hilbert-Schmidt sur L?(V,du). De plus,
Popérateur K est auto-adjoint, car k = k(v, w) est symétrique en v et w, d’aprés
I'hypothese (H2).

Or un opérateur de Hilbert-Schmidt vérifie I’énoncé suivant, connu sous le
nom d’alternative de Fredholm.

Théoréme 4.2.2 (Alternative de Fredholm) Soit T' opérateur intégral sur
L2(V,du) de la forme

To(v) = /v (0, w)d(w)dp(w)

ot t = t(v,w) est une fonction mesurable sur V x V telle que

J[towraut)aut) < +oo.
VXV
Notons T 'opérateur adjoint de T, qui est défini par la formule

7o) = | thw0)ow)dp(u).
Alors
Im(I —T) = Ker(I — T*)*
~{se | v -v = [ s -0}

Nous admettrons ce résultat ; le lecteur curieux d’en connaitre une démons-
tration pourra consulter les Théorémes VI.6 et VI.12 dans [11].

Dans le cas présent, comme k = k(v,w) est symétrique en v et w, on a
K* = K. Donc, d’aprés lalternative de Fredholm,

Im(I — K) = Ker(I — K*)* = Ker(I — K)™.
D’autre part d’aprés le Lemme 4.2.1, on sait que
Ker(I — K) = {¢ € L*>(V,du) | ¢ = Const. p.p.} ~ R.

Donc
Im(I — K) =R*

~{se 2| [ swn() o}
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est le sous-espace de L?(V,du) formé des fonctions de moyenne nulle.

Donc pour résoudre I’équation intégrale d’inconnue ¢ € L2(V, dpu)
¢—Kp=1,

ot tp € L?(V,du) est une fonction donnée, on applique l’alternative de Fredholm,
qui nous dit alors que, de deux choses I'une

(a) ou bien
| pinte) £o.
auquel cas ’équation
¢ — K¢ =1 n’a pas de solution dans L*(V,dpu);
(b) ou bien
| vwydn) =0,
auquel cas ’équation
¢ — K¢ = ¢ admet au moins une solution dans L*(V,dpu) .
Dans ce dernier cas, étant donnée une solution ¢ € L?(V,du), la fonction
$o =0 —(9)
vérifie également
b0 — Koo =
puisque K{¢) = (¢) — rappelons que Ker(I — ) = R.

Autrement dit, dans le cas (b), il existe une unique solution ¢q de ’équation

do—Kon=v ta [ onwdut) = 0:
I’ensemble de toutes les solutions de ’équation intégrale
(I-K)o=1v
est alors
{p=0do+C-1|C€R} =¢do+R=¢y+Ker(I - K).
Remarque 4.2.3 On note parfois
¢o=(I-K)"',

bien que l'opérateur I — K ne soit pas inversible. En effet, 'opérateur (I —K)~!
n’est défini que de Im(I—K) = Ker(I—K)* dans lui-méme, et non sur L*(V, du).
On appelle Dopérateur

(I-K)™': Im(I - K) =Ker(I - K)* = Im(I — K) = Ker(I — K)*

le pseudo-inverse de I — K.
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Revenons maintenant a ’équation a 'ordre O(€°), que nous écrivons sous la
forme

N
(= K) it ,0) = 0 Vafoltr) =~ > 0y 02 1,0).
j=1 /

Considérons pour commencer I’équation auxiliaire suivante :

Equation auxiliaire : pour tout j = 1,..., N, résoudre le probléme d’inconnue
b;(v) suivant :

(I = K)b;(v) = v,

/ bj(v)du(v) =0.
v

Comme V est une partie bornée de RN et que p est une mesure bornée
d’aprés I'hypothése (H1), lapplication V 3 v + v € R appartient bien a
L2V, du).

Appliquons 'alternative de Fredholm : on a, d’aprés 'hypothése (H1),

[ vt =([ vdu(v))j 0

pour tout j = 1,..., N. On est donc dans le cas b), ou il existe au moins une
solution ; en particulier il existe une unique solution b;(v) € Ker(I —K)+ = R*.
Autrement dit

v; € Im(I — K) = Ker(I — K)* et bj(v) = (I — K) 'y,

ot (I —K)~* est le pseudo-inverse de I — K.
Les solutions de ’équation d’inconnue f; sont donc toutes les fonctions de

la forme
N

filt,z,v) = —é ij(v)gij(t,x) + C1(t, )
j=1

ou la fonction C(t, x), constante en v € V, est une solution arbitraire de I’équa-
tion homogéne
(I -K)C,=0.

Dans toute la suite, on notera b(v) le vecteur
b(v) = (b1 (v),...,on(v)),

de sorte que la fonction f; s’écrit

filt,z,v) = —éb(v) “Vafo(t,z) + Ci(t, z).
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L’équation a ’ordre €' :

Passons maintenant a I'étude de 1'équation & I'ordre O(e!), que I'on réécrit
sous la forme :

Ao~ KP) = =00 T, fy + K fy
= - (88{? +v-Vaifi —avfo)

puisque K fy = fo.
De nouveau, il s’agit d’une équation intégrale de la forme

(I-K)p ==

a laquelle on applique l'alternative de Fredholm.
Pour que fy existe — c’est-a-dire, pour que v — fa(t,z,v) existe pour tout
(t,x) € RL x Q — le terme fy doit vérifier la condition de compatibilité

f

ot (t,x, ) +v- mel(taxa ) - a’YfO(tvIv ) € Ker(I - ]C)J_ .

Autrement dit, on doit avoir

<%];0—|—U-fo1—a7fo>20,

c’est-a-dire que

o o V)~ arfo =0,

puisque fy est indépendante de v. Substituons dans cette égalité la formule
générale donnant f; : ainsi

1N 92,
. m = —— ’Lb _—
<U \% f1> a iEj:1<U J(,U)> 81‘1813_7
Le terme C; disparait car

(v-V,Ci(t,z)) = (v) - V,Ci(t,z) =0,

puisque

/ vdp(v) =0

%

d’aprés 'hypothese (H1).

Conclusion : Le terme f5 existe si et seulement si

N

dfo 1 Pfo
Bt~ a 2 Wb g5 =0,

ij=1
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qui est une variante a priori anisotrope de 1’équation de la chaleur.

Autrement dit, I’équation de diffusion correspond & la condition de compa-
tibilité assurant l’existence du terme fo dans la solution formelle de Hilbert de
I’équation de Boltzmann linéaire.

L’équation & l'ordre O(e!) devient alors, en tenant compte de la condition
de compatibilité correspondant a 1’équation de diffusion

N 2
(=) = 25 3 (0dy0) = (0, (0) g = L0 V.G

a

ij=1

Procédons comme dans I'étude de 1’équation a l'ordre O(e).
Soit donc d;;(v) la solution de ’équation intégrale

(I = K)dij(v) = vibj(v) — (vibj), (dij) =0

pour tout 4,5 =1,..., N.

Vérifions d’abord que le membre de droite de cette équation appartient bien
a L*(V,du). Or b(v) = (I — K)~tv € L?(V,dp) par définition, et d’autre part
la fonction ¥V > v — v € R est bornée puisque V est une partie bornée de
RM. Par conséquent, pour tout 4,7 = 1,..., N, la fonction V 3 v — v;b;(v) € R
appartient & L?(V, du). Comme d’aprés ’hypothése (H1) la mesure u est bornée,
toute fonction constante appartient & L?(V, du), de sorte que la fonction

Vovr— ’Uibj(’l)) — <’Uibj> eR

appartient bien a L2(V, dpu).

Comme le membre de droite de cette équation intégrale est une fonction de
moyenne nulle par construction, 'alternative de Fredholm garantit qu’il existe
au moins une solution de cette équation dans L?(V, du). On choisit donc

di]' = (I - K)_l(vibj (1)) - <U1b]>) S :R,L = Ker([ - ’C)L

ot (I —K)~! désigne le pseudo-inverse de (I — K).
Alors

fa(t,z,v) = aQZ

3,j=1

N
1 Z 801
81‘183?] Ca — (t2) + Ca(t, 2)

ou (t,x) — Cs(t,z) est une fonction constante en v € V arbitraire, c’est-a-dire
une solution arbitraire de I’équation homogéne

(I —K)Cy =0.

4.2.3 Le coefficient de diffusion

Comme on vient de le voir, la condition garantissant 1’existence du terme
d’ordre €2 dans la solution formelle de Hilbert pour I’équation de Boltzmann
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linéaire paramétrée par e fait intervenir a priori, non pas un coefficient de dif-
fusion, mais une matrice de diffusion dont I’élément figurant a la i-éme ligne et
la j-iéme colonne vaut

1
Mij:a@ibﬁ, i,j=1,...,N.

On va voir qu'une hypothése géométrique trés simple portant sur la mesure
1 et le noyau intégral k£ permet de garantir que cette matrice de diffusion est
proportionnelle & I'identité — autrement dit qu’elle se réduit bien & un unique
coefficient de diffusion, et que ce coefficient de diffusion est strictement positif.

Hypothése : Supposons k invariant par les transformations orthogonales
(H3) kE(Qu, Qw) = k(v, w) pour tous v,w € V et tout @ € On(R)

ainsi que la mesure p :

(H4) Lm¢wmm—kmmww

pour tout g € C(V) et tout @ € On(R). (On rappelle que le domaine V lui-
méme est supposé invariant par le groupe orthogonal.)
L’hypothése (H3) est vérifiée lorsque le noyau intégral k(v, w) est de la forme

k(v,w) = K(v-w).

Ce type de noyau intégral se rencontre dans de nombreux exemples physiques,
comme dans le cas des processus de scattering Thomson et Rayleigh en transfert
radiatif (cf. section 1.3.1).

L’hypothése (H4) est trivialement vérifice lorsque du(v) désigne 1’élément
de surface sur la sphére unité S™V—!. Lorsque du(v) est une mesure de densité
E = E(v) par rapport a la mesure de Lebesgue, 'hypothése (H4) est vérifiée si
et seulement si p est radiale, c’est-a-dire de la forme E(v) = M (|v]).

Lemme 4.2.4 Sous les hypothéses (H1)-(H4), le champ de vecteurs
b(v) = (b1 (v),...,bn(v))
défini ci-dessus par
bj(v)=1-K) vy, j=1,...,N,

est de la forme
bj(v) = ﬂ(|U|)Uj p.p.env eV,

ot B: Ry — R est une fonction mesurable telle que

[ 8ol dut) < +oo.
%
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Démonstration. Le vecteur b(v) est caractérisé par le fait que

b(v) — Kb(v) = v et / b(v)dp(v) = 0.
%
Evidemment, pour tout @ € On(R), on a

@b(v) — K(Qb(v)) = Q(b(v) — Kb(v)) = Qu

| @)duto) = Q [ sejaute) =o.
v %
Mais, on a aussi

[ @uutv) =@ [ vinto) = Qo =o.
% v

de sorte que

(Qu); € Im(I — K) = Ker(I - K)* =R+, j=1,...,N.
Il existe donc un unique élément ¢; € L*(V, du) tel que
(I - K)os(0) = (Qu); et /V(bj(v)du(v) —0, j=1,...N.

D’aprés ce qui précéde

¢j(v) = (Qbv));, j=1,...,N.

Or, par invariance de k, puis de p sous l'action de Oy (R), on a aussi
K(o;0 Q) = | kv w)by(@Qu)duw)
%
= [ 1@, Quib, (@u)du(w
= [ M@0 )dute) = (5)(@v)

de sorte que

bj(Qu) = K(bj 0 Q)(v) = (bj = Kb;)(Qu) = (Qv)j, j=1,...,N.

D’autre part, toujours par invariance de p sous 'action de O (R),

[ b@uduto) = [ bywiut) <.

%

Autrement dit, b; o Q € L*(V,dp) vérifie les deux égalités caractérisant la fonc-
tion ¢; = (I — K)~*((Qu);). On en déduit donc que

b(Qv) = (p1(v),...,dn(v)) = Qbv), p.p.enveV.
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Soit donc v € V \ {0} pour lequel la relation ci-dessus a lieu. Soit
On(R)y ={Q € On(R) | Qu = v},

le stabilisateur de v. On sait que On(R), ~ On_1(R) est le groupe des trans-
formations orthogonales de I’hyperplan (Rwv)* orthogonal & v dans RY. En
particulier, Oy (R), agit transitivement sur les sphéres de I’hyperplan (Rwv)*
centrées en 'origine, c’est-a-dire que

pour tous y, z € (Rv)* t.q. [y| = |2|, il existe Q@ € On(R), t.q. Qy = z.
Ecrivons la relation d’invariance vérifiée par b pour tout @ € On(R), :
b(v) = b(Qu) = Qb(v),  pour tout Q € Ox(R), ,

et notons P la projection orthogonale de RY sur Rv. Comme PQ = QP = PQP
pour tout @ € On(R),, on a donc

(I —P)b(v) =T —-P)Qb(v) =Q(I — P)b(v), pour tout @ € On(R),.

Ceci entraine que (I — P)b(v) = 0; sinon, étant donné w_Lv quelconque tel que
|w| =|(I — P)b(v)| et w # (I — P)b(v), il existerait Q € On(R), tel que

QU = P)b(v) = w # (I - P)b(v).

Par conséquent,

b(v) = Pb(v).

On déduit donc de ce qui préceéde que b(v) est colinéaire & v p.p. en v € V,
c’est-a-dire que
b(v) = B(v)v p.p.enveEV

ot B : V — R est une fonction mesurable définie p.p. sur V. Ecrivant de
nouveau que

b(Qu) = Qb(v) p.p-env eV, pour tout @ € On(R),
on trouve que
B(Qv) = B(v) p.p.env €V, pour tout @ € On(R),

c’est-a-dire que B est une fonction radiale.
Autrement dit, il existe 5 : [0, R] — R telle que

B(v) = B(v|) pp-enveV.

Enfin, comme b;(v) € L?(V,dp) pour tout j =1,...,N, on a

N
/V B2l Pdu(v) = g /V 1b; () Pdu(v) < +oo,

ce qui conclut la démonstration. m
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Corollaire 4.2.5 Sous les hypothéses (H1)-(H{), la matrice de diffusion est
alors proportionnelle a l’identité :

(vib;(v)) = % (Jw*B(|w]))di;, 4,5=1,...,N,

et de plus
(lw?B(lwl)) >0

Démonstration. D’aprés le lemme ci-dessus
bj(v)=p6(v))v; pp.enveV, j=1,...,N.

Donc
(vibj) = (B(Jv|)viv;), d,5=1,...,N.

D’une part
i #j = (B(|v])viv;) = 0.
En effet, soit @; € On(R) définie par

Qv = (Ul, sy Vi1, =V, Uig1 - --UN) .

Alors, par invariance de p sous laction de On(R), on a

| atwhusante) = [ B1@aD@)(@udnw) = [ sl =vyduto
d’ou
[ Btebdute) =o.

D’autre part,
i # § = (B(v])of) = (B(lv])vi) -
En effet, soit Q;; € On(R) définie par

Qij(vl,...,vi,...,vj,...,vN):(vl,...,vj,...,vl-,...,vN).

Alors, toujours par invariance de p sous 'action de On(R), on a

[ sttetanto) = [ B@ueD@uuizante) = [ a(ulyedduco
On déduit de ce qui précéde que
(,8(|v|)vivj>:c<5ij, i,j=1,...,N.

Pour calculer la constante ¢, on observe que

Ne=3 (o)) G ‘_LNj> B(oDluP),

i=1
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de sorte que

Ainsi
(vibj(v)) = £ (B(lv)|v*)éi;, 4,j=1,...,N.

Il reste & vérifier que (B(|v])|v|?) > 0. Pour cela, on écrit que
vr = (I = K)(B(|v])v1),

de sorte que

/VB(Wvadu(v) = /vﬂ(\vl)vl(f—’C)(ﬂ(lvl)vl)du(v) >0
d’aprés le Lemme 4.2.1. De plus, I'égalité est exclue, car sinon on aurait
B(|v])vy = Const. p.p.env €V,

c’est-a-dire que
B(lv[)vr = (B(Jv))vr)  pp.enveV.
Or
| atehwndnte) o,

puisque
B(lv))vr = (I = K)"Hv1) € Ker(I — K)* =R*.
Donc 'égalité forcerait S(|v|)vy = 0 p-p.p. en v € V, qui entrainerait & son tour

que
v =T -K)(B(Jv])v1) =0p.p.enveV,

ce qui est évidemment une contradiction.
Par conséquent

0 < (B(lv)i) = 5 (B()]vf?),
ce qui conclut la démonstration. m

D’aprés le corollaire ci-dessus, on voit que, sous les hypothéses additionnelles
(H3)-(H4), la condition de compatibilité assurant ’existence de fa obtenue dans
la section précédente se met sous la forme de ’équation de diffusion

on
ot
avec un coefficient de diffusion donné par la formule

%HzAme - a’YfO = 07

[N

On sait que I’équation de la chaleur engendre un semi-groupe régularisant

1
ez . L2(RN) —» C*(RYN), t>0,
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— voir par exemple [23], Théoréme 8.3.2 dans le cas de l'espace entier, et [2],
§8.4.4 dans le cas du probléme aux limites.

Cette circonstance montre que le semi-groupe en question ne peut en au-
cun cas s’étendre pour ¢t < 0. Donc le probléme de Cauchy dans le futur pour
I’équation de diffusion a coefficient de diffusion ¢ n’est bien posé que si ¢ > 0.
En effet, résoudre le probléme

%—CAwuzﬂ, zeRN, t>0,

__ ,in
u|t:0 =u

revient a définir
’U,(t, ) — ectAmuin

de sorte que résoudre ce probléme pour ¢ < 0 reviendrait & savoir étendre le

semi-groupe e%tA“ pour tout ¢ € R.

C’est pourquoi, dans le contexte de I’approximation de ’équation de Boltz-
mann linéaire par la diffusion, il est absolument capital de vérifier que le coef-
ficient de diffusion obtenu a la limite est bien positif. (On retrouvera d’ailleurs
cette méme question dans I’étude de certains problémes d’homogénéisation.)

4.3 Démonstration de ’approximation par la dif-
fusion

4.3.1 Conditions aux limites indépendantes de v €

Les calculs effectués dans la section précédente ont fait apparaitre I’équa-
tion de diffusion de fagon naturelle comme condition de compatibilité assurant
I’existence du terme d’ordre 2 dans la solution formelle de Hilbert.

Pourtant ces calculs ne sauraient a eux seuls justifier I'utilisation de ’équa-
tion de diffusion comme modéle approché pour décrire la dynamique de parti-
cules sous les hypothéses d’échelle énoncées dans la section précédente, car la
solution formelle de Hilbert n’a a priori aucun sens physique — nous reviendrons
plus loin sur ce point.

Cependant, les calculs menés sur cette solution formelle de Hilbert ne ’ont
pas été en vain, car ils vont nous permettre de justifier trés simplement que la so-
lution de I’équation de diffusion approche effectivement la solution de I’équation
de Boltzmann linéaire paramétrée par €, par un argument de stabilité élémen-
taire basé sur le principe du maximum pour ’équation de Boltzmann linéaire.

On rappelle que € est un ouvert convexe borné a bord de classe C> de RV,
dont on note 9N le bord. Pour tout = € 91, on note n, le vecteur unitaire
normal & 92 au point x € 99, dirigé vers l'extérieur de 2. Enfin on pose

. ={(z,v) €I xV|v-n, <O0}.
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On considére maintenant, pour tout € > 0, le probléme aux limites pour
I’équation de Boltzmann linéaire

688];5 +Uv7f5+%(f€*(1+527)lcfe) =0, (.Z‘,U) €QxV,t>0,
fs‘p_ :fb7
fe‘t:O :fm’

ol la donnée initiale et la donnée au bord vérifient
fr= fra) € C%@),  fy = flt,z) € CF(0,T) x 9).

Rappelons enfin les hypothéses (H1)-(H4) faites sur la mesure u et le noyau
intégral k = k(v,w) :

(H1) on suppose que p est une mesure de Radon positive sur V t.q.

/ du(v) < 400 et / vdp(v) = 0;
% %
(H2) on suppose que k € C(V x V) vérifie

0 < k(v,w) = k(w,v) pour tout v,w € V|

Kil(v) = / k(v,w)dp(w) = 1 pour tout v € V;

RN
(H3) on suppose en outre que le noyau intégral k est invariant par les transfor-
mations orthogonales :
E(Qu, Qu) = k(v,w), pour tous v,w € V et tout Q € Ony(R);

(H4) on suppose enfin que la mesure p est également invariante par les trans-
formations orthogonales :

/V 9(Qu)du(v) = /V 9(0)du(v),

pour tout g € C(V) et tout @ € On(R). (Rappelons que le domaine V lui-méme
invariant par le groupe orthogonal On(R).)

Théoréme 4.3.1 Sous les hypothéses (H1)-(H4), on suppose en outre que a et
v sont deux réels strictement positifs.

Soient fin = fin(z) € C(Q) et fr = fo(t,r) € C([0,T] x IN) vérifiant
les relations de compatibilité

Lk k rin
at{b(ouy) = (3°As+ay) f(y), yeo, keN,
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avec
1

Le? = (B Iol?)

ot
B(lvlv; = (I =K) Hvy), j=1,...,N.

Soit u = u(t,x) la solution du probléme aux limites

ou

E*%H2AI’UJ*CL’YU,:O, reN, t>0,

U‘F, = fba
u‘tzo =f.

Alors il existe Cr > 0 t.q. la famille (fc)eso de solutions généralisées du
probleme aux limites pour I’équation de Boltzmann linéaire

666{; +U'vzfe+%(fe_(1+€27)lcf€) =0, (LC,?)) cQxV,t>0,
f€|r, =Jv,
f€|t:0 :fm’

vérifie l’estimation

sup |f€(t,x,v) - ’U/(t,l‘” < CT€~

(t,z,0)€[0,T]xQXV

Démonstration.
La preuve se décompose en plusieurs étapes.

Etape 1. A partir de la solution u du probléme aux limites pour ’équation de
diffusion, formons la solution formelle de Hilbert tronquée a Iordre €2.
Autrement dit, on définit

fo(t,z,v) = u(t, x)

filt,z,v) = —=B(|v))v - Vyu(t, )
1 N 0%u
lta) = 55 32 dylo) g a6

ol

dij(v) = (I — K)" (vib; — (vib})), i,j=1,...,N.
On pose alors

Fe(t,.T,U) = fO(thav) + €f1(t,$,1}) + €2f2(t,x,v) .
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Le coeur de la démonstration consiste a estimer la différence entre la vraie solu-
tion f. et la solution formelle de Hilbert tronquée a ’ordre 2 en norme uniforme.

Remarque : Le lecteur attentif pourra s’interroger sur ’absence des fonctions
Cy(t,z) et Ca(t,x) qui intervenaient dans la construction de la solution série
formelle de Hilbert. On se souvient que ces fonctions constantes en v n’inter-
venaient que comme éléments arbitraires de Ker(I — K) apparaissant dans la
solution générale de I’équation intégrale (I — K)¢ = t. Lorsqu’on interrompt la
construction de la série formelle de Hilbert & 'ordre 2 en ¢, ces fonctions C et
C5 demeurent arbitraires. Comme leur contribution a la série formelle de Hilbert
est en O(e) et que 'on s’intéresse ici & une approximation a l'ordre dominant
de la solution de I’équation de Boltzmann linéaire, on peut choisir C7; = Co =0
sans le moindre inconvénient, et c’est ce que nous avons fait.

Etape 2. La fonction F, est de classe C'°° par rapport aux variables t et z, et un
calcul élémentaire basé sur la construction de la solution formelle de Hilbert &
la section précédente montre que

oF, 1 a 9 B
o+ < VoF+ 5 (Fo— (1+ @9)KF,) = =5,
ou 9 9
Se = —6% — 62£ —ev-Vyfo+aeyKfi + ac>yKfy .

Par linéarité de ’équation de Boltzmann, la fonction
R (t,z,v) = f(t,z,v) — Fe(t,z,v),

est solution généralisée du probléme aux limites suivant :

1 a
IR —
5+ —v VaRe+ (RE -1+ 87)/6}26) = S.,
1{€|F7 :]gle))

— pin
R|,_, = R".
Les données initiale et au bord pour ce probléme aux limites sont évidemment

les fonctions _ )
R = —€f1|t:0 —€ f2|t:0’

ng = —€f1|rf - €2f2|F7 .
Etape 3. Par définition,
B(lv))vj = (I — K) " (vj) € L*(V,dp).
Comme k € C(V x V) et que V est compact car fermé borné dans RY,

M := sup k(v,w) < +o00.
v,wey
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Alors

(B (ol)ey)| = \ / k(v,wwuwl)wjdu(w)\

< (] kv, w)?dp(w) - B(|wl)*w} dp(w) -
( ) U )

1/2
< ([au) " w150l
de sorte qu’en utilisant ’équation

Blv))v; = KB(Jv)v; =v;  j=1,...,N,

W-p.p- en v € V, on trouve que

1/2
[1B(lv))vjllLee (v,am < (/Vdu(v)> M{|B(lv)vjl L2 (v,au) + R

pour tout j = 1,..., N. On établit de méme que
ldijl| Lo (v, < +00  pour tout i,j =1,...,N.

Etape 4. D’apres le Théoreme 4.1.1 rappelé au début de ce chapitre, la fonction
u € C>([0,T] x Q). Comme 2 est borné dans RY, [0, 7] x ) est compact dans
RN de sorte que, pour tout m € N et tout multi-indice o € NV,

8 m N
(815) Vou(t, z)

Les formules définissant f1, fo, R et R;, montrent que, pour tout e vérifiant
O<e<l1

sup
(t,2)€[0,T] xQ

< C(m,oc,T .

in €
RI™| oo < [ oo
IR [~ @xvy < = a§|:100,a,T1I<I§a<XN||5(|U|)UJ||L (V.dp)
2

€ b,in
+ — E Co.ar max ||d;il|l e < Cre
az‘ —, ,Q, 1§i,j<NH w”L V,du) = Y1 s
al=

et de méme

€
IR || Lo jo,7)xT_) < o > Coar 1I<I;a<XN||ﬁ(|v|)vj||L°°(V¢du)
|a]=1 -

2

€ b,in

+ — E Coar max ||dillpe <Crp'e

e =, 0,a, ISi,jSNH ZJ”L Vydp) = ~1 ’
al=

€1 posanl
Cb’in = E C 1
T e 0,a, ]r<nja<XN ||i (|’U|)U]||L (V’dl)

jal=1

1
+ 2 Iz|:2 Co,a,T 1;??%(1\{ ”dinLOO(V,dp) .
al=
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D’autre part,

€
[Sell oo (jo, Ty x2x V) < p z|:1 Cla,T  max 18w vjll e (v,au)
o=

2
€
t3 |Z2 Cia,r | Jax [ dij || oo (v,dp)
ol=

€
o3 O CoarR max (il .an

lee|=3

+ V|1l oo (v,dp) Z Co,a,1 miXNHBUUDUjHLw(v,du)

1<j
|a]=1 -

2
€
+ E"/H’CIHLOQ(V,du) Z Co,a,r 1%?3%(]\, il Lo (v, du)

lov]=2

< Cte.

FEtape 5. Appliquons le principe du maximum (Proposition 3.1.5 du chapitre 3)
au probléme aux limites vérifié par la fonction R, dans I’étape 2.
Dans le cas présent, on a

a a
2 (4 K1 —1) = =z (a+ )1 —1) =ay.
Avec les notations de la Proposition 3.1.5 du chapitre 3, on trouve donc que
a
D= HG—Q (1+€e*y)K1 - 1)+HLOO = ay, .

Donc
b,i T T
| Rell Lo (jo,7]x0xv) < €C1M e+ 4 eTCre®+ 7.

On en déduit immédiatement que

| fe = ulloe 0,7 xxv) < | RellLoo (j0, 7] x2x V)
+ €l f1ll Lo (0,7 x 2x V)
+ €| foll o< (0,11 x 25 V)

< eCM (1 4 e+ T 4 eCie®+ T
puisque les définitions de C%m7 de Chy 0,1, €t de f1 et fo montrent que

b
ell fill Lo (o, m)x0xv) + € fall Lo (0,111 0xv) < O e
Ceci démontre I'inégalité du Théoréme 4.3.1 avec

Cp = Co™(1 4 e+ T) 4 Ce®+ T
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4.3.2 Conditions aux limites dépendant de v € V

La démonstration ci-dessus peut s’étendre dans différentes directions. Nous
allons en discuter tout particuliérement une, qui porte sur la possibilité de gé-
néraliser I’énoncé du Théoréme 4.3.1 au cas de données au bord plus générales.

En effet, dans le Théoréme 4.3.1 ci-dessus, on a supposé que les données
initiale et au bord sont indépendantes de la variable v :

fin = fi”(x), et fo = fult,x).

En général, il faudrait pouvoir traiter le cas de données au bord de la forme

fr=fm(zv), et fy= folt,z,v).

Dans ce cas, la solution formelle de Hilbert tronquée a n’importe quel ordre
ne peut pas en général étre utilisée comme dans la preuve du Théoréme 4.3.1.
En effet, en gardant les notations de la démonstration du Théoréme 4.3.1, on a

fe(0,2,0) = Fe(0,2,v) = f™(2,v) = fo(0,2) + O(e) = O(1)
et de méme
fe(t,z,v) — Fe(t,z,v) = f(t,z,v) — fo(t,z) + O(e) = O(1), (x,v)€el_.
On ne peut donc déduire du principe du maximum que
Jo— F =0

en norme uniforme sur [0,7] x Q x V, puisque cette estimation fait défaut sur
le bord.

Expliquons comment y remédier dans le cas trés simple de 1’équation de
Boltzmann linéaire monocinétique avec scattering isotrope, en dimension 1 d’es-
pace et avec la symétrie du de la plaque infinie. Pour I’écriture de ce modéle
particulier, nous renvoyons le lecteur au chapitre 1, en particulier a la section
1.1.2.

On considére donc le probléme stationnaire d’inconnue f. = fe(z, p)

efet n%f + 2(f— (f) = eqla), @ elas,wrl, ul <1,

fﬁ(‘rL>/‘):fL(u)7 O<p<l1,

fe(va_.u):fR(:u)v O<p<l,

oua>0et

1
<ﬂﬂ@=%/¥ﬂ@wmm vy << an.

La fonction donnée ¢ = ¢(z) appartient & C*°([xp, xg]).



4.3. JUSTIFICATION RIGOUREUSE 153

On montre que, lorsque ¢ — 07, la famille f. de solutions de 1’équation
de Boltzmann linéaire ci-dessus vérifie f — fo = fo(z), ot fo est solution du
probléme aux limites de diffusion

1 d?
f_giadmfZO:qv rL <T < TR,

fo(xr) = Fr,

fo(rr) = Fr,

ou L
Fr = @/ pH (1) fr (1) dp

0

1
Fr="3 [ pH) fr(u)du.
0

La fonction H intervenant dans les expressions de fr et fr ci-dessus est la
fonction de Chandrasekhar — qui n’est pas connue explicitement, mais se cal-
cule tres facilement sur le plan numérique : voir [15]. On trouve qu’une valeur
approchée de la fonction H est

L 2+3p
=75

Pour arriver au résultat ci-dessus, on modifie la solution formelle de Hilbert
en y rajoutant des termes de couche limite, localisés prés des extrémités de
lintervalle [z, 2 g]. Plus précisément, on cherche une solution formelle du type

Fla) = X @ fuloa + X ok (T ) ¢ L el (25 ).

n>0 n>0 n>0

H(p)

O<pu<l.

Le terme

Z €" fnlx, 1)

n>0

est habituellement appelé “solution formelle intérieure”, tandis que les termes

Sk (T ) e et (1)

n>0 n>0

sont les termes de couche limite localisés prés de x, et de x g respectivement.
A Tordre dominant, ces termes de couches limites satisfont les équations

8¢(€ L _ L =0 0 <1

2 Oz (Z,/J) +a(¢0 (Z,;L) <¢0>(2)) - Y z > ) |N| =+

o5 (0, 1) = fr(p) — fo(xr), 0<pu<l,

pour ce qui est de ¢f, la fonction ¢f étant solution d'un probléme analogue.
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Le probléme aux limites ci-dessus est posé sur la demi-droite z > 0; c’est
un exemple de probléme de demi-espace pour I’équation de Boltzmann linéaire,
parfois appelée probléeme de Milne.

Le fait crucial concernant ce probléme de Milne est que, sous 'hypothése

mmzéémwmww7

la fonction ¢f converge vers 0 a l'infini en z, & vitesse exponentielle :
|68 (2, )] = O(e™°*) pour tout z > 0 et tout p €] —1,1]

quelque soit ¢ < a : voir [5].
Ainsi, en choisissant comme conditions aux limites pour ’équation de diffu-
sion stationnaire

1

folz) = Fr, =4 ; pH (1) fr.(p)dp

folen) = Fn = [ nt ) ful)du.

on trouve que les termes de couche limite dans la solution formelle tronquée a
Pordre 2 vérifient

2

> ok (T ) = 0l
€

n=0

2
o (222 ) —onn,
n=0

€

pour tout x €]xy,xR|, ¢’est-a-dire qu’ils restent confinés au bord de I'intervalle
|z, zr[. Autrement dit, le role du terme de couche limite

2
Yo "o (x — xL,u)
n=0 €

consiste & raccorder la condition aux limites pour ’équation de Boltzmann li-
néaire

f6($L>M):fL(:u’)’ O<pu<l

— condition aux limites qui est incompatible avec ’approximation

fe(z, p) = fo(z)

— avec la condition au bord x = xj, pour ’équation de diffusion, qui est

foler) = Fi =42 [t
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Nous n’en dirons pas plus sur ce sujet, et renvoyons le lecteur intéressé aux
articles [5], [24] et & 'Exercice 4.4, ou ces problémes de demi-espace sont étudiés
en détail.

On peut également chercher & obtenir une approximation plus précise que
celle du Théoréme 4.3.1, par exemple une approximation a O(e?) prés de la
solution f..

Dans ce cas, méme si les données au bord sont indépendantes de p, c’est &
dire si on considére le probléme

cfet nfe + (= (f)) = cal@), @ Eleraal, Il <1,

fe(anu’):fLa O</”'<1a
fe(xRaﬂ):fRa 0</1’<1a

ou fr, et fr sont des constantes, 'approximation par la diffusion exige d’avoir
recours a des termes de couches limites.

En effet, pour avoir une approximation & l'ordre O(e?), on doit ajuster la
solution formelle intérieure de Hilbert & la condition aux limites de telle sorte
que

Fo(xp,p) — fr = 0(*), Fo(xr,p) — fr=0().

Si F. est une solution intérieure série formelle en puissance de € de ’équation
de Boltzmann linéaire stationnaire monocinétique avec scattering isotrope et
symétrie du slab, c’est-a-dire si

F.(z, /.t) = Z €nfn(x7/’6) )

n>0

on trouve comme dans la section précédente que

fo = fol),
fl = Cl(fE) — 1 %

a dx

(),
de sorte que

€ dfo

Fe(zp,p) — fr = folzr) +eCi(xr) — fr — gﬂa(ﬂﬁL) +0(e%).

Il est donc impossible de satisfaire & la condition

Fe(zp,p) = fr = 0(€),

sauf dans le cas trés particulier ou %(mL) = 0. Le méme probléme se pose

évidemment en r = Tg.
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Pour le résoudre, on ajoute donc a la solution formelle intérieure ci-dessus des
termes de couche limite d’ordre O(e), c’est-a~dire qu’on considére une solution
formelle du type

Fe(x,u) = Z ann(xv/i)

n>0
n r— Xy n TR — X
+Ze¢>£< - ,u>+Ze¢>ﬁ< - ,—u>.
n>1 n>1

A Tordre dominant, le terme de couche limite en x = x, vérifie le probléme de
demi-espace

02 (2 ) + al6F (2, 0) — (OF)(2)) =0, 2> 0, [ul <1,

(0, ) = Ci(zr) — %M%(QJ”L) .
On montre alors que, lorsque € — 07, la solution de I’équation de Boltzmann
linéaire f, vérifie
Jfe=ge+ 0(62)

ou la fonction g, est la solution du probléme au limites

1 d?
Je — 353529 =4, Tp <T <R,

ge(wr) — €2 ¥e(zp) = fr,

ge(zR) + €2 X (zp) = fr,
avec

1
Az?/o 2 H (p)dp,

ou H est la fonction de Chandrasekhar. Un calcul numérique montre que l'on a
environ A ~ 0.7104.

On remarquera que la condition aux limites pour le probléme de diffusion a
changgé, entre le cas de 'approximation a ’ordre O(¢) et celui de 'approximation
a lordre O(€?). Dans le cas de lapproximation a l'ordre O(e), I'équation de
diffusion apparait avec des conditions de Dirichlet, tandis que dans le cas de
I'approximation & I'ordre O(€?), la méme équation apparait avec des conditions
aux limites mélangeant les valeurs de la fonction et de sa dérivée normale au
bord du domaine spatial, qui sont appelées conditions de Robin ou parfois (en
neutronique) conditions d’albedo (voir par exemple le chapitre 11 dans [43]).

La quantité e% est homogéne a une longueur et porte le nom de longueur
d’extrapolation. En effet, la formule de Taylor pour g. en z; permet de voir la
condition

A dg.

ge(xr) = 65 dzx

(zr) = fr
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comme analogue a la condition de Dirichlet

Ge (:cL - e[:) = fr + O(é?).

Autrement dit, la condition de Robin est équivalente & une condition de Dirichlet
sur un intervalle un peu plus grand que [z}, zg], auquel on a rajouté un seg-
ment de longueur e% a chaque extrémité. Bien que la fonction g. ne soit définie
a priori que sur Uintervalle [z, xg|, prescrire la condition de Robin est asymp-
totiquement équivalent & extrapoler g. sur un intervalle un peu plus grand, sur
les bords duquel la condition de Robin est équivalente — & O(€?) prés — a une

condition de Dirichlet.

4.4 Diffusion & flux limité

De nouveau, nous allons restreindre notre attention a 1’équation de Boltz-
mann linéaire monocinétique avec scattering isotrope et symétrie de la plaque
infinie, présentée au chapitre 1.

Considérons le probléme de Cauchy d’inconnue f. (¢, x, 1)

a
% tpdofet —(fe={f)) =0, zeR, |ul <1,

fe’t:() = fin’

ot a >0 et fi" = fi"(x) est — pour fixer les idées — de classe C°° & support
compact sur R. La notation (f.) désigne la moyenne angulaire de f., c’est-a-dire
que

(¢) =1 [ o).

pour tout ¢ € L*([-1,1]).
L’approximation par la diffusion consiste & approcher f. par la solution u de
I’équation
u 1w _ L eR,t>0,

u|t:0 =fm.

Rappelons (cf. chapitre 1, section 1.1.3) que cette équation de diffusion cor-
respond & écrire que f. satisfait ’équation de continuité

500+ 3z (tsd) =0,

puis & écrire la loi de Fick, sous la forme

Lo

%er) o~
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Bien que I'approximation par la diffusion soit une théorie asymptotique qui
n’est valable stricto sensu qu’aprés passage a la limite pour € — 0T, on souhaite
pouvoir 'utiliser en pratique comme approximation pour € > 0 éventuellement
trés petit, mais pas forcément nul. Si d’autre part la donnée initiale présente
des zones de fort gradient spatial, il peut arriver que 1’on ait

9
or

1

3701 <f6>(t7m) > %<fe>(t7x)7

ce qui est en contradiction avec la loi de Fick

1 1 0

E<Mf6> ~ _?Ta%<fe>'
En effet, si f. > 0, on doit avoir

1 1

E|<Nfe>(t7x)| < ;<f6>a

puisque |u| < 1.

Evidemment, ceci est lié a la perte éventuelle de positivité dans la solution
formelle de Hilbert pour ’équation de Boltzmann linéaire. En effet, rappelons
que cette solution formelle est donnée par

F. = Zenfn(taxvﬂ)y

n>0
avec
fO = fO(ta SU) )
1 0
fi=Ci(t,x) — Eua—];o(t,x).

Il est donc parfaitement possible que, si € > 0 n’est pas pris assez petit, et en
présence de valeurs élevées de la dérivée spatiale 9, fo(t, x), la somme des deux
premiers termes de la solution formelle soit négative, c’est-a-dire que 'on ait

o+ Cn)(t0) — <u 20 1,0) <0,
pour certaines valeurs de (¢, z, u).

Il existe plusieurs fagons de remédier & ce genre de difficulté, qui est parti-
culiérement génante lorsqu’on veut utiliser la modélisation par la diffusion dans
des régimes ot le taux de scattering est grand sans étre trés grand — c’est-a-dire,
de maniére équivalente, ot € > 0 est petit, mais pas infinitésimalement petit.
L’idée consiste & modifier I’équation de diffusion de fagon a limiter la taille du
flux calculé par la loi de Fick. Bien souvent, ces limiteurs de flux sont introduits
de fagon ad hoc, et sont adaptés au contexte applicatif particulier dans lequel
on veut les utiliser.

Il existe pourtant une méthode systématique pour obtenir I’équation de dif-
fusion & flux limités, qui a été proposée en 1979 par C.D. Levermore, et dont
nous allons donner une bréve présentation.



4.4. FLUX LIMITE 159

Une idée permettant d’éviter toute perte de positivité dans la solution for-
melle de Hilbert consiste a la chercher sous la forme

Fe =exp Z EnAn(ta Z, /’L)

n>0

(La encore, on ne cherchera pas a montrer que cette série converge : 'objet

ci-dessus est seulement une expression formelle en puissances de ¢.)
Substituons cette expression dans 1’équation de Boltzmann linéaire monoci-

nétique avec scattering isotrope et symétrie du slab : on aboutit aux équations

suivantes.
a (er(t%lt) _ <6Ao(t7-”fv')>) =0,
Ordre €° :

Ordre e :
0 Ao (tyz,p) Ao (t,x,pu) Ao(t,z,)
pgpe T Fa | ettt Ar(t,, p) — (eI At e, 0) ) ) = 0.

Nous n’expliciterons pas les conditions suivantes — dont ne nous servirons
d’ailleurs pas.

L’équation a Pordre O(e~1) entraine que
eAobm:) ogt indépendant de

c’est-a-dire que
AO = AO (t, I) .

L’équation & I'ordre O(e”) devient alors
Ao (t,x) Ay Ao (t,z)
pe 0 W(t,m)—&-ae oA (¢, 2, ) — (Ai(ty2, 7)) =0,

d’ott 'on tire que
1 0A
Ai(t,z,p) = Ci(tx) — Eua—;(t,x), C1 = (41).

Quitte a regrouper les termes Ag + €(A1) en une seule fonction
B (t,x) := Ag + (A1)

la solution formelle ci-dessus devient

B,
F.(t, 2, 1) = exp (Be(m) - 2# o (1.2) +0(e2)> .

Ecrivons que cette solution formelle vérifie ’équation de continuité

S m+ o (Fwm) ) =o.

€
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obtenue en moyennant chaque membre de 1’équation de Boltzmann linéaire par
rapport a pu.
Observons ? que

1 .

sinh z

1 Zp —

2 / € dlu’ - )
—1 z

de sorte que

1 . .

d (sinhz zcosh z — sinh 2z
1 Ay = — = )
2 /lue =z ( z ) 22

Donc, en posant

i po SINB((€/)0B/02)
pe(t7x)' <F€>*6 (6/@)836/81' =e ’

on voit que

1 _ 1 (pFy) 1 _[edB. 1 (edp/Ox
sk = Ry ED(G ax)pe_ ED(GPE e

ot D est la fonction holomorphe sur la bande |Sz| < 7 définie pour z # 0 par
1
D(z) = cothz — —.
z

Le calcul formel ci-dessus suggére donc de remplacer ’équation de diffusion
habituelle

— =0, z€R,t>0,
par I’équation de diffusion non linéaire
1 0pe/0
Bipe — O <D (ep/x) pe> —0.
€ a  pe
Comme D(z) ~ %z lorsque z — 0, on trouve que, si

Ipe . Ou
ox Ox

Pe —u et

ponctuellement en (¢, z) lorsque € — 0T, alors

1 1 € Ope/0x 1 ou
<UF€> ~—-D <p/> Pe = —5 -

€ € a  pe 3a 0x’

de sorte que ’équation de diffusion non linéaire ci-dessus se rameéne a ’équation
de diffusion usuelle dans la limite ¢ — 0F.

sinh z

~*= se prolonge en une fonction holomorphe sur C, prenant la valeur

2. La fonction z
len z=0.
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D’autre part, I’équation de diffusion non linéaire vérifie évidemment que

- (252

c’est-a-dire que la condition de flux limité est automatiquement vérifiée par
I’équation non linéaire — on a tout fait pour cela, notamment en imposant a la
solution formelle F, d’étre inconditionnellement positive. En effet,

1 1

= - —
22 gsinh® 2

D'(z) = > 0 pour tout z € R*,

de sorte que D est une fonction croissante impaire sur R vérifiant

D(0)=0, et lim D(z)=1.

z—+00

La justification rigoureuse de cette approximation par la diffusion limitée
reste & établir.

4.5 Interprétation probabiliste de I’équation de
diffusion

Considérons de nouveau le probléme de Cauchy pour I’équation de la chaleur
posée dans RN

ou
Engxu:o, zeRY, t>0,
u}tzozum

Pour tout v € L?(RY), on sait que le probléme de Cauchy ci-dessus admet
une unique solution u € C*(R7% x RY) donnée par la formule

ult,z) = | E(t,x—yu™(y)dy, xRN, t>0,
RN

ol

E(t,z) LI [2I* ERY, t>0
L) = ———— 7 €X —_—— X .
T Qa2 TP\ Ty ) ’

Cette formule montre que 'on ne peut espérer résoudre I'équation de la
chaleur par une méthode des caractéristiques. Autrement dit, méme si la donnée
initiale vérifie u'™ € C°°(RY), il n’est pas possible d’exprimer la solution u de
I’équation de la chaleur ci-dessus par une formule du type

u(t,z) = u™(y(t;z)), zeRN, t>0,

ot Ry >z v(t;x) € RY est, pour tout * € RY, une courbe paramétrée
tracée dans RY telle que v(0;z) = =, vérifiant par exemple |y(¢;x)| — +oo
lorsque |z| — 400 et v € C?(R4 x RYV;RY).
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Exercice 4.1 Démontrer cette impossibilité. (Indication : supposer que la don-
née initiale u'™ > 0 est une fonction continue & support compact dans RY, et
démontrer que la solution u du probléme de Cauchy pour l’équation de la chaleur
vérifie supp(u(t,-)) = RN pour tout t > 0).

Soit S(t) 'application linéaire u™ + S(t)u'™ = u(t,-) pour tout ¢ > 0. Si on
note

alt, €) ;:/ e Tyt x)dx
RN
la transformation de Fourier partielle en x, on voit que
a(t, €) = exp(—gtlE[*)a™(€),

puisque A R
u(ta') :E(tv')*u’ma et E(taf) :exp(—%t\f|2).

En particulier, pour tout t;,t2 > 0, on a
Sty +t2) = S(t1) o S(t2).
Soit t > 0 et n € N*; on définit le pas de temps At = t/n. Alors
u(t,-) = S(At) u™.

Exprimons cette égalité en variables physiques, au lieu des variables de Fourier.
On trouve que

u(t,z) = E(At,)x...x E(At,-) »u™(z),

n termes

ce qui s’exprime explicitement comme suit :

u(t, ) :/ ... E(At,x —21). . .E(At; 2,1 — ) )u'™(2™)d2;. . . da,,
RN JRN

Z|Ik—xk 1]2 , dzy...dx,

_*At m my "Lt
/RN /RN P ( At? v (SC )(27TAt)”N/2 )
en posant rg = x.

A partir de maintenant, on se contente d’un raisonnement purement formel.
L’idée consiste a voir les points zp pour £ = 0,...,n comme les points situés
sur une courbe paramétrée ¢t — X(t) correspondant aux valeurs ¢ = kAt du
paramétre. Lorsque n — 400, on a At =t/n — 0 de sorte que

|z — 21|
At?

L’argument de I’exponentielle sous 'intégrale évoque donc la somme de Riemann

~ | X ((k—1)At)|?.

n

1 |z — 2 |? ~ LA 2
Atz A T 3A Z k—1)At)] fz/\X ds.
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Quant & I'intégrale n-uple

/ / dry...dz,
RN RN . 27TAt)nN/2

n f01s

dans la limite n — 400, on peut y penser comme une intégration par rapport a
la “mesure de Lebesgue produit”
IT dx(s)

0<s<t

olt X décrit une certaine classe de courbes tracées dans R” telles que X (0) = z.
On peut penser & cette expression comme & ’analogue, dans I’espace (R~ )[O’t}
de toutes les applications de [0, ] dans R, de la mesure de Lebesgue dy; . .. dy,
dans R™.

Ces remarques nous conduisent & introduire la notation

dzy...dx,
DX = 1 -
n—>-too (2T AL)N/2

ult,z) = /exp (-;/Ot |X(s)|2ds) Wi (X (1))DX .

Ce raisonnement est grossiérement faux du point de vue mathématique.
Pour commencer, on ne peut pas donner un sens a la “mesure de Lebesgue
produit” ci-dessus, qui fait intervenir le produit d’une infinité non dénombrable

rmes. u raisonnement ne tien m u ur de normalisa-
de termes. De plus ce raisonnement ne tient pas compte du facteur de normalisa
i ¢ xpli i X iel.
tion dont la présence ne s’explique qu’en raison du terme exponentiel

de sorte que

1
(27TAt)"N/2 ’
Ceci suggére donc de ne pas séparer les facteurs

t
exp (—;/ |X(s)|2ds) et DX
0

comme on l’a fait ci-dessus. Au contraire, c’est le produit

exp (—; /Ot |X(s)|2ds> DX

qui a un sens et qui s’interpréte comme une mesure de probabilité sur I’espace
C(R,;RM)g des applications continues de R, dans R prenant la valeur 0 en
t=0.

Plus précisément, on démontre qu’il existe une unique mesure de probabilité
— appelée “mesure de Wiener” — sur I'espace C'(R; RY)g telle que, pour tout
m > 1, toute suite finie de parties mesurables A= (A1,...,A;) de RY et tout
t=(t1,...,tm) € (R%)™, la probabilité de I"ensemble cylindrique”

-,

C(t,A) :={y € CR;RY)o|v(tr) € Ay, 1 <k <m}
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soit

Prob(c*(f;l)):/A /A /A /A E(t1,21)E(ty — t1, x5 — x1) ...
1E(2t _—

m

m — tm—1, Tm — Tm—1)dz1d2s . .. dTpmym_1dT,, ,
ou on rappelle que

1 || N
E(t,2) = ——— - eR",t>0.
( ,fl}') (Qﬂ_t)N/Q exp < 2t Y xz
Une fois que 'on dispose de la mesure de Wiener, la solution u du probléme
de Cauchy pour ’équation de la chaleur ci-dessus s’exprime par la formule

u(t, ) = E(u™(z + (1))

ot v décrit I'espace C(R;RN)g et ol I'espérance E est prise sous la mesure
de Wiener.

Cette formule est 'analogue exact de celle donnant la solution du probléme
de Cauchy pour ’équation de Boltzmann linéaire a partir du processus de trans-
port, obtenue au chapitre précédent (voir section 3.3.)

En effet, largument de la donnée initiale dans I'expression ci-dessus, soit
x + (t), peut-étre vu comme un processus stochastique X; partant de x pour
t = 0, en posant X;(y) = x + 7(¢), ot 'aléa est le chemin v € C(R4;RM)g
et la mesure de probabilité la mesure de Wiener. Ainsi, la formule ci-dessus
exprimant la solution u du probléme de Cauchy pour I’équation de la chaleur
se met-elle sous la forme

u(t,x) = Ez(um(Xt)) ,

ou X; est le processus stochastique ainsi obtenu, et ot E®* désigne I'espérance
prise sur les trajectoires de ce processus partant de x a ¢t = 0.

En réalité, le processus stochastique naturel dans ce contexte est le mou-
vement brownien standard habituellement noté B, (ou Wi, en 'honneur du
mathématicien Norbert Wiener) défini en posant Bi(y) = ~(t), ou l'aléa est le
chemin v € C(Ry;RY)g et la mesure de probabilité la mesure de Wiener. La
solution du probléme de Cauchy pour I’équation de la chaleur s’écrit donc

u(t,z) = B(u(z + By))

Dans la formule ci-dessus, ’espérance mathématique est prise par rapport a la
mesure de Wiener définie sur C(R; RY),.

Le mouvement brownien intervient dans des contextes trés variés. Le nom
méme de mouvement brownien évoque les observations de R. Brown (1827) sur
le mouvement de particules des grains de pollen de Clarckia Pulchella immer-
gées dans de ’eau. Les premiéres études mathématiques sur le processus sto-
chastique appelé mouvement brownien remontent au début du XXéme siécle,
avec les travaux de L. Bachelier sur les cours de la bourse, qui sont a ’origine
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FIGURE 4.1 — Une trajectoire du mouvement brownien : graphe de ¢t — B; dans
le cas de dimension N = 1.

des applications des mathématiques & la finance, et avec ceux d’A. Einstein

en mécanique statistique. Mais le mouvement brownien joue également un roéle

important en théorie conforme des champs, en topologie (théorie des cartes). . .
Le mouvement brownien peut étre caractérisé par les propriétés suivantes

en supposant pour simplifier que N =1) :

a) Bp =0p.s.;

b) les trajectoires de (By);>o sont toutes continues;

¢) pour tout ¢ > s > 0, la variable aléatoire By — B est indépendante de la

tribu engendrée par les B,., pour tout 0 < r < s;

(d) pour tout t > s > 0, la variable aléatoire B; — By suit la loi gaussienne de

moyenne 0 et de variance t — s.

(
(
(
(

En particulier, la propriété (d) implique que, pour tout ¢t > s > 0
E(B; — B,) =0, E(|B;—Bs*)=t—s.

Bien que les trajectoires du processus brownien soient toutes continues, elles
sont presque slirement non dérivables ; voir la figure 4.5 pour avoir une idée de
I’allure des trajectoires du mouvement brownien.

Le lecteur intéressé a approfondir ces questions pourra consulter le chapitre
14 du cours de J.-F. Le Gall [35].

Retournons a la formule explicite donnant la solution du probléme de Cauchy
pour ’équation de la chaleur & partir du mouvement brownien, soit

u(t,z) = B(u™(z + By)).

Cette formule est I’analogue probabiliste de la formule déduite de la méthode
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des caractéristiques pour résoudre I’équation de transport

%{Jru Vof=0, zeRY, t>0,
floo =1,

A savoir _
fit,x) = f""(x — tv).

En effet, cette formule peut s’interpréter comme

f(t,2) =B(f"(x +7(1)

ot E désigne I’espérance par rapport & la mesure de probabilité sur C(R.; RY)g
définie par la masse de Dirac concentrée sur la droite ¢ +— y(t) = —tv.
Comme la solution de I’équation de Boltzmann linéaire

aj‘—&-u Vafe+ (fe—(l—l—eQ'y)lee):O, (z,v) eERN xV, t>0,

fE|t O f’Ln

est donnée par la formule
fe(t,z,v) = EPO(f7 (X (2,0), Vi (2,0)))

ou (X5, V)0 est le processus de transport associé, la convergence de fe vers
la solution u de I’équation de la chaleur

ou

1Au 0, zeRY,t>0,
ot
ul,o=u",

donnée par la formule
u(t,z) = E(u(z + B2,)),

s’interpréte comme la convergence en un certain sens du “processus des posi-
tions” du processus de transport, a savoir (X5 );>o, vers le processus de diffusion
T+ B2y

Nous renvoyons au cours de C. Graham et D. Talay [26] pour approfondir
les applications de ce point de vue.

4.6 Exercices

Exercice 4.2 Nous considérons l’équation de Boltzmann linéaire monociné-
tique en dimension 2 d’espace. La vitesse s’écrit v = (cos0,sin @) et la position
est notée x € R%. La fonction de distribution f = f(t,z,0) est donc solution de

of
at

+ v Vol = SEW) - £,
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avec )
™
5 .
fo " k(p)dp
Le noyau de collision k est une fonction continue 2mw-périodique strictement
positive et bornée.

K(f) =

1. On rappelle le développement en série de Fourier d’une fonction g

_ 1 wnb _ °r —inf
g@—gz%e,%—ég@eda

neZ

Montrer que

K(F) = o 3 ko fuc™

27Fk0 neZ

et que |ky| < ko pour tout n # 0.
2. Pour étudier la limite de diffusion, on pose

F=f04efl 422+,
et on écrit la hiérarchie d’équations suivant les puissances de €. Appliquer

la transformée de Fourier & ces équations.

3. En déduire que f° est une fonction constante en la variable angulaire 6.
En utilisant les deuzx équations suivantes (permettant de calculer f! et f2)
retrouver la limite de diffusion et montrer que cette équation dépend de o
ainsi que de ko, k1 et k_1.

4. Mettre en place une stratégie pour démontrer que la solution f(t,x,0) est
proche de la solution de l’équation de diffusion dans L2.

Exercice 4.3 (Temps de sortie du soleil pour des photons) Soit un so-
leil monodimensionnel dans lequel sont présents (et créés) des photons. On
considere ’équation en dimension 1 d’espace

0 0
S(Z oSy =otn-n. bl=c k<R,

ol on a posé
(A)t2) = 3 (£ et + flo—e.h)

1. Ezxpliquer o partir de considérations élémentaires pourquoi le terme (f) —
f peut s’interpréter comme une redistribution aléatoire de particules (les
photons) sur la matiére lourde composant le soleil.

2. Quelle est la dimension de la constante o ?

Pour déterminer une valeur raisonnable de cette constante, on revient sur

le probleme en dimension 3 d’espace. Montrer que, pour un soleil de rayon
R et de masse M, alors

(M NP ()P
TS\ ZRm) TR
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convient, en notant m la masse du nucléon.

8. Déterminer o pour les valeurs physiques
M=2-10%g, R=10%m, m=1.6-10"%"kg.

4. Quelle est la limite de diffusion ¢ Interpréter la solution d’un point de vue
probabiliste.

5. En déduire que la plupart des photons issus du coeur du soleil mettent (au
moins) plusieurs milliers d’années pour en sortir. Comparer avec le temps
d’arrivée sur terre (la distance terre-soleil est D = 1.5 - 108km).

Indication : il est utile de faire un paralléle avec la théorie probabiliste qui
est trés puissante pour arriver & une interprétation physique correcte. Essentiel-
lement les photons a l'intérieur du soleil ont des trajectoires de type brownien
avec des “rebonds” multiples : c’est pour cela qu’ils mettent un temps trés grand
pour sortir du soleil. Pour la deuxiéme partie de la question 2, I’idée est d’inter-
préter le libre parcours moyen comme un multiple de la distance moyenne entre
les nucléons. S’ils sont répartis & peu prés régulierement dans le volume occupé
par le soleil, on a donc une densité de masse qui vérifie p oc mo>. Or la densité
totale s’écrit aussi p = (%R‘?’)_l M. D’ou le résultat.

Exercice 4.4 (Le probléme de Milne) Ce probléme concerne l’absorption
d’un groupe de neutrons incidents monocinétiques (la vitesse étant normalisée
a 1) sur un demi espace avec un angle de vol 6 par rapport & la normale. On
note p = cosf et on considére l’équation

9 s (1
L 1/ u(a, )dp' @ €] —o0,0], pe [~1,41],
ox 2 J,

munie de la condition aux limites

w(0,p) = g(—p)  pour tout pu € [—1,0].

On pose u™ (z, 1) = u(z, u) et u™(x,u) = u(x, —p) pour p €]0,1]. Les fonctions
ut et u” sont définies sur ] — 0o,0]x]0, 1].

L’objectif de cet exercices est de caractériser la distribution sortante de
neutrons ut (0, ) en fonction des neutrons entrants dont la distribution est
u”(0,1) = g(u), qui est donnée. Ce probléme est connu sous le nom de “pro-
bléme de l’albedo”.

1. Montrer que le probléme stationnaire peut s’écrire, a un changement de
variables pres,
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2. Expliquer formellement pourquoi on peut se ramener & écrire

1
pu (0, 1) =/ R(p, p")p'u™ (0, 1)yt
0

ot R est une fonction a déterminer. Expliquer pourquoi on a aussi, pour
tout x < 0,

1
pu (2, ) :/0 R(py ') p'u™ (2, p)dp

3. Vérifier qu’on peut éliminer u™ et les dérivées spatiales dans les équations
de la question 1 grdce d la question 2. Montrer par un calcul (assez lourd)
qu’on trouve une équation intégrale non linéaire

/01 (i + ;) R(p, Nu™ (2, \)AdA = g (1 + /01 R(u, )\)d)\)
X /01 (u‘(m,u’) + ;/OlR(M’,A)Au—(x,A)dA> dy’ .

FEn déduire lidentité

(o) o [ o) (1 [ 25)

4. On pose S(u, p') = ' R(u, u'). Montrer que la fonction S est symétrique :
S(usp') =S’ 1) -

Proposer une interprétation physique de cette formule.

5. On définit alors la fonction de Chandrasekhar® par

H(p) =1 +/01 S();\’ﬂ)d)\.

Montrer que la connaissance de la fonction H est suffisante pour résoudre
le probleme de l’albedo. Montrer que H vérifie [’équation intégrale mon
linéaire )
c H(W)
H(p)=1+-puH —du’.
(1) 5 HH (1) s
6. On suppose finalement que c est petit. Montrer que H = 1 en premiére ap-
proximation. En déduire qu’une solution approchée du probléme de l’albedo
est donnée par la formule

1 /
a0, zf/md/,
(0, 1) 3 ) pra

3. Subrahmanyan Chandrasekhar (1910-1995), lauréat du prix Nobel de physique en 1983
“pour ses travaux théoriques sur les processus physiques jouant un réle important dans la
structure et ’évolution des étoiles”.
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Indications : cet exercice qui peut ne sembler que calculatoire est en fait profond,
car il s’agit de déterminer la fonction H de Chandrasekhar. Le role important
joué par cette fonction a déja été évoqué dans la section 4.3.2. La question 4 est
particuliérement délicate. Pour la traiter, on pourra par exemple poser

et démontrer que

T(,A) ¢ p /1 T ) =T ) o
0

A :§u+)\ w

puis intégrer chaque membre de cette égalité par rapport a A.



Chapitre 5

Méthodes numériques

5.1 Rappels sur la méthode des différences finies

Hormis quelques cas trés particuliers, il est impossible de calculer explicite-
ment les solutions des équations aux dérivées partielles. Il est donc nécessaire
d’avoir recours au calcul numérique sur ordinateur pour estimer qualitative-
ment et quantitativement ces solutions. Le principe de toutes les méthodes de
résolution numérique des équations aux dérivées partielles est d’obtenir des va-
leurs numériques discrétes (c¢’est-a-dire en nombre fini) qui “approchent” (en
un sens convenable & préciser) la solution exacte. Nous présentons ici une telle
méthode, dite des différences finies, qui discrétise le probléme en représentant
des fonctions par un nombre fini de valeurs.

5.1.1 Principes de la méthode pour I’équation de diffusion

Nous rappelons les notations et résultats essentiels de la méthode des dif-
férences finies sur un premier exemple, & savoir I’équation de diffusion (pour
plus de détails nous renvoyouns a [2]). Pour simplifier la présentation, nous nous
limitons & la dimension un d’espace. Nous considérons ’équation de diffusion
dans le domaine borné (0, 1)

ot Vo2
u(t,0) = u(t,1) = 0 pour t € R}

=0 pour (z,t) € (0,1) x R}

(0, z) = up(x) pour z € (0,1),

ou v > 0 est un coeflicient de diffusion constant.

Pour discrétiser le continuum spatio-temporel, on introduit un pas d’espace
Az =1/(N +1) > 0 (N entier positif) et un pas de temps At > 0 qui seront
les plus petites échelles représentées par la méthode numérique. On définit un
maillage (voir la Figure 5.1) ou des coordonnées discrétes de ’espace et du temps

(tn,xj) = (nAt, jAz) pour n > 0,5 € {0,1,..., N + 1}.

171
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“A

T -

JAx
FIGURE 5.1 — Maillage en différences finies.

On note u(t,z) la solution exacte (inconnue) de (5.1) et u} une solution dis-

créte approchée au point (¢, ;), c’est-a-dire que u} ~ u(tn, ;) (dans un sens
a préciser). Le principe de la méthode des différences finies est de remplacer
les dérivées par des différences finies en utilisant des formules de Taylor dans
lesquelles on néglige les restes. Par exemple, on approche la dérivée seconde en

espace (le Laplacien en dimension un) par

_%(tm%) ~ T J(FAQ;L)ZU?H (5.2)
ou l'on reconnait la formule de Taylor
—u(t,r — Azx) 4+ 2u(t,z) — u(t,z + Ax) _ _@( ) — (Az)? @( 2)
(Ax)? 0x? 12 Ozt
+O((Am)4>.

Si Az est “petit”, la formule (5.2) est une “bonne” approximation (elle est natu-
relle mais pas unique). La formule (5.2) est dite centrée car elle est symétrique
en j.

Pour discrétiser I’équation de diffusion (5.1) il faut aussi discrétiser la dérivée
en temps. On a le choix entre deux formules principalement.

1. Un premier choix est le schéma d’Euler implicite ou rétrograde

ut — ! —u 4 2ul —ul,
- Sl
qui est basé sur la formule
du u —uf !
() = 2 J
8t( ) At
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Il faut résoudre un systéme d’équations linéaires pour calculer les valeurs
(u})1<j<n en fonctions des valeurs précédentes (u;-’fl)lngN.

2. Un deuxiéme choix est le symétrique du précédent : il s’agit du schéma
d’Euler explicite ou progressif

Tl oy

uy —ul_ +2ul —ul,
e e
qui utilise la formule
0 u Tt —
l(tnv xj) ~ ’
ot At

Toutes ces formules de schémas s’entendent pour les indices j telsque 1 < j < N.
On les compléte par les conditions aux limites

uy = upnyq =0 pour n > 1.

Il y a bien stir une donnée initiale pour démarrer les itérations en n : les valeurs
initiales (U?)ogjgN-H sont définies, par exemple, par ug = up(jAz) ot up est la
donnée initiale de I’équation de diffusion (5.1).

Remarque 5.1.1 Bien sir, si on considére l’équation stationnaire de diffusion
dans le domaine borné (0,1)

82
—ya—;g = f pour z € (0,1)
u(0) = u(l) =0,
pour un second membre donné f(x), un schéma adapté a ce cas est simplement
—Uj—1 +2uj; — Uj4q . .
e = fj pour 1 <j <N,

avec f; une approzimation de f(xz;) et les conditions aux limites ug = un4+1 = 0.

5.1.2 Consistance, stabilité et convergence

Pour formaliser ’approximation d’une équation aux dérivées partielles par
des différences finies, on introduit la notion de consistance et de précision d’un
schéma. Bien que pour I'instant nous ne considérons que 1’équation de diffusion
(5.1), nous allons donner une définition de la consistance valable pour n’importe
quelle équation aux dérivées partielles que nous notons F(u) = 0. Remarquons
que F'(u) est une notation pour une fonction de u et de ses dérivées partielles
en tout point (¢,z). De maniére générale un schéma aux différences finies est
caractérisé, pour tous les indices possibles n, j, par la formule

Fat,Ax ({u?i?}m*§m§7n+, k-*gkglﬁ) =0 (5.5)

oil les entiers m~, m™, k~, kT définissent la largeur du stencil du schéma.
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Définition 5.1.2 Le schéma aux différence finies (5.5) est dit consistant avec
léquation aux dérivées partielles F(u) = 0, si I’erreur de troncature du
schéma, définie pour toute fonction réguliere u(t, x) par

NI ({u(t + mAt, x + kAx)}m*SmSm*, k*ﬁkgk*) s

tend vers zéro lorsque At et Ax tendent vers zéro indépendemment, si et seule-
ment si u(t,x) est une solution de cette équation.

De plus, on dit que le schéma est précis a l'ordre p en espace et a l'ordre
q en temps si erreur de troncature (définie ci-dessus) tend vers zéro comme

O((Ax)p + (At)q) lorsque At et Ax tendent vers zéro.

Remarque 5.1.3 Il faut prendre garde dans la formule (5.5) a une petite am-
biguité quant a la définition du schéma. En effet, on peut toujours multiplier
n’importe quelle formule par une puissance suffisamment élevée de At et Ax de
maniére & ce que l'erreur de troncature tende vers zéro. Cela rendrait consistant
n’importe quel schéma ! Pour éviter cet inconvénient, on demande & ce que l’er-
reur de troncature ne tende pas vers 0 si u(t,x) n'est pas solution de I’équation.

Concrétement on calcule 'erreur de troncature d’un schéma en remplagant u;’i',z"

dans la formule (5.5) par u(t + mA¢, x + kAz) et en procédant a un développe-
ment de Taylor. Comme application de la Définition 5.1.2, nous allons montrer
le lemme suivant.

Lemme 5.1.4 Le schéma explicite (5.4) est consistant, précis o Uordre 1 en
temps et 2 en espace.

Démonstration. Soit v(t,z) une fonction de classe C5. Par développement de
Taylor autour du point (¢, z), on calcule erreur de troncature du schéma (5.4)

v(t + At,x) —v(t, ) n —v(t,x — Az) + 2v(t,x) — v(t,x + Ax)

At v (Ax)?
_ @_V&+§&_V(A$)2& (t,z)
C\ot T ox2 2 o 12 oxt)
+(9((At)2 + (AJ;)4).

Si v est une solution de I’équation de la chaleur (5.1), on obtient ainsi aisément
la consistance ainsi que la précision a 'ordre 1 en temps et 2 en espace. m

Tous les schémas consistants avec I’équation & résoudre ne sont pas des “bons”
schémas. Certains peuvent présenter de violentes oscillations numériques lors de
leur application : on dit qu’ils sont instables. Pour éviter cet inconvénient on
se restreint aux schémas stables que 1’on définit comme suit. Nous introduisons
deux normes classiques pour la solution numérique u™ = (uf)1<j<n :

1/2

N
_ 2 .
It = S aski ) et ol = bl
J:
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Définition 5.1.5 Un schéma auz différences finies est dit stable pour la norme
| 1lp, p = 2,00, s%l existe une constante K > 0 indépendante de At et Az
(lorsque ces pas tendent vers zéro) telle que

u™|l, < K||u®||, pour tout n >0,

quelle que soit la donnée initiale u°.
Si cette inégalité n’a lieu que pour des pas At et Ax astreints & certaines
conditions, on dit que le schéma est conditionnellement stable.

La stabilité en norme L™ est trés liée avec le principe du maximum discret.

Définition 5.1.6 On dit qu’un schéma auz différences finies vérifie le principe
du maximum discret si pour toutn >0 et tout 1 <j < N on a

min [ 0, min u? Su?ﬁmax 0, max ug
0<j<N+1 0<j<N+1

quelle que soit la donnée initiale u®.

Dans la Définition 5.1.6 les inégalités tiennent compte non seulement du
minimum et du maximum de u° mais aussi de zéro qui est la valeur imposée
au bord par les conditions aux limites de Dirichlet. Cela est nécessaire si la
donnée initiale u° ne vérifie pas les conditions aux limites de Dirichlet (ce qui
n’est pas exigé), et inutile dans le cas contraire. Nous suggérons au lecteur de
faire l'exercice (facile) suivant pour vérifier que le principe du maximum discret
conduit bien a la stabilité en norme L*>.

Exercice 5.1 Montrer que le schéma explicite (5.4) est stable en norme L™ si
et seulement si la condition CFL (Courant, Friedrichs, Lewy), 2vAt < (Ax)?,
est satisfaite. Montrer que le schéma implicite (5.8) est inconditionnellement
stable en norme L, c’est-a-dire quels que soient les pas de temps At et d’espace
Azx.

De nombreux schémas ne vérifient pas le principe du maximum discret mais
sont néanmoins de “bons” schémas. Pour ceux-14, il faut vérifier la stabilité dans
une autre norme que la norme L>°. La norme L? se préte trés bien a I’étude de
la stabilité pour deux raisons disctinctes. D’une part, lorsque les conditions aux
limites sont de type périodiques, on peut utiliser ’outil trés puissant des séries
de Fourier que nous allons rappeler briévement (voir [2] pour plus de détails).
D’autre part, quel que soit le type des conditions aux limites, on peut utiliser
la notion d’inégalité d’énergie (ou estimation a priori) que nous décrirons un
peu plus loin. Cette derniére méthode sera utilisée de maniére systématique par
la suite.

Plutot que de décrire de maniére exhaustive la méthode des séries de Fourier
nous allons simplement en livrer I’essence sous la forme d’une “recette” connue
sous le nom de condition nécessaire de stabilité de Von Neumann. Tout
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d’abord, on suppose que les conditions aux limites pour ’équation de diffu-
sion (5.1) sont des conditions aux limites de périodicité, qui s’écrivent
u(t,z + 1) = u(t,z) pour tout = € [0,1] et tout ¢ > 0. Pour les schémas nu-
mériques, elles conduisent aux égalités ug = uR,; pour tout n > 0, et plus
généralement uj = w4, pour tout n,j. L’idée de Von Neumann est de tes-
ter si des solutions discrétes particuliéres d’un schéma sont stables ou non. Ces
solutions particuliéres sont choisies sous la forme d’un mode de Fourier, pour
keZ,

u; = A(k)" exp(2imkz;) avec ;= jAw. (5.6)

On injecte la formule (5.6) dans le schéma et on en déduit la valeur du facteur
d’amplification A(k) € C. Différentes valeurs du nombre d’onde k correspondent
a différentes données initiales u°. Une fois calculée A(k), la solution particuliére
(5.6) est stable si et seulement si 'inégalité suivante est vérifiée

|A(k)| <1 pour tout mode k € Z. (5.7)

Puisqu’on n’a pas testé toutes les solutions discrétes, 'inégalité (5.7) est seule-
ment une condition nécessaire de stabilité, dite de Von Neumann.

Remarque 5.1.7 En fait, dans de nombreux cas, comme celui de [’équation
de la diffusion, on peut montrer que la condition de stabilité de Von Neumann
est non seulement nécessaire mais aussi suffisante (voir [2]). La base de cette
observation est le fait que toute fonction de L?(0,1) peut se décomposer en une
série de Fourier (voir [23]) et que, de méme, toute solution discréte d’un schéma
numérique est une superposition de modes du type (5.6) pour k parcourant Z.

Exercice 5.2 Montrer que le schéma explicite (5.4) vérifie la condition néces-
saire de stabilité en norme L? de Von Neumann si et seulement si la condition
CFL 2vAt < (Ax)? est satisfaite.

Indication : montrer que A(k) =1 — 4£% sin® tkAz.

Exercice 5.3 Montrer que le schéma implicite (5.3) vérifie toujours la condi-
tion nmécessaire de stabilité en norme L? de Von Neumann.

Indication : montrer que A(k) = (1+ 4@:2 sin? ﬁkA:c)il.

Remarque 5.1.8 La Définition 5.1.5 de stabilité d’un schéma est simple mais
parfois restrictive car elle ne s’applique pas aux équations aux dérivées partielles
dont la solution croit naturellement en temps. C’est le cas, par exemple, pour la
solution de I’équation

ou 9%u

-y = +
5~ Vpgz — U bour (t,z) e RT xR,

qui, par le changement d’inconnue v(t,z) = e~ “u(t,x), se ramene & I’équation
de la chaleur (donc pour ¢ > 0 suffisamment grand, la solution u croit exponen-
tiellement en temps). Aucun schéma, consistant avec cette équation, ne pourrait
donc étre stable au sens de la Définition 5.1.5 qui implique que la solution reste
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bornée quand t tend wvers Uinfini. C’est pourquoi il existe une autre définition
de la stabilité, moins restrictive mais plus complexe. Dans cette définition le
schéma est dit stable pour la norme || ||, si pour tout temps T > 0 il existe une
constante K (T) > 0 indépendante de At et Ax telle que

lu™]], < K(T)||u0|\p pour tout 0 < n < T/At,

quelle que soit la donnée initiale u®. Cette nouvelle définition permet a la solu-
tion de crottre avec le temps puisque la constante K (T') dépend du temps final T'.
Avec une telle définition de la stabilité, la condition nécessaire de Von Neumann
devient l'inégalité

|A(k)| < 1+ CAt pour tout mode k € Z.

Par souci de simplicité nous préférons nous en tenir & la Définition 5.1.5 de la
stabulité.

Venons-en maintenant a la méthode d’inégalité d’énergie et commencons par
démontrer un résultat sur I'équation de diffusion (5.1) avec ses conditions aux
limites de Dirichlet (tout autre type “raisonnable” de conditions aux limites
conviendrait aussi).

Lemme 5.1.9 Soit u(t,x) une solution réguliere de (5.1). Alors elle vérifie I’in-
égalité, dite d’énergie, pour tout t > 0,

1 1
/ lu(t, z)|>dx < / lug(z)|?dz.
0 0

Remarque 5.1.10 Le mot “énergie” est a prendre ici au sens mathématique
d’une quantité intégrale ayant des propriétés de stabilité (un pew comme une
fonction de Lyapunov pour les systémes dynamiques). Elle peut parfois corres-
pondre & l’énergie physique (notamment dans les applications mécaniques) mais
pas toujours. Par exemple, dans le cadre du modéle de diffusion la quantité
fol |u(t, z)|?dx n'est pas interprétable comme une énergie physique quelconque.

Démonstration. On multiplie I’équation (5.1) par u et on intégre par parties
en espace pour obtenir

L ou L7 ou)\ 2 ou ou
[ oo [ (3) a0 (g0 -a5ie0) =0

Les termes de bord s’annulent a cause des conditions aux limites et, en intégrant
en temps, on obtient

1! s, 11 ) Lot ou 2
5/0 lu(t, z)| dm—i/o |u(0, x)| dx+y/0/0 (ax(s,m)) drds =0

d’ott 'on déduit le résultat en minorant par zéro la derniére intégrale. Remar-
quons que ’hypothése d’avoir une solution réguliére de (5.1) est automatique-
ment satisfaite dés que la donnée initiale ug est suffisamment réguliére. m
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Nous allons voir que le méme type d’inégalité d’énergie que le Lemme 5.1.9
peut s’obtenir pour le schéma implicite (5.3) en suivant le méme raisonnement
et en remplagant les intégrations par parties par des réarrangements de sommes.

Lemme 5.1.11 Soit u™ = (U?)lgjg]\/' la solution discréte du schéma implicite
(5.3). Alors elle vérifie l'inégalité

"l < ]2
Autrement dit, le schéma implicite (5.3) est inconditionnellement stable.

Démonstration. On multiplie la formule du schéma implicite (5.3) par uj et
on somme en j (équivalent de l'intégration en espace) pour obtenir

N
Ax Yy —wi ™)+ ALY (W) = wl) = (g —uf)) = 0.
j=1

On réarrange la derniére somme (équivalent d’une intégration par parties), ce
qui conduit a

N

N N—-1
Ayl (u) —ul ™) A wl(uf — ) = At Y ul g (uf —ulyy) =0,
j=1 j=0

Jj=1

et, en utilisant la condition aux limites de Dirichlet,

N
AazZuy(uy —G—Atz _u3+1 =0.
j=1
On en déduit

N
Aa:Z(u <Aa:Zu" n-t
j=1

et par Cauchy-Schwarz [[u”||s < ||[u"~t||2, d’oil le résultat. m

Nous avons maintenant tous les outils pour démontrer la convergence des
schémas de différences finies. Le Théoréme de Lax, ci-dessous, affirme que, pour
un schéma linéaire, consistance et stabilité impliquent convergence.

Rappelons que 'on dit qu’un schéma aux différences finies est linéaire si
la formule Fa; Ax({uj 17} = 0 qui le définit est linéaire par rapport a ses

arguments v, et qu'il est & deux niveaux s’il ne fait intervenir que deux

j+k
indices de temps

Théoréme 5.1.12 (Lax) Soit u(t,z) la solution réguliere de I’équation de dif-
fusion (5.1). Soit uj la solution numérique discréte obtenue par un schéma de
différences finies avec la donnée initiale u?— = uo(z;). On suppose que le schéma
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est linéaire, & deur niveauz, consistant et stable pour une norme || ||. Alors le
schéma est convergent au sens ot

VT >0, lim (sup ||e"|) =0,
At,Az—0 tn<T

avec " le vecteur “erreur” défini par ses composantes e = uj — u(tn, ;).
De plus, si le schéma est précis a l’ordre p en espace et & [’ordre q en temps,
alors pour tout temps T > 0 il existe une constante Cp > 0 telle que

sup [le"]| < C’T<(Ax)p + (At)q>. (5.8)
£, <T

Démonstration. On démontre seulement 'inégalité (5.8) : la preuve de la
simple convergence vers zéro de ’erreur est similaire. Un schéma linéaire & deux
niveaux peut s’écrire sous la forme condensée

ut = Au™, (5.9)

ot A est la matrice d’itération (carrée de taille N). On note @" = (a})1<j<n
avec U} = u(t,, ;) ott u est la solution de (5.1). Comme le schéma est consistant,

il existe un vecteur €™ tel que

4"t = A" + Ate" avec  lim <sup ||e"||> =0. (5.10)
At,Az—0 t, <T

Si le schéma est précis a l'ordre p en espace et a Uordre g en temps, alors |[e”| <
C((Az)P + (At)?). En posant e} = ul — u(t,, ;) on obtient par soustraction
de (5.10) a (5.9)

et = Ae™ — Ate”

d’ol par récurrence

n
e = Aned — AtZA"fkekfl. (5.11)
k=1
Or, la stabilité du schéma veut dire que ||u™|| = [[A"u°|| < K||u®|| pour toute

donnée initiale, c’est-a-dire que ||A™|| < K ou la constante K ne dépend pas de
n. D’autre part, e’ = 0, donc (5.11) donne

le"] < At S A" < AtmKC((A)? + (A,
k=1
ce qui donne 'inégalité (5.8) avec la constante Cp = TKC. n
Remarque 5.1.13 Le Théoreme de Lax 5.1.12 est en fait valable pour toute

équation aux dérivées partielles linéaire. Remarquer que la vitesse de convergence
dans (5.8) est exactement la précision du schéma.
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5.1.3 Equation de transport

Nous considérons désormais 1'équation de transport (ou équation d’advec-
tion) en une dimension d’espace dans le domaine borné (0,1) avec une vitesse
constante V' > 0 et une condition aux limites “d’entrée” de type Dirichlet

ou ou n
% +V% =0 pour (z,t) € (0,1) x R}

u(t,z = 0) = g(t) pour t € R} (5.12)
u(t = 0,z) = up(x) pour z € (0,1),

ou ug est la donnée initiale et g la donnée au bord entrant. Si on étend wug(x)
par 0 en dehors de 'intervalle (0,1) et g(¢) par 0 pour ¢ < 0, la solution exacte
de (5.12) est (le vérifier!)

x
u(t,x) = up(x — Vit) + g(t — V)
Bien évidemment, si I'on choisit une vitesse de signe opposée V < 0, alors la
condition aux limites d’entrée doit étre imposée en & = 1, et non plus en z = 0,
autrement dit “I’entrée” est toujours en amont de la vitesse. On garde les mémes
notations pour la discrétisation : Ax = 1/(N+1) > 0 (N entier positif), At > 0,
(tn,zj) = (nAt, jAx) pour n > 0,5 € {0,1,..., N + 1}, et u} la valeur d’une
solution discréte approchée au point (t,,z;). Comme d’habitude on choisit la
donnée initiale discréte sous la forme
0
u; = ug (xj).

La condition aux limites se traduit par 1’égalité uj = g(t,) pour tout n > 0. Il
n’y a pas de conditions aux limites en “sortie” mais certains schémas nécessitent
de se donner une valeur u}_; (qu'on ne peut pas calculer autrement). Dans
ce cas on utilise une condition aux limites “numérique”, dite transparente ou de
sortie, du type Neumann, c’est-a-dire qu’on impose uy;, ; = uj;. Par conséquent,
Iinconnue discréte a chaque pas de temps est un vecteur u™ = (u})1<j<n € RV.

Un des schémas les plus simples (mais pas trés précis) pour I'équation de
transport (5.12) est le schéma de Lax-Friedrichs

u”

n+l _  n )
2uy T U Uy =l

n —
j 1 +Vuj+1

2A¢ 2Ax

Lemme 5.1.14 Le schéma de Lax-Friedrichs est stable en norme L sous la
condition CFL

[V|At < Ax.

Si le rapport At/Ax est gardé constant lorsque At et Ax tendent vers zéro, il
est consistant avec 'équation de transport (5.12) et précis a lordre 1 en espace
et en temps. Par conséquent, il est conditionnellement convergent.
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Démonstration. On réécrit le schéma de Lax-Friedrichs sous la forme

1 VAt 1 VAt
n+1l __
Y —z(l‘Ax)“?H*z(”Ax)“?l

qui est une combinaison convexe des valeurs au temps ¢, si la condition CFL
|[V|At < Ax est satisfaite. Le schéma vérifie le principe du maximum discret et
est donc conditionnellement stable en norme L°°. Pour étudier la consistance, on
calcule I'erreur de troncature en effectuant un développement de Taylor autour
de (tn,x;) pour une fonction réguliére u :

2u(tn+1,xj) — u(tn,l‘j+1) — u(tn,:cj_l) u(tn,$j+1) — u(tn,:cj_l)

2At v 2Az N

ou ou Ax)? At)?\ 9*u
<8t * Vax> (tnss) ~ G (1 - (<Vm§)2 ) g2 23]
+O((Am)2 + —(AA? )

Comme lerreur de troncature contient un terme en (’)((Aﬂc)2 / At), le schéma

n’est pas consistant si At tend vers zéro plus vite que (Az)2. Par contre, il est
consistant et précis d’ordre 1 si le rapport At/Ax est constant. Pour obtenir la
convergence on reprend la démonstration du Théoréme de Lax 5.1.12. L’erreur
e™ est toujours majorée par 'erreur de troncature, et donc ici

(Az)?
" < Atmkc( At).
Jenll < At (S5 4
Si on garde fixe le rapport Axz/At Perreur est donc majoré par une constante
fois At qui tend bien vers zéro, d’ou la convergence. m

Le schéma de Lax-Friedrichs est en fait une amélioration d’un schéma beau-
coup plus simple et “naturel” mais qui est inutilisable en pratique car instable!
Il s’agit du schéma explicite centré

ut Tt —

j J
A TV oA

n n
Ujpg —Ujg 0

qui est désastreux en théorie comme en pratique...

Exercice 5.4 Montrer que le schéma explicite centré est consistant avec l’équa-
tion de transport (5.12), précis o lordre 1 en temps et 2 en espace, mais incon-
ditionnellement instable en norme L2.

Indication : on supposera que les conditions auz limites sont périodiques et on
utilisera la condition de stabilité de Von Neumann.

Une idée fondamentale pour obtenir de “bons” schémas pour ’équation de
transport (5.12) est le décentrement amont. Nous donnons la forme générale
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du schéma décentré amont

n+1 —an

U u’; u —u”
g LyvLi =0 si V>0,
M Az (5.13)
AR R S
AL +V A =0 si V<O
x

L’idée principale du décentrement amont est d’aller chercher “I'information” en
remontant le courant. Grace a cette astuce (ou plutdt cette intuition physique)
on obtient un schéma stable qui vérifie le principe du maximun discret. Malheu-
reusement le schéma décentré amont n’est précis qu’a l'ordre 1.

Exercice 5.5 Montrer que le schéma explicite décentré amont (5.13) est con-
sistant avec Uéquation de transport (5.12), précis & Uordre 1 en espace et en
temps, stable en norme L™ et convergent si la condition CFL |V|At < Ax est
satisfaite.

Indication : en supposant V- > 0, récrire le schéma sous la forme explicite u?“%—
auf + fuj_y avec o, >0 et a+ =1, puis conclure.

Exercice 5.6 Montrer que, sous condition CFL, le schéma explicite décentré
amont (5.13) vérifie la condition nécessaire de stabilité en norme L? de Von
Neumann.

Indication : montrer que A(k) =1 —2YVEL (1 — YA&L) gin® krAz.

n+1 i | | | I |

n+1/24

12§ R X

FIGURE 5.2 — Schéma diamant ou en croix.

Finalement nous présentons le schéma diamant (ou en croix), dia a Carl-
son [14], qui est un schéma centré ayant I’avantage d’étre précis a l'ordre 2 et
inconditionnellement stable, et qui se généralise facilement pour I’équation de
Boltzmann linéaire (voir la Section 5.2). Pour cette derniére équation le schéma
diamant est “le” schéma de référence, extrémement populaire dans les applica-
tions industrielles. Ce schéma est un peu plus compliqué que les précédents car

. o . . T 1/2 . . .
il utilise les inconnues intermédiaires U;LL //2 qui sont des approximations de la
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solution au temps t,,1/2 = (n + 1/2)At et au point ;41,2 = (j +1/2)Az. 1l
s’écrit 112 112
n+1 n n .
j+ — Y v Y12 ~Yi-1/2 —0
At Az ’ (5.14)

J /2 L 1)/
]-1—1/2 +u j 1/2°

n+1 n

La premiére ligne de (5.14) discrétise de maniére centrée 1’équation de transport
(5.12) tandis que la deuxiéme ligne est purement algébrique. Cette deuxiéme

relation de (5.14) est dite “diamant” a cause de la figure obtenue en reliant les

. +1/2  n+1/2
points (u?“,u;’, ;L+1//2’u?71//2
5.2). Les relations (5.14) sont valables pour les indices 1 < j < N et on les

compléte par la conditions aux limites d’entrée

) sur un maillage espace-temps (voir la Figure

ug =g(t,) pourn > 0. (5.15)
Pour calculer la solution de (5.14), on élimine l'inconnue u;"H = n_tll //22 +
u;lfll //22 — uj pour se ramener au schéma, a priori implicite,
nt1/2 VAt n+1/2 VAt .,
uj+1/2 (1 =+ E + uj71/2 1-— Aaj = 2Uj, (516)
qui permet de calculer les valeurs (u :1 //22 ); en fonction des valeurs précédentes

(u});. On calcule ensuite facilement les valeurs (u*1); avec la relation diamant,
deuxiéme ligne de (5.14). La relation (5.16) est valable pour les indices 0 < j <
N et on la compléte par la condition aux limites d’entrée (obtenue en injectant
(5.15) dans la relation diamant)

n+1/2 n+1/2
u—1/2/ = 1/2/ +9(tn) + 9(tny1),

qui conduit &

71721/2 _ g(tn) (1+ VAt);/ig nt1) (1 - %)_ (5.17)

Az

Bien que le schéma (5.16) semble étre implicite, il n’en est rien car il est possible
n+1/2
§+1/2
croissants (car la vitesse est positive V' > 0; c’est I’équivalent discret de la
méthode des caractéristiques). Autrement dit, la résolution du systéme linéaire
associé a (5.16) est immédiate car la matrice correspondante A est triangulaire

inférieure (et inversible puisque 1+ ¢ > 0)

de calculer de proche en proche les valeurs u en allant dans le sens des j

1+¢ 0 0

l1—c 1+4c¢ 0
VAt

Az’

A= avec ¢ =
l—c 1+4c¢ 0
0 1—c¢c 1+4c
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Autrement dit, le schéma diamant (5.14) est quasiment explicite alors qu’il va
hériter des propriétés usuelles des schémas implicites (stabilité inconditionnelle).
Pour montrer la stabilité de ce schéma nous allons utiliser la méthode d’inégalité
d’énergie et pour commencer nous établissons cette inégalité pour I’équation de
transport (5.12) (comme dans la Sous-section 2.5).

Lemme 5.1.15 Toute solution réguliére de (5.12) vérifie

1 1 T
(/wwmes/meWM+/»waw
0 0 0

Démonstration. On multiplie (5.12) par « et on intégre en espace

32(4lmumﬁm)+gﬂwunﬁ—wuﬁﬂ)=0

On remplace u(t,0) par la condition aux limites g(t), on minore par zéro le
terme de bord en x = 1 et on intégre en temps pour obtenir

/|uTx|dx—/\u0x|dx—V/ )2 dt <0

qui est l'inégalité d’énergie recherchée. m

Lemme 5.1.16 Le schéma diamant (5.14) est inconditionnellement stable en
norme L?.

Démonstration. On va reproduire 'argument de la preuve du Lemme 5.1.15
mais adapté au cas discret, c’est-a-dire en remplacant les intégrations par des
réarrangements de sommes discrétes. Pour cela on multiplie la premiére équation
de (5.14) par (u"+1 +u}) et on utilise la deuxiéme équation de (5.14) pour le
deuxiéme terme, ce qui donne

n n n+1/2 n+1/2
(Uj+1)2 — (u})? + V(uj+1/2)2 - (uj—1/2)2 —0
At Ax ’

En sommant sur j les termes en (j + 1/2) s’éliminent deux a deux (sauf les
extrémes pour lesquels on utilise la condition aux limites d’entrée) et on obtient

ZA:U ntly2 Z Az(u?)® — VAt(u?/zlﬂ)z <0.

On somme alors en n pour en déduire

N
Zm n+1)2 gz +V Y AL, (5.18)
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La condition aux limites d’entrée (5.17) nous dit que

S g(tn) + g(tni1) n 9(tn) — g(tn+1)

1/2 VA
/ 2 2oL
Az, 2 2
= g(tny1y2) — w9 (tn1/2) + O(<At) + (At) A‘r)a
ce qui implique que la derniére somme dans (5.18) est une approximation consis-

tante de fOT lg(t)]? dt et donc que (5.18) est bien une inégalité de stabilité en
norme L2 valable pour tout choix des pas de temps et d’espace. m

(5.19)

Exercice 5.7 Montrer que le schéma diamant (5.14) (avec conditions auz li-
mites de périodicité) vérifie la condition nécessaire de stabilité en norme L? de
Von Neumann.

Indication : incorporer une donnée de type Fourier u} = A(k)"exp(2mkz;) di-
rectement dans (5.18), et en déduire une majoration sur |A(k)|.

Lemme 5.1.17 Le schéma diamant (5.14) est consistant avec l’équation de
transport (5.12), précis a Uordre 2 en espace et en temps.

Démonstration. On calcule les erreurs de troncature des deux relations du
schéma

U(tng1,25) — ulty, ;) + Vu(t7z+1/27 Tiy1/2) — Ultni1/2,Ti-1/2)

Ev= At Ax

et

By = u(tny1, ;) +ultn, v5) — ultpyi/2, Tj401/2) — ultnii2, T-1/2)

en faisant un développement de Taylor autour du point (#,41/2,%;). On obtient

B = (g? * ng) (tnt1/2:75) + O (A1) + (Az)?)
et
By = O ((At)? + (Az)?),

ce qui prouve que le schéma est consistant et d’ordre 2. m

Puisque le schéma diamant (5.14) est stable et consistant, il est automa-
tiquement convergent par application du Théoréme de Lax 5.1.12. Néanmoins
nous allons redémontrer ce résultat (en suivant exactement la méme méthode!)
car le lecteur attentif aura remarqué que la définition du schéma diamant n’est
pas standard puisqu’elle comprend deux relations dont une (la deuxiéme) est
purement algébrique. Stricto sensu, la démonstration que nous avons donnée du
Théoréme de Lax ne s’applique pas au schéma diamant qui est un schéma a trois
niveaux (n, n + 1/2, n + 1). Par ailleurs, la définition de la stabilité du schéma
dans le Lemme 5.1.16 tient compte, non seulement de la donnée initiale, mais
aussi de la condition aux limites. De méme, dans la démonstration du Lemme
5.1.17 sur la précision du schéma on peut se demander s’il ne fallait pas diviser
la deuxiéme relation de (5.14) par At ou Az. Pour clarifier ces points nous allons
donc démontrer le résultat suivant.
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Lemme 5.1.18 Le schéma diamant (5.1}) est convergent en norme L2.

Démonstration. Comme dans la démonstration du Théoréme de Lax 5.1.12
nous introduisons la notation @} = u(t,,z;) ot u est la solution exacte de (5.12)
et on définit U'erreur e} = u} — u(t,,z;). Comme le schéma est précis a l'ordre

2,0n a

G Bk~ (A2 + (Ax)?)
At Az ’ (5.20)
B = O (@ (A,
Par soustraction avec (5.14) on en déduit
Ghog  ERE-guE
At Az o (5.21)
GG =t
avec
<6 et [pP|<d on §=0((At)+ (Az)?). (5.22)

Nous suivons alors la démonstration du Lemme 5.1.16 sur la stabilité, c’est-a-

dire que nous multiplions la premiére relation de (5.21) par e?_tll //22 + ;L+11 //22 , que

nous sommons en j et que nous utilisons dans la deuxiéme relation pour obtenir

N
n n n+1/2 n+1/2
Ar S ()2 = (e)?) + VAL ((eNil//Qf — (e )2) _
i~ (5.23)
Az (At} (ef ™ + )+ (ef T — ) — Ateln)) .
j=1
Puis on somme en n, en se rappelant que lerreur initiale est nulle, ¢ = 0, en

. . . . ) 1/2
introduisant la norme L? discréte et en minorant par zéro le terme (e;i;;l/ /2)

pour obtenir

nofl
+1/2
lem |3 < VALY (e ?)?
n=0
N no—l

+sz Z (Ate?(e?“ +ef)+ n?(e;-”l el) — Atejny) .
7j=1 n=0
(5.24)

On réarrange la somme suivante

no—l

no
D et ) = Do epl ™ ),

n=0 n=0
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puis on majore tous les termes du membre de droite de (5.24). Remarquons que
n;j est une erreur de troncature et que, si on avait poursuivi le développement
de Taylor dans la démonstration du Lemme 5.1.17, on aurait aisément vu que

=t = AtO ((A)? + (Az)?).

En utilisant la condition aux limites d’entrée (5.19), il est facile de voir par un
développement de Taylor que 'on a

S <8 ot §=0((A1)?+ (Ax)?).

Par conséquent, on en déduit

N nofl
le™ 13 < VnoAts® + AtAz Y " Y (5(|el | + [ef]) + dlef| +6%) . (5.25)

j=1 n=0

Pour un temps final T' = npAt, on choisit ng qui donne 'erreur maximale,
lle™ |2 = maxi<n<n, ||€" |2, ce qui permet de majorer encore (5.25)

N
le™ 13 < (V + 1)T6% + 3T5Az Y _ |ef]. (5.26)

j=1
Comme Az Zjvzl < 1, par Cauchy-Schwarz on a

N
Az lef < flem o,

j=1

et (5.26) conduit a
(57 e ll2)* < C (57 e o + 1)

d’ou 'on déduit I'existence d’une constante C, indépendante de At et Az, telle
que [[e™]|2 = maxi<p<ng ||€™]]2 < Cd. Le schéma diamant est donc convergent
et sa vitesse de convergence est bien d’ordre 2. m

Remarque 5.1.19 Le seul inconvénient du schéma diamant (5.14) est qu’il
n’est pas positif en général, ¢’est-a-dire qu’il peut produire des valeurs négatives
de la solution méme si la donnée initiale (et éventuellement la condition aux
limites) est positive. C’est bien str contraire au principe du mazimum pour
Uéquation de transport (5.12).

Remarque 5.1.20 (A propos des conditions aux limites) Afin de rester
consistant avec le début de cette section, nous avons présenté le schéma diamant
en discrétisant le domaine spatial (0,1) a laide des points x; = jAx qui, en par-
ticulier, redonnent les deuz extrémités de l'intervalle, vy = 0 et xyy+1 = 1. Les
points supplémentaires v ,9 = (j+1/2)Ax sont définis ultérieurement comme
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les points milieux des mailles (xj,xj41). Cette facon de faire n’est pas trés com-
mode pour définir les conditions aux limites du schéma numérique. En effet,
puisque les bords de lintervalle sont des points entiers, xg et xny1, la condition
aux limites d’entrée (5.15) porte sur la valeur discréte en xg, mais il faut la

transférer a linconnue sur le point milieu xy5 (voir (5.17)) puisque le calcul

effectif du schéma diamant porte sur les valeurs u?ill//g plutot que sur les valeurs

u?. C’est un peu compliqué mais encore faisable sur l’exemple que nous venons
d’étudier mais cela devient vite inextricable pour I’équation de Boltzmann. C’est
pourquot, dans ce cas, l'usage est de changer les roles des points entiers x; et
des points miliewr ;41 /9. Autrement dit, on discrétise le domaine spatial (0,1)
par des points xj1/o = jAx, pour 0 < j < N +1, avec Ax = 1/(N + 1), et
on considére les points x; comme les milieur des segments (Tj_1/2,Tj41/2). On
garde alors les mémes formules (5.14) pour le schéma diamant, mais la condi-
tion aux limites d’entrée est beaucoup plus simple : u’f/Q = g(tn). Cette approche
est parfois appelée méthode des volumes finis. C’est ce que nous allons faire
dans la suite mais avec une notation différente du domaine spatial afin d’éviter
d’éventuelles confusions...

5.2 Différences finies pour 1’équation de Boltz-
mann linéaire

5.2.1 Le cas stationnaire sans collisions

Nous commencgons par un cas particuliérement simple qui revient peu ou
prou & considérer I’équation précédente de transport dans le cas stationnaire.
On étudie donc I’équation de Boltzmann linéaire stationnaire, sans collisions, en
géomeétrie de plaque infinie (“slab” en anglais) dans le cas mono-groupe isotrope,
voir (1.5),

B o) + ot ) = Fa, )

pour (z,u) € (—¢,+¢) x (—=1,41) (5.27)
u(—¢, ) =0 pour p >0, u(+¢, ) =0 pour p < 0,

ot o(x) > 0 est la section efficace d’absorption, f(z,u) est un terme source,
2¢ > 0 est la largeur du domaine géométrique et les conditions aux limites
sont de type Dirichlet ou vide (pas de particules rentrantes). Il est, bien sir,
trés facile de calculer la solution exacte du probléme aux limites (5.27) par
la méthode des caractéristiques. Néanmoins, nous allons décrire une méthode
de différences finies en espace et vitesse, appelée aussi méthode Sy ou des
ordonnées discrétes qui sera la brique de base des schémas numériques pour
des modéles de transport plus complets. Les points du maillage sont équirépartis
en x,

20
Tjy172 = =L+ jAz pour j € {0,1,..., N} et Az = N (5.28)
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mais pas forcément en vitesse : (py) est une famille finie de vitesses discrétisant
I'intervalle [—1,+1]. Pour l'instant, la seule propriété que l'on exige de cette
famille est qu’elle évite la vitesse nulle, pour une raison qui sera claire dans
quelques lignes. Autrement dit, on suppose que ux # 0 pour tout indice k.

Le schéma le plus répandu est le schéma diamant qui est ici la version
stationnaire du schéma introduit a la section précédente et qui utilise les points
milieux définis par

zj=—L+(j—1/2)Az pour j € {1,2,...,N}.

Pour tout indice de vitesse k on notera u;“ une approximation de u(x;, pg),
pour j € {1,...,N}, et u§+1/2 une approximation de wu(z;41/2, tx), pour j €
{0,...,N}. Pour j € {1,...,N} et tous les indices k, le schéma diamant est
donné par
" u§+1/2 - “2?71/2
Ax

et la formule “diamant”

+ojuf = ff (5.29)

k k
W Ee Ve R iV

: 5 (5.30)

Comme d’habitude o; et fjlC sont des approximations de o(z;) et f(x;, tx) res-
pectivement.

La résolution de (5.29)-(5.30) est totalement explicite et trés simple par
I’équivalent discret de la méthode des caractéristiques. En effet, pour py > 0 on

résout (5.29)-(5.30) selon les valeurs de j croissantes en partant de la condition
aux limites

ulf/z = 0 pour uy > 0,
et en écrivant

y _ (2up — crjAz)uf_l/Q + 2A1’f}C
Jt1/2 2/,Lk+UjAl‘

pour j > 1, (5.31)

tandis que pour ux < 0 on résout (5.29)-(5.30) selon les valeurs de j décroissantes
en partant de la condition aux limites

u’f\,H/2 = 0 pour p <0,
et en écrivant

(—2u — Uij)u§?+1/2 + 2Aacff
=24 + 0 Az

uf = pour j < N. (5.32)

Il est clair maintenant pourquoi ’on évite la valeur nulle de la vitesse p qui ne
permet pas de résoudre (5.29)-(5.30) par cet algorithme de marche en espace (le
sens de la condition aux limites n’est pas non plus clair pour u = 0).
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Pour simplifier ’analyse nous allons supposer désormais que 1’absorption
o(z) est constante, c’est-a- dire que 0; = ¢ > 0 pour tout indice j. On déduit
de (5.31)-(5.32) les formules exactes pour la solution discréte : pour py > 0,

2Ax J . 2up — oAx
k _ —1 rk _ k
Uit1/2 = 5 oA Y (Ap) U fE avee Ay = S ———

— 2up + oAz’
tandis que, pour i < 0,
N
2Ax - —2u — oAz
k i—j rk
; e A )id ] A, = 2Pk 02T
Ui-1/2 —2uk + oAz ;( R)TUE avee Ay —2up + oAz’

Lemme 5.2.1 Le schéma diamant (5.29)-(5.30) est consistant et précis d’ordre
2 en espace. De plus il est stable au sens L°°, c’est-a-dire que, pour tout j €
{0,1,...., N}, on a

20

F— max
|| ze(—e,+0)

‘f(xﬂ:uk)l

k
|Uj+1/2| <

Démonstration. Par développement de Taylor en x autour du point x; il est
évident que le schéma diamant est précis a I'ordre 2. Par ailleurs, on vérifie que
|Ax| < 1 pour tout k, puisque o > 0. On en déduit donc

Az
lub 1l < —N
IR ]

|f(x7:uk)‘

max
z€(—L,+Y4)
d’ou 'on déduit le résultat de stabilité. m

Exercice 5.8 (difficile) En s’inspirant de la démonstration du Lemme 5.1.16
montrer que le schéma diamant (5.29)-(5.30) est stable au sens L?.

Lemme 5.2.2 Le schéma diamant (5.29)-(5.30) vérifie le principe du mazi-
mum discret sous la condition

< 2 miny, |uk|.
- o

Az

Démonstration. Il faut vérifier que, si fjk > 0 pour tout j, alors la solution dis-
créte vérifie aussi u;“ +1/2 > 0 pour tout j. C’est vrai si Ax > 0 ce qui correspond
4 la condition annoncée lorsque k varie. ®

Dans la pratique, la plus petite des vitesses est faible ou bien 1’absorption
est forte, ce qui entraine que la condition, de type CFL, du Lemme 5.2.2 est
violée sauf pour des maillages trés fins. Le schéma diamant n’est donc pas positif
dans de nombreux cas, c’est-a-dire qu’il peut donner des valeurs négatives de
la solution méme si les sources sont positives, ce qui peut étre génant du point
de vue physique. Pour remédier a cet inconvénient on peut utiliser un autre
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schéma comme le schéma décentré amont (appelé aussi “step scheme” en
neutronique)

uy —uf k _ sk
Hk =2 +oju; = f; pour py >0
(5.33)
Uiy — Uy k k
Mk]TI +oju; = fj pour g <0

qui est évidemment similaire au schéma décentré amont (5.13) pour I’équation
d’advection. (Dans ce cas, il vaut mieux revenir a I’ancienne définition des points
x; qui permet d’écrire simplement la condition aux limites d’entrée, uf = 0 pour
pr > 0, et uk; ;=0 pour py < 0). Encore une fois on résout (5.33) pour les j
croissants lorsque pg > 0 et pour les j décroissants lorsque py < 0.

Lemme 5.2.3 Le schéma décentré amont (5.33) vérifie le principe du maxi-
mum discret (sans condition sur les pas de discrétisation). Par ailleurs, il est
consistant et précis a l’ordre 1 seulement.

Démonstration. On réécrit le schéma sous la forme

k _ Mku‘];71 + A‘rfjk

u’; pour g >0
! HE + 0
et . L
o —pruty g+ Axf]
ué‘ _ MU 1 pour uy < 0.

—HE + 0

On vérifie sans peine, par récurrence, que fJ’»“ > 0, pour tout j, implique uf >0
pour tout j. Par développement de Taylor en z il est évident que le schéma
décentré amont est précis a l’ordre 1 mais pas plus. m

De la méme maniére que le schéma explicite centré pour I'équation d’ad-
vection était inutilisable, quoique pourtant trés naturel, le schéma centré est
instable pour I’équation de transport comme le montre I’exercice suivant.

Exercice 5.9 Montrer que le schéma suivant, dit centré,

k k
uf,  —uf
J+1 j—1 ok _ rk
Hik 2Ax tojuy =7
est instable, c’est-a-dire que ses solutions exactes exhibent une partie a crois-
sance exponentielle en j.
S k— _
Indication : on pourra prendre i =0 et 0; = 0.

5.2.2 Formules d’intégration numérique

Cette section est consacrée au choix de la famille de vitesses discrétes (u)
qui doivent appartenir a l'intervalle [—1; +1] et &tre non nulles. Lorsqu’on doit
discrétiser des opérateurs de collision en transport il est nécessaire d’évaluer des
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intégrales par rapport a la vitesse u. Pour cela on introduit des poids wy € R
et, pour toute fonction f, on approche l'intégrale exacte par une somme de

Riemann
+1

F(wdp =y " wn f ()
K

Par conséquent, la motivation principale du choix des vitesses discrétes (uy) est
la précision de cette formule d’intégration numérique ou quadrature .

Pour des raisons, physiques et mathématiques, de symétrie, on se restreint a
des distributions symétriques par rapport a I’origine, c’est-a-dire que les vitesses
sont impaires et les poids pairs

g = —Uk, W_rp=w; pour tout k.
On note 2K le nombre total de vitesses que I'on ordonne ainsi
1< g <p_g1 < <p1 <0<y < <prg_1 <pg <+1.

Pour des raisons de positivité il est aussi souhaitable d’avoir des poids positifs
wr > 0. Avec toutes ces conditions il existe encore de nombreuses formules de
quadrature possibles

+1 K
fwdu~ Y wpf (). (5.34)
-1 k=—K,k#0

Par exemple, une idée simple, mais un peu naive, est de prendre des vitesses
équidistribuées, c’est-a-dire

pr = (1/2+k)/K pour — K <k< -1, pu,=(-1/2+k)/K pour 1 <k <K,

et d’appliquer la formule des trapézes sur chaque sous-intervalle ce qui donne
w = 1/K pour tout k.

Une méthode fréquemment utilisée car plus précise est la formule d’inté-
gration de Gauss a 2K points qui repose sur l'utilisation des polynémes de
Legendre, définis par

1 dar

Po(p) =1, Pa(p) = il

((,u2 - 1)") pour n > 1. (5.35)

Un calcul explicite facile conduit aux expressions suivantes pour les premiers
polynémes

Pi(p) = p, Pa(p) = %(3u2 1), P3(p) = %(5113 - 3p).

Plus généralement nous laissons au lecteur le soin de vérifier les propriétés sui-
vantes en exercice.

Exercice 5.10 Les polynémes de Legendre, définis par (5.35), ont les propriétés
sutvantes :
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1. le degré de P, est exactement n, Py, est pair et Po,41 est impair,

2. ils sont orthogonauxr au sens ot

1 +1

5nm
5 . Pn(u)Pm(.u) dlu' - n+1 (536)

avec Opm le symbole de Kronecker (égal a 1 sin =m et a 0 sinon),
3. ils vérifient la relation de récurrence

1
T oan+1

1Pa(p) (0 + VPua () + 0 Paca()), (5:37)

4. ils vérifient I’équation différentielle

2

d

duPn(u) +n(n+1)P(n) =0,

d
1—p?)—
(1—p7) o
5. les racines de P, (1) sont toutes réelles, distinctes, comprises dans l'inter-

valle ouvert (—1;+1) et symétriques par rapport & lorigine, c’est-a-dire
que si [ est racine alors —p aussi.

Pour plus de détails, on pourra consulter tout ouvrage sur les fonctions spéciales,
tel le célebre Handbook of Mathematical functions par Abramowitz et Stegun [1].

Comme Py a 2K racines distinctes non nulles, on les choisit pour étre les
2K vitesses discrétes (uy) et on prend

+1 2 K o
W :/ (lk(u)) dp avec  l(p) = | | u (5.38)
—1 . X . P — My
j=—K,j#0,j#k

Le polynome [ (u) est appelé polynome d’interpolation de Lagrange. Il vaut
exactement 1 pour u = py et 0 pour toutes les autres valeurs p = pj, j # k.

Lemme 5.2.4 La formule de quadrature de Gauss, basée sur les vitesses dis-
crétes () €gales aux racines du polynoéme de Legendre Paoy et sur les poids
(wg) définis par (5.38), est exacte pour tous les polynomes d’ordre inférieur ow
égal 6 4K — 1. On dit qu’elle est d’ordre 4K — 1.

Démonstration. Pour simplifier les notations, on désigne par IC I’ensemble des
indices entiers —K < k < +K avec k # 0 (le cardinal de K est 2K). 1l est
bien connu que les polyndomes d’interpolation de Lagrange, Ii(p) pour k € K,
forment une base de I’ensemble Pyj 1 des polynémes de degré inférieur ou égal
a 2K — 1. De plus, tout polynéme q € Py s’écrit

a(m) =Y q(p)li (1)

ke
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La formule de quadrature ) , - @rq(pr) avec @y, = fjl k(1) dp est donc exacte

1
pour tout polynéme q € Pog 4

+1
/ q(p)dp = Z Orq(pr) Vg € Pag 1.
1

N kex

Vérifions qu’elle 'est aussi pour les polynémes q € Py 1. Par division eu-
clidienne, il existe deux polynoémes d et r, dont les degrés sont I'un et 'autre
inférieurs ou égaux a 2K — 1, tels que

q(p) = d(p) [T (1= ) +r(w).

ke

Or [Tpcx(t — px) = Pox () qui est orthogonal a I'espace Pog 1 (voir (5.36)
dans I"Exercice 5.10). Donc

+1 +1
| atdn= [ = 3 wrtn) = Y dratn),

ke keKx

c’est-a-dire que la formule de quadrature est exacte dans P4x_1. Finalement,
en prenant g(u) = (Ix(1))? € Pyg—1, on vérifie que

s [ ) dn = / () = .

-1 —1

Remarque 5.2.5 Lorsque l’on choisit une discrétisation en vitesses uy, le di-
lemne est de choisir entre une grande précision obtenue grdce a une discrétisa-
tion fine (grande valeur de K ) et un codt de calcul modéré pour une discrétisa-
tion plus grossiére (petite valeur de K ). Lorsque les phénomeénes de collision sont
importants (autrement dit, quand on est proche d’une limite de diffusion), un
faible nombre de vitesses discrétes est suffisant en pratique. Néanmoins, lorsque
les milieuz sont “transparents” (c¢’est-a-dire qu’il y a peu de collisions), une trop
grossiére discrétisation en vitesse conduit ¢ des artefacts numériques connus
sous le nom d’effets de raie. Certaines directions sont privilégiées, ce qui peut
conduire a des solutions mon monotones en espace.

Remarque 5.2.6 Pour mieux éviter encore la singularité créée par la vitesse
nulle dans la résolution de I’équation du transport, un autre choix populaire est
la formule de double quadrature de Gauss. L’idée est prendre sur chacun
des intervalles [—1,0] et [0, +1] une formule de quadrature de Gauss ¢ K points
et d’ordre 2K + 1.

Remarque 5.2.7 Lorsque l'on définit la formule de quadrature (5.34) avec les
vitesses discrétes uy, qui sont les racines du polynome de Legendre Poyc, et avec
les poids wy donnés par (5.38), la méthode des ordonnées discrétes, ou méthode
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SN, est équivalente & la méthode Py, ou méthode des polyndémes de Legendre.
L’idée de cette derniere est, a partir de l'équation de Boltzmann (5.27), de ne
pas discrétiser en vitesse, mais plutot d’approcher Uinconnue u(x,u) dans la
base des polynémes de Legendre

2K

u(w, ) ~ Y (2k + 1)r () Py ().

k=0

On wutilise alors la propriété d’orthogonalité des polynémes Py, ainsi que la re-
lation de récurrence (5.37) pour montrer que l’équation de Boltzmann peut étre
approchée par un systéme d’équations différentielles ordinaires

koodoer k41 dépo
2k+1 dx 2k+1 dx

+o(@)r = fe(z) 0<k<2K,

avec fr(x) = 1/2 fjll flz, w)Pe(p)dp et, par convention, ¢arx+1 = 0. Il n'y
a plus alors qu’a discrétiser par différences finis ces équations différentielles
ordinaires. L’intérét de la méthode Py est que les noyauz de collision (que nous
étudierons dans la section suivante) s’écrivent aussi trés simplement dans la base
des polynémes de Legendre. Nous laissons au lecteur le soin de vérifier que les
deux méthodes Sy et Py sont équivalentes dans ce cas uni-dimensionnel (voir
[38] si nécessaire).

5.2.3 Le cas stationnaire avec collisions

On considére maintenant 1’équation de Boltzmann linéaire stationnaire dans
les mémes conditions que la section précédente mais en tenant compte désormais
des collisions

m o*(x +1
u%(aw) +o(@)u(z, p) = 2()/1 u(x, ') dp' + f(x, p)
pour (z,pu) € (—¢,+¢) x (—1,+1) (5.39)

u(—£, ) =0 pour p >0, u(+¢, u) =0 pour u < 0.

Pour que le probléme aux limites (5.39) soit bien posé (voir la Section 3.4) nous
faisons I’hypothése que le milieu est sous-critique, c’est-a-dire qu’il existe une
constante oo > 0 telle que

0<og<o(z)—oc"(x) pour z € (—£,+L). (5.40)

Nous décrivons la méthode Sy ou des ordonnées discrétes dans ce contexte.
Le maillage en espace est toujours défini par les points x; 1/, définis dans
(5.28) et on choisit une des discrétisations symétriques en vitesse décrites dans
la section 5.2.2, () o lindice k varie dans {—K,...,—1} U {1, ..., K'} mais ne
prend pas la valeur 0 afin qu’aucune vitesse uj ne soit nulle. Les poids wy sont
aussi symétriques et positifs et la formule de quadrature est (5.34).
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Dans ce cadre le schéma diamant est donné, pour 1 < j < N, par

k _ .k
k“j+1/2 Uj_q1/2
Azx
k k
ko W2 Ty

uj = 3

+ojuf = 0}, + ff (5.41)
5.41

ou la deuxiéme ligne est la relation diamant (5.30) et u; est la moyenne angulaire
définie par

_ 1 k
U =g Z Wi - (5.42)
k=—K,k#0
Comme d’habitude o, o7 et fj’-C sont des approximations de o(z;), o(z;) et
f(x;, 1) respectivement. Les conditions aux limites de flux entrant nul sont

ulf/Z =0 pour pp >0, et UIJCV+1/2 = 0 pour ur <0.

Comme pour le schéma sans collisions (5.29)-(5.30) de la section précédente,
la précision de (5.41)-(5.42) est d’ordre 2 en espace. Nous expliquerons un peu
plus loin (voir le Lemme 5.2.10) comment on calcule en pratique la solution
discréte du schéma diamant. Auparavant nous étudions sa stabilité en nous
inspirant d’une inégalité d’énergie dans le cas continu (voir le Lemme 3.2.5).

Lemme 5.2.8 La solution u(x, u) de l’équation de transport (5.39) vérifie

+£ +1 ) 1 +£ +1 )
[ [ weppasdns 2 [ [ s wPasas
—¢ J-1 0g J—e¢ J-1

Démonstration. On multiplie ’équation (5.39) par u et on intégre par parties.
Le terme de transport devient

+4 +1 au 1 “+1 1 +1
/ / 7 dadp =t / s+, )| dys— / plu(—, )P du > 0
7Z —1 aCL' 2 —1 2

a cause des conditions aux limites imposées. Par conséquent

+0 pt1 1 [t +1 2 +0 pt1
/ / olul®dz dp < 7/ ol (/ udu) der/ fudzdu.
¢ Ja 2/ —1 —¢ Ja

Or, par Cauchy-Schwarz,

2

+1 +1
(/ ud,u> < 2/ lu|? dp,
-1 -1
d’ott 'on déduit

+e e+l +e e+l +e e+l
00/ / lu|?dx dp < / / (0 — o) |u*dx dp < / fudzdp.
- J-1 - J-1 - J-1
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Une nouvelle application de I'inégalité de Cauchy-Schwarz permet de conclure.
]

On adapte I'argument de la preuve du Lemme 5.2.8 pour obtenir le résultat
suivant de stabilité.

Lemme 5.2.9 Le schéma diamant (5.41-5.42) est inconditionnellement stable
L2 qu sens ot sa solution discréte uf vérifie

b)) < aiOn(ff)H.

avec la norme discréte définie par

K

uy)||* = ZM Y wld

j=1 k=—K,k#0

Démonstration. On multiplie (5.41) par Aaz:wk(ué?ﬂ/2 + u§71/2) = 2Azwpul
et on somme sur j et k. Le terme de transport devient

N K
Z Z Wi [k ((U§+1/2)2 - (u?_1/2)2) =

j=1 k=—K k0

K K
Z wkﬂk(ulfv+1/2)2_ Z Wkﬂk(“]f/Q)Z > 0
k=—K,k#0 k=—K,k#0

a cause des conditions aux limites imposées. Par conséquent, le reste de (5.41)
donne

22 Z Azxojwi(u <4ZA$0’ aj) —l—QZ Z Aa:wku f

=1 k=— K k0 =1 k=—K k%0

Or, par Cauchy-Schwarz,

1 & 1 & 1 &
_\2 k
w1 wa) (1% w)(l % ww
k=—K,k#0 k=—K,k#0 k=—K k40
1 K
< 5 > @)’
k=—K,k#0

d’ott on déduit, grace a ’hypothése de sous-criticité (5.40),

0o Z Z Azwy(u 2 < Z Z Amwkukfk

=1 k=—K k%0 j=1 k=—K k%0

Une nouvelle application de I'inégalité de Cauchy-Schwarz permet de conclure.
]
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Nous revenons maintenant a la définition du schéma diamant et expliquons
comment on peut calculer sa solution discréte. Il est possible de résoudre simul-
tanément toutes les équations du schéma (5.41)-(5.42) en résolvant un grand
systéme linéaire pour le vecteur inconnu ayant 2K N composantes (u;C 1 /2).
Mais cela requiert beaucoup de place mémoire et de temps de calcul, pas tant
en une dimension d’espace mais pour les dimensions 2 ou 3 d’espace. En gé-
néral on préfére utiliser une méthode itérative trés simple, connue sous le nom
d’itération sur les sources. Son principe est de supposer connu le membre
de droite de (5.41) (y compris la moyenne angulaire), de résoudre 1’équation de
transport sans collision par un schéma de la Section 5.2.1, de mettre a jour le
membre de droite de (5.41), puis d’itérer ce procédé jusqu'a convergence. Cet
algorithme itératif est I’exact analogue, en discret, de I'argument de point fixe
utilisé pour démontrer ’existence d’une solution de I’équation de Boltzmann au
Théoréme 3.1.2.

Plus précisément, on note n > 0 le numéro d’itération. On initialise 1’algo-
rithme (dit d’itération sur les sources) en posant, pour n = 0,

) =0,
puis & l'itération n > 1 on résout
utm gk uPm gk
Lk J+1/2Ax j—1/2 Yo, j+1/2 - j—1/2 :a;‘ﬂ}’_l +f]k (5.43)
et on met a jour la moyenne angulaire
gl > o 82 . i (5.44)

2
k=—K,k#0

La résolution de (5.43) est identique a celle de (5.29)-(5.30) dans la section pré-
cédente et est donc trés facile par simple remontée des caractéristiques. L’intérét
de cet algorithme est qu’il ne nécessite aucun stockage de matrice ni résolution
de systéme linéaire.

Lemme 5.2.10 L’algorithme d’itération sur les sources (5.43)-(5.44) converge,
lorsque n tend vers Uinfini, vers la solution discréte du schéma (5.41)-(5.42).

Démonstration. Afin d’étudier sa convergence lorsque n tend vers oo nous
réécrivons (5.43)-(5.44) sous une forme matricielle plus compacte. On note U"
le vecteur de composantes (uffl /2), F le vecteur de composantes ( fj’-“), T la
matrice de 'opérateur de transport discrétisé dans le membre de gauche de
(5.43) et enfin K la matrice de 'opérateur de collision discrétisé défini par
(5.44) que multiplie le coefficient o*. Avec ces notations U™ est la solution de

TU" = KU" ' + F. (5.45)

La suite U™ converge, c’est-a-dire que la méthode itérative converge (pour tout
second membre F), si et seulement si le rayon spectral de T~ K est strictement
plus petit que 1

p(TT'K) < 1.
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(Rappelons que le rayon spectral d’une matrice est défini comme le maximum
des modules de ses valeurs propres.) Comme p(T~ 1K) < [T K| < |77 | K|
(cf. Proposition 13.1.7 dans [2]), il suffit de montrer que ||77!| |K|| < 1. Pour
cela on s’inspire de la démonstration du Lemme 5.2.9. Pour un second membre
G on appelle U la solution de

TU = G. (5.46)

On multiplie (5.46) par U et on somme sur toutes les composantes, ce qui est
équivalent a multiplier le terme de transport de (5.41) par Amwk(ufﬂﬂ—l—u?ﬂ/z)
et & sommer sur j et k, calcul que nous avons déja fait dans la démonstration
du Lemme 5.2.9. En notant ||U|| la norme (déja introduite au Lemme 5.2.9)

1/2
K /

N
wih=1>_ac > wlg?]

j=1 k=—K,k#£0
otll on a utilisé la relation diamant 2u§f = ufﬂ/z + ué[l/z, on obtient que
olUI?<TU-U=G-U < |G|||U],

c’est-a-dire que
_ 1
1T Gl = Ul < 16l

Par ailleurs, on vérifie que

N K N
IKU|? = (o) Y Ax Y wilgg)® =2(c")* ) Awla)
j=1  k=—K,k#0 j=1
et, par Cauchy-Schwarz pour @; = % ZkK:—K,k;éo wkué‘?,
N K
IKU|* < (6")? ) Ax Y wiluf? = (0)?U]%,
j=1  k=—K,k#0

d’ott 'on déduit que | T | K|l < 0*/o < 1 & cause de 'hypothése de sous-
criticité (5.40). m

5.2.4 Accélération par la diffusion

Dans cette section nous allons expliquer comment ’algorithme d’itération sur
les sources (5.43)-(5.44) peut étre accéléré afin qu’il converge plus rapidement
(c’est-a~dire, avec un plus petit nombre d’itérations), et ceci grice, encore une
fois, & 'approximation du transport par la diffusion. Afin d’expliquer le principe
de cette méthode d’accélération (ou de diffusion synthétique), commengons par
réécrire ’équation de Boltzmann (5.39) sous la forme abstraite suivante

Tu= Ku+ f,
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ou T est 'opérateur de transport, muni de ses conditions aux limites,

Ju
Hox
u(—¢, ) =0 pour p >0, u(+¢, 1) =0 pour pu < 0,

Tu= + ou pour (z,u) € (—¢,+£) x (—1,+1)

et K est l'opérateur de collision

o (x +1
Ku(z, p) = 2()/_1 u(z, 1) dy.

On note ~ l'opérateur de moyennisation angulaire défini par

+1
u(x) = */ u(z, ') di'.

2/,

Remarquons que Ku = Ku. Introduisons un opérateur de diffusion D qui soit
une approximation convenable du transport, au sens de la Section 1.1.3 : il ne
s’applique qu’a des fonctions @(z) ne dépendant pas de la vitesse p,

Du = —div(DVa) + op7,

et il est muni de conditions aux limites convenables.

Une version continue de I’algorithme d’itération sur les sources (5.43)-(5.44)
s’écrit
(5.47)

u" =",

{ Tov" =Ku" '+ f=Ka" '+ f,
ou nous avons fait exprés d’introduire une inconnue supplémentaire, inutile ici,
v™. Remarquons aussi que seul 7"~ ! est nécessaire dans le membre de droite.
L’idée est de modifier la relation donnant u™ en fonction de v™. Pour cela on
remarque qu’en moyennant 1’équation abstraite Tu = Ku + f et en addition-
nant /soustrayant ’opérateur D on obtient

Du=f— (T - K — D)u.
On propose alors le nouveau schéma itératif

{ Tv"™ = Ku"~ ! + f,

Du"=F—(T—-K — D",

que 'on peut réécrire plus simplement en remarquant que la seconde équation
est équivalente a

DW: f— (Tf K)’U” — K(’U" _ unfl) _ K(@n 7ﬂ"*1),

ou 'on a utilisé une moyenne de la premiére équation pour éliminer la source
f. Ainsi donc, l'algorithme d’itération sur les sources accéléré par diffusion est

{ Tv" = Ku"™ ' + f,

"t =" 4+ DflK(ﬁn _ ﬂnfl). (548)
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Formellement, si ’opérateur de diffusion D “vaut I'infini”, on retombe sur ’algo-
rithme précédent (5.47). Sinon, comme D! et K sont des opérateurs positifs,
la deuxiéme relation de (5.48) s’interpréte comme une extrapolation entre 7™ et
"~ pour obtenir w". La résolution de (5.48) est un peu plus chére, a chaque
itération, que celle de (5.47) puisqu’il faut résoudre d’abord une équation de
transport pour obtenir v™ puis une équation de diffusion pour obtenir u".

D’un point de vue algébrique et discret, ’algorithme précédent (5.47) s’in-
terprétait selon (5.45) comme

TU" = KU" ' +F,

ou U™ est le vecteur des composantes de la discrétisation de u™. Si on élimine
v™ dans (5.48), sachant que

V"= +D'K) '@ + DT Ku"Y),
ce nouvel algorithme est modifié (on dit préconditionné) comme suit
T(I+ D 'K)! (U" n D*lKU’H) = KU+ F. (5.49)
La matrice d’itération de (5.49) est
7K - D'K(1-T7K)

dont on espére que le rayon spectral est plus petit que celui de 771K, ce qui
est vrai si on sait déja que p(T 1K) < 1 et que D™1K est suffisamment petit.
Bien siir, si la suite U™, définie par (5.49), converge, alors elle converge vers la
méme limite que celle définie par (5.45).

5.2.5 Equation instationnaire ou cinétique

On considére maintenant I’équation compléte de Boltzmann linéaire dépen-
dant du temps (ou modéle cinétique) pour U'inconnue u(t, z, p)

ou 0 * i iy
u+uz+0(fﬂ)u02(x)/l w(a, p)')dp' + f(, p)

pour (tvx:u) S R+ X (767 +€) X (717+1)7 (5 50)

u(t = 0,2, 1) = u’(z, 1) pour (z, u) € (=€, +£) x (=1,+1),
u(—£, p) =0 pour p >0, u(+¢, ) =0 pour u < 0.
Pour que le probléme aux limites (5.50) admette une solution qui ne croit pas ex-

ponentiellement en temps, nous supposons encore que le milieu est sous-critique,
mais avec une hypothése un peu plus faible que (5.40), a savoir

0 <o(x)—o*(x) pour x € (—£,+£). (5.51)
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Reprenons la méthode Sy ou des ordonnées discrétes dans ce contexte. On
note uyk une approximation de la solution u(t,, z;, it). Le schéma diamant,
obtenu par combinaison des schémas (5.14) et (5.41)-(5.42), s’écrit, pour 1 <
J<N,

n+1,k n,k n+1/2,k  nt+1/2,k
R R i Rat B o VR W2
At F Az e (5.52)
70_* n+1/2+fn+1/2k
3 Yj
avec les relations diamant
n+1 k _ n+1/2,k n+1/2,k
wi Ayt = R uT (5.53)
n+1/2,k _ nH41/2k n+1/2,k ’
2u; = Uiyt U
et la moyenne angulaire
K
g2 _ 1 Z w2k (5.54)
J D) kg ‘ :
k=—K k0

Comme d’habitude o, o} et fm_l/2 " sont des approximations de o(xz;), o*(x;)

et f(tnyi1/2,75, f) respectlvement. La premiére relation diamant (5.53) per-

met d’éliminer I'inconnue u?+ ™ tandis que la seconde relation diamant permet

d’éliminer u;”rl/ 2k ot d’obtenir un schéma implicite pour les valeurs un_tll //22 ok
. n,k
en fonction des valeurs uj
n+1/2,k n+1/2,k n+1/2,k n+1/2,k
Uiy — U1/ 2\ Yp12 TU i)
|3 +lo;+—
Azx At 2 (5.55)
ol 2
Y n+1/2 _n+1/2 n+1/2,k n,k
= 5 @y + a5 ) 5T
n+1,k

On retrouve ensuite les valeurs u

j grace a la premiére relation diamant dans

(5.53).

Le schéma (5.55) est complétement similaire au schéma stationnaire (5.41)-
(5.42) avec simplement un terme source modifié et une absorption ¢; augmentée
de 2/At. En particulier, on utilise les mémes conditions aux limites de flux nul
en entrée, et on peut encore résoudre (5.55) par une méthode d’itération sur les
sources (cf. Lemme 5.2.10).

Lemme 5.2.11 Le schéma diamant (5.52)-(5.53)-(5.54) est inconditionnelle-
ment stable L? au sens ow, pour tout temps final T > 0, il existe une constante
C(T) > 0 telle que la solution discréte u;lk vérifie pour tout n < T /At

I(uj™)I? < C(T) (II(u?"“)II2 +> A75||(J”f“/2’k)||2> ~ (5.56)

m=0
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avec la norme discréte définie par

N K

I )2 =3 Ar > wilut

j=1 k=—K,k#0

Démonstration. On multiplie le schéma (5.52) par Atwy(u; ntbk u?k) et on

utilise les deux relations diamant (5.53) pour obtenir, apreés sommation,

K N K
> o (W) 12005 3

— K, k#0 j=1k=—K, k#0
N

4Atzﬂj|_n+1/2|2+AtZ Z wkfj’@+1/2,k(u?+1,k+u?,k)

j=1 k=—K k0

Mz

1k=

<.
Il

IN

car le terme de transport donne une contribution positive comme dans la dé-
monstration du Lemme 5.2.9. Or, par Cauchy-Schwarz,

K
1
|’U,;L+1/2|2 < 5 § wk|u;}+1/2’k|2
ZK k40

et, comme o; > o7, les termes d’absorption peuvent s’éliminer dans l'inégalité.
D’autre part,

N K

SO wnf AR Ry < R () g

j=1k=—K k%0

)

1 +1,k k
245 (ha 2 4 1)

+1/2,k
< |

car, pour trois nombre positifs a,b,c, on a a(b + c) < a® + (b* + ¢?)/2. En
combinant ces inégalités on déduit

(1= At/2)[uf THF 2 < (14 At/2)[[uf* |2 + At 71>

Comme il existe une constante C' > 0 telle que, pour tout 7" > 0 et At > 0
petit, on a

)

14 Aty2)\ /A e
1— At/2 =

on en déduit U'inégalité (5.56). m
Exercice 5.11 (difficile) En s’inspirant du Lemme 5.2.8, démontrer ’estima-

tion d’énergie dans L>((0,T); L*((—¢,4+£) x (—1,+1))) pour I’équation (5.50)
qui soit équivalente & l'inégalité de stabilité discrete (5.56).
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5.2.6 Geénéralisation a la dimension d’espace N = 2.

Nous nous sommes limités jusqu’ici & la discrétisation d’équations en une
seule dimension d’espace. Nous expliquons maintenant comment généraliser ce
qui précéde en dimension plus grande. Sans perte de généralité nous nous concen-
trons sur le cas de la dimension d’espace N = 2; le cas N = 3 est complétement
similaire dans le principe méme si les temps de calcul et ’encombrement en
mémoire sont beaucoup plus importants et limitent singuliérement la taille des
problémes que 'on peut résoudre.

y

@) (Xja yk)

(Xj—1/2’ yk—l/Z)

FIGURE 5.3 — Maillage 2d de type volumes finis ou les points (z,,yx) sont au
centre des mailles.

Pour une présentation de la méthode des différences finies en dimension
N = 2 pour I’équation de diffusion, nous renvoyons a [2]. Nous discutons donc
ici uniquement de I’équation de Boltzmann. En fait, ’algorithme d’itérations sur
les sources, vu & la Section 5.2.3, est le méme quelle que soit la dimension, et
permet de se ramener & la résolution d’une simple équation de transport. Pour
simplifier nous supposons que cette équation est stationnaire et mono-groupe,
c’est-a-dire que I’ensemble des vitesses possibles est caractérisé par le vecteur
w = (wg,wy) dans la sphére unité |w| = 1, et que le domaine de calcul est un
rectangle R = (0,¢;) x (0,¢,) dans le plan. Nous considérons donc 1’équation
suivante de transport sans collision

UJZL’% +Wy% + a(x,y)u = f($7y7w) dans R x {‘OJ| - 1}

u(z,y,w) = 0 pour (z,y,w) €I'",

(5.57)
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ou I'” est la frontiére rentrante dans ’espace des phases
'™ ={(x,y) € IR tel que n(x,y) - w < 0},

o(x,y) > 0 est la section efficace d’absorption, et f(x,y,w) est un terme source.
Nous décrivons la méthode des ordonnées discrétes qui est une méthode de
différences finies mais s’interpréte aussi comme une méthode de volumes finis.
On utilise un maillage cartésien défini par les pas d’espace Ax = Iff—i et Ay = ]%
et par les points ' '

Tjy1/2 = jAz pour j € {0,1,..., N, },
Yr+1/2 = kAy pour k € {0,1,..., N, }.

Dans I’approche volumes finis les points (z;,yx) sont vus comme les centres des
cellules rectangulaires de sommets les points milieux (41,2, Yx41/2) (voir la
Figure 5.3). Autrement dit, z; = (j — 1/2)Az, pour j € {1,...,N,}, et yp =
(k—1/2)Ay, pour k € {1,..., N, }.

L’espace des vitesses |w| = 1 est discrétisé par une famille finie (w,,). Nous ne
disons rien sur la fagon dont on discrétise la sphére unité et nous renvoyons le
lecteur, par exemple, a [38]. La seule hypothése que nous faisons est que, comme
en dimension un, aucune des composantes des vitesses discrétes wp ;,wp y e
s’annule.

L’idée du schéma diamant est d’intégrer ’équation de transport (5.57) sur
une cellule rectangulaire autour du point (x;,yx) en supposant les coefficients
constants dans cette maille. On obtient ainsi

P P P
Ui 172,k Uiky1/2 — Yk—1/2

P
ul -
J+1/2,k

+w
D,y Ay

Wp,x
D, A$

+ O'j,ku?’k = fik (5.58)

ol ué.) . €st une approximation de u(x;, yr,wp) et des définitions similaires pour
les autres termes. On compléte (5.58) par deux relations diamant supplémen-
taires (autant que de dimensions d’espace)

u? +uf
“?k _ _J+1/2k j 1/2,1c7 (5.59)
"% 2
u? +ul
uik: J,k+1/2 2 j,k 1/2' (560)

Avant de voir comment résoudre le systéme d’équations discrétes (5.58)-(5.59)-
(5.60), comptons le nombre d’équations et celui d’inconnues, pour une vitesse
wp donnée. Nous avons 3 équations par cellule ou par point (z;,yx), c’est-a-
dire 3NN, équations. Nous comptons aussi NN, inconnues uik ainsi que
(N 4+ 1)N,, inconnues u§+1/2,k et (N, + 1)N, inconnues u?,k+1/2’ soit au total
3NNy + N, + Ny inconnues. Grace aux conditions aux limites sur le bord
rentrant I'~ (et avec 'hypotheése usuelle qu’aucune des composantes de la vitesse
wp n'est nulle) nous pouvons rajouter N, + N, relations supplémentaires donnant
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les valeurs de ujJrl/2 L et uj Jp1/2 Pour les indices j et k correspondant a I'”
On a donc autant d’inconnues que d’équations dans ce systéme linéaire.
Comme en dimension un, on peut résoudre explicitement ce systéme par
I’analogue discret de la méthode des caractéristiques. L’idée consiste & balayer
le domaine de calcul R en partant des conditions aux limites et en suivant le sens
des caractéristiques. On doit donc distinguer 4 cas selon le signe des composantes

de la vitesse wy, :
(1) siwpe >0 et wy, >0, on balaye de gauche & droite et de bas en haut,
(2) siwpe >0etw,, <0, on balaye de gauche a droite et de haut en bas,
(3) sl wpy <0 etwy, >0, on balaye de droite & gauche et de bas en haut,
(4) si wpy <0 et wpy, <0, on balaye de droite & gauche et de haut en bas.

On réécrit aussi les relations diamant (5.59)-(5.60) suivant le signe des com-
posantes de w,, afin d’éliminer I'inconnue dans le membre de gauche des équation
qui suivent :

u§+1/27k =2ul, u§—1/2,k st wp 2 >0, (5.61)
u§—1/2 o= 2uf — u§+1/2,k, st wp,z <0, (5.62)
] k+1/2 = 2“ ?,k—1/2 si wp,y >0, (5.63)
(5.64)

_ _ P ;
uj,k_1/2 = Quj,,c Ujpi1/p  SlWpy < 0. 5.64

En reportant ces relations dans (5.58) on obtient un systéme d’équation pour
les inconnues u” Sk due I’on résout par le procédé de balayage évoqué ci-dessus.

Explicitons cette résolution dans le cas particulier (1) ci-dessus, c¢’est-a-dire
wpz > 0 et w,, > 0 (les autres cas s’obtiennent de maniére similaire : nous
laissons au lecteur le soin de le vérifier en exercice). On calcule les inconnues
discrétes dans I'ordre indiqué sur la Figure 5.4. Les valeurs u? . sont calculés
par la formule suivante obtenue en reportant (5.61) et (5.63) dans (5.58)

2wp uP 2wp .y uP
P + Az j 1/2k:+ Ay jk71/2
ujy, = 2% . pr - . (5.65)
U] k + +

5.3 Autres méthodes numériques

5.3.1 Meéthodes intégrales

Les méthodes intégrales de résolution numérique de I’équation de Boltzmann
linéaire sont basées sur la formule de représentation intégrale de la solution (2.1),
appelée formule de Duhamel. Rappelons la briévement. On considére ’équation
(pour 'instant sans collisions)

Ouf(t,x) +v-Vuf(t,x)+o(x)f(t,x)=Stz), zeRN,t>0,

f0,2) = f(x),

(5.66)
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41 42 43 44 45

1l
1l
1l
1l

1l

36

26 27 28 29 30

il
0
0
0
0

11 12 ™ 13 ™ 14 ™ 15 ™
— - - - -

0 l" 2.. 3‘. 4.. 5‘. 6.. 7" 8.. 9.' 10 |
0 0 0 0 0

FIGURE 5.4 — Ordre de calcul des inconnues lorsque wy, ; > 0 et wy,, > 0 avec
N, =5 et N, = 3. Les valeurs u? x aux centres des mailles (marquées par un
rond noir) se calculent avec (5.65), les valeurs u?) Jp1/2 SUT les arétes horizontales
(marquées par un carré blanc) se calculent avec (5.63), les valeurs u? 412, SUT

les arétes verticales (marquées par un carré noir) se calculent avec (5.61). Les
valeurs 0 sont les conditions aux limites imposées.
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qui admet une unique solution f € C*(Ry x R"), donnée par la formule de
Duhamel

t
ft,z) = fi"(z — tv)e f@2—tv) 4 / e V@e=(t=9) Gt _ s x — sv)ds, (5.67)
0

avec le trajet optique 6 défini par

G(x,x—tv):Ata(x—sv)ds.

(On n’indique pas la dépendance de la solution f par rapport a v qui est un
simple paramétre dans le cas présent.) Par analogie avec la propagation de la
lumiére le long de ses rayons, le trajet optique 6(x,z — tv) est une mesure de
I’absorption totale entre les points x et x — tv. Le trajet optique est toujours
positif et, plus il est grand, plus grande est 'atténuation d’une particule partie
de x — tv pour aller en z, c’est-a-dire plus grande est la probabilité pour que
cette particule ait été absorbée en chemin.

Le formule (5.67) permet de calculer une solution approchée de I’équation
(5.66) sans avoir a utiliser de discrétisation de l'opérateur de transport.
Evidemment, il y a un prix & payer qui est I’évaluation du trajet optique 6
et le calcul de l'intégrale du terme source le long de la trajectoire. C’est pré-
cisément le principe des méthodes intégrales de résolution numérique. Bien
str, I’équation (5.66) est trop simple, puisqu’elle ne comporte pas de collisions,
pour étre un exemple représentatif d’application des méthodes intégrales. Mais
I’essentiel est 1a : il faut savoir calculer des trajets optiques et des intégrales de
convolution. Cela se fait de maniére numeérique et nous renvoyons a [38] pour
plus de détails.

Remarque 5.3.1 A cause de cette interprétation en terme de probabilité d’ab-
sorption du trajet optique, certaines méthodes intégrales de résolution de I’équa-
tion de Boltzmann sont appelées méthodes des probabilités de collision.

Considérons maintenant un cas plus compliqué en présence de collisions.
Dans ce cas le second membre S(t, z) de (5.66) n’est plus une donnée mais vaut

S(t,z) = U*(x)/ flt,x,0)dv' + Q(¢t, ), (5.68)

[v'|=1

ol on a supposé que () est le terme source et I’espace des vitesses est la sphére
unité, pour simplifier. Désormais (5.67) devient (en indiquant & nouveau la dé-
pendance en v)

¢
flt,r,v) = / e 0@a=(=)0) ¥ (3 — v) / ft—s,x—sv,v")dv' ds
0 o/ |=1

t
+ iz — tv,v)e @) 4 / e 0@a=(=9) 0 (t — 5,2 — sv)ds.
0
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On intégre cette équation par rapport & v pour faire apparaitre comme seule
inconnue la moyenne du flux sur toutes les directions angulaires, appelée aussi
flux scalaire,

fen=[  seava,

et on obtient
f(t,x) / / (@@=(t=)v) 5% (3 — sv) f(t — s, — sv) dv ds
lv]= 1

/ (= to,v)e 0@t gy (5.69)
lv|=1

t
+/ / e 0@2=(=Q(t — 5,2 — sv)ds dv.
0 Jlv|=1

qui n’est rien d’autre qu'une formulation intégrale comme on en a vu au Chapitre
3. Remarquons que la double intégrale en (s,v) devient une intégrale en espace
sur la boule de centre x et de rayon t. De maniére abstraite, (5.69) est équivalent
A une équation linéaire

f=TF+Ff™.Ql, (5.70)

ol T est un opérateur intégral et F[f™, Q] est un second membre fixé. L’idée
des méthodes intégrales est de discrétiser (5.70) et de se ramener ainsi a la
résolution d’un systéme linéaire pour calculer une approximation de la solution
exacte f. Remarquons encore une fois que I'avantage principal de ces méthodes
est d’éviter de discrétiser les dérivées partielles de 'opérateur de transport.

Néanmoins, la contrepartie ou 'inconvénient est que la matrice du systéme
linéaire issu de (5.70) est dense, c’est-a-dire que tous ses éléments sont non
nuls a priori. C’est un contraste fort avec les méthodes de différences finies
ou d’éléments finis qui conduisent a4 des matrices creuses (i.e., avec beaucoup
d’éléments nuls), et c’est, bien sir, trés pénalisant pour le stockage en mémoire
et les temps de calcul. Dans le cas présent, la matrice est pleine ou dense car
lopérateur T correspond & une intégrale de volume autour du point x avec un
noyau particulier.

En conclusion les méthodes intégrales sont trés précises mais cotiteuses en
temps de calcul. On ne peut les utiliser que pour des problémes de dimension
spatiale réduite. Les méthodes intégrales s’appliquent & de nombreux modéles
physiques : nous renvoyons par exemple a [41].

5.3.2 Meéthode du flux pair

Nous expliquons briévement le principe de la méthode du flux pair qui per-
met d’utiliser tout I'arsenal des formulations variationnelles et des méthodes
d’éléments finis comme étudiées dans [2]. On suppose que tous les coefficients,
ainsi que le terme source de I'équation de Boltzmann linéaire sont isotropes,
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c’est-a-dire indépendants de la variable de vitesse. Par ailleurs, on se place dans
un cas stationnaire. Autrement dit, on considére I’équation

v-Vef(z,v) +o(x)f(z,v) — O'*(ZE)/ flz,v)dv' = S(x), (5.71)

o'|=1

ou, pour simplifier, on a pris la sphére unité comme espace des vitesses. On
introduit deux nouvelles inconnues : le flux pair défini par

f+($7’l)) = %(f(mvv) + f(.%‘, _U))
et le flux impair .
(@) = 5 (Fav) = fla.—v)).
Bien stir, on retrouve que
f(m,v) = f+(:c,v) + f_<:L‘,U) et f(aj7 _U) = f+(£C,’U> - f_(CL',U).

On écrit I’équation (5.71) pour la vitesse —v

—v -V f(z,—v) +o(x)f(z,—v) — o*(2) / flz,v)dv' = S(z). (5.72)

lv'|=1

Par addition de (5.71) et (5.72) on obtient

v-Vof (z,0) +o(x)f(z,v) — o*(z) / fH(x,v)dv' = S(x), (5.73)

jor]=1
car flv/lzl fdv' = f\u'|:1 fTdv', tandis que par soustraction
v Veft(x,v) +o(x)f (z,v)=0. (5.74)

L’équation (5.74) permet de calculer f~ en fonction du courant de f* sous
Ihypothése que le coefficient d’absorption o(z) > 0 est strictement positif. En
reportant dans (5.73) on obtient une équation du deuxiéme ordre pour f

—v-V, (ﬁv . fo+(x,v)> +o(x)fH(x,v) — o*(z) /’u’l frdv' = S(z).
(5.75)

Si on note D le domaine spatial, les conditions aux limites de flux nul pour
(5.71)

f(z,v) =0 pour (z,v) €'~ = {(x,v) € D x {|v'| = 1} tel que v-n < 0}
deviennent

0= ft(z,v) + f (z,0) = fT(2,v) — %v -VafT(x,v) pour v - n(z) < 0.
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Mais la condition aux limites de flux nul dit aussi que f(xz,—v) = 0 pour v -
n(z) > 0 et donc que

1
0= f(z,v) = f (z,v) = fH(2,0) + a(x)v -V fT(x,v) pour v - n(z) > 0.
On vérifie aisément qu’au total la condition aux limites est équivalente a
v- Vo ft(z,v) +sign(v-n(x))o(z)f*(z,v) = 0 pour x € ID. (5.76)

On introduit alors la forme bilinéaire symétrique

a(f,9) :/D/|v_1 (Lv-vmfv-vwg—i—a(x)fg)dxdv

o()

—/Da*(x) </v|_1 fdv) (/U|_1 gdv> dx
+/8D /|v|—1 fgln - v| dzdv

L(g) = /D /|v|_1 g(@,v) S(z) da dv.

et la forme linéaire

Lemme 5.3.2 Soit une fonction réguliere f*(x,v). Alors f¥(z,v) est une so-
lution de l’équation (5.75) avec la condition aux limites (5.76) si et seulement
si fT(z,v) est une solution de la formulation variationnelle,

trouver ft € W tel que a(f*,9) = L(g) Vg€ W, (5.77)
avec Uespace W = {g(z,v) € L*(D x {|v| = 1}) et v-V,g € L*(D x {|[v| = 1})}.

Démonstration. On multiplie I’équation (5.75) par une fonction test g(z, v) et
on intégre par parties pour obtenir

/D/h):l( 1 U-wa‘*‘v.va:g—i—g(g;)fg)dxdv

o(x)

Lo (L) (fm)

—/ / U~fo+gn~vdxdv:// g(z,v) S(z)dx dv.
oD J|v|=1 D J|v|=1

Comme d’habitude on a supposé que la mesure dv est normalisée de maniére
que f\v|:1 dv = 1. En remplacant v - V,fT par la valeur de la condition aux
limites dans l'intégrale de bord, on trouve bien la formulation variationnelle
(5.77). Réciproquement, le méme calcul en sens inverse permet de passer de
la formulation variationnelle a I’équation (5.75) avec la condition aux limites
(5.76). m

A partir de la formulation variationnelle (5.77) il est classique de construire
des méthodes d’éléments finis (voir par exemple [2]).
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5.3.3 Eléments finis

On peut, comme on 'a déja dit, utiliser des méthodes d’éléments finis pour
la formulation variationnelle en flux pair de ’équation de Boltzmann. Il est aussi
possible d’utiliser directement des éléments finis pour ’équation de Boltzmann
sous sa forme usuelle. Nous renvoyons pour cela aux travaux de P. Lesaint et
P.-A. Raviart [36] et aux ouvrages [17], [30].

5.3.4 Méthode de Monte-Carlo

Les algorithmes probabilistes de type Monte-Carlo sont aussi trés populaires
pour la résolution de I’équation de Boltzmann. Ils sont basés sur I'interprétation
probabiliste de I’équation de Boltzmann, voir la Section 3.3. Nous renvoyons a
[26] et [31] pour plus de détails.

5.4 Exercices

Exercice 5.12 (Schémas pour la diffusion) On passe ici en revue quelques
schémas numériques historiques pour la résolution numérique de l’équation de
la chaleur 5 o2
U U
—(t,x) — == (,x) =0.
() — 55 (1)
On impose des conditions de périodicité au bord de [0,1] en espace.

1. Etudier le schéma semi-discret

i) - Lot = 2 bt

Montrer qu’il est d’ordre 2 en espace, et stable en norme L2. Ce schéma
est-il convergent ? Et pourquoi ?

2. Ftudier le schéma de Richardson

n+1 n—1 n n n
u; " — Uy — 2u +ulr g

2At Az?

Montrer qu’il est d’ordre 2 en espace et 2 en temps. Monrer qu’il est in-
conditionellement instable.

8. FEtudier le schéma de Dufort et Frankel

=0.

=0.

n+1 n—1 n _.n—1_  n+l n
u,; —u, Uiy Uy Uy + u;

2At Ax?

Monrer qu’il est inconditionellement stable. Quel est le probléeme ?

=0.

4. FEtudier le schéma de Crank-Nicolson

n+1 _
)

n n n n+1
up  lwgly 2w twd o lugy —2u

At 2 Ax? 2 Ax?

Quel est son avantage sur le schéma de Gear qui suit ?

n+1 n+1
i T Uy —0

u
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5. FEtudier le schéma de Gear
Bup gt w2t
2At Ax?

=0.

Indications : pour la stabilité utiliser le critére de Von Neumann.

Pour la question 3, le schéma présente en fait deux problémes. Le premier
est qu’il est & deux pas en temps, et qu’il est donc nécessaire d’avoir une donnée
initiale a la fois pour u° et u'. Le deuxiéme est que, dans ’étude de la consistance
de ce schéma, on trouve que l'erreur de troncature contient un terme de ’ordre
de (At/Ax)? qui n’est petit que si At < Ax alors méme que le schéma est
inconditionnellement stable.

En ce qui concerne la question 4, le probléme du schéma de Gear est le
méme que celui du schéma de Dufort-Frankel : il est & deux pas en temps. Un
des intéréts du schéma de Crank-Nicolson est d’ailleurs qu’il est d’ordre 2 tout
en restant & un seul pas de temps.

Exercice 5.13 (Schéma saute-mouton en transport) FEtudions l’équation

du transport libre

ou ou
E(t’ x) + a%(t,a:) =0.

Le schéma "saute-mouton” (ou leap-frog) se définit par

un+1 — un_l

oAt YT oA

1. Montrer que ce schéma vérifie la condition nécessaire de stabilité de Von
Neumann dans L?, sous condition CFL.

n n
i1 W1 _ 0.

2. Démontrer que ce schéma est consistant a l’ordre 2.

3. Dans le cas a > 0, on considére le probléme pour x €]0,1[. La condition

aux limites est de Dirichlet en © = 0, u(¢,0) = 0. Le pas d’espace est
Az =1/(N+1).
Montrer qu’un schéma raisonnable s’écrit
n+1 n—1 n
SN et =,
2At 2Azx
+1 -1
w —up U UL 5 << N,
2At 2Ax
—+1 n—1 n n
u ™ — g Uy — Ujq .
=0 =N+1.
oAt YT As AT

4. Montrer que ce schéma est instable au sens de Von Neumann, a cause de
la condition au bord o droite.

Indications : pour la derniére question on écrira le schéma sous forme matricielle
et on remarquera que la matrice d’itération posséde au moins une valeur propre
de partie réelle strictement positive. On construira alors une solution particuliére
instable & I’aide du vecteur propre correspondant.
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Exercice 5.14 (Schéma décentré amont en transport) Soit [’équation

ou ou
Bt( )+aa—(tx) 0, a>0,

sur le segment x €)0, 1[ avec condition de Dirichlet ¢ gauche, u(t,0) = 0.
1. Ecrire le schéma décentré amont pour cette équation.
2. Montrer qu’il est stable dans L? pour tout ¢ > 1 sous condition CFL.

Indication : utiliser I'inégalité de Holder & partir de I'indication de I’exercice 5.5.

Exercice 5.15 (Discrétisation en angle) On note P,(u) les polynomes de
Legendre, définis par (5.35) et étudiés dans l’exercice 5.10.

e (3 [ soome ).

On approche f en tronquant la série

flt,z,p) ~ antx

1. Soit l’équation

Justifier le systéme

afn n+ 1 afn+1 n afn—l
ot 2n+1 Oz 2n+1 Oz

:g(ano_l)fn

pour 0 <n < N. Par convention f_1 = fnyi1 =0.

i<z2n+1/f2tx m><0.

2. Montrer l'inégalité

3. En déduire que

— 00

N
%fﬂ(ta$)PvL(ﬂ) N—> /

dans L*(R). On fera toutes les hypothéses de régularité nécessaires.
4. Proposer une méthode numérique pour la résolution de
0X 0X
— 4+ A—=0.
ot ox

ot A = A? est une matrice symétrique de taille N. Appliquer a la discré-
tisation du systeme de la question 1.

Indication : pour la derniére question : commencer par diagonaliser A, qui s’écrit
donc A = Q*DQ, puis étudier I’équation vérifiée par Y = QX.
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Exercice 5.16 (Limite de diffusion du schéma diamant) Considérons le
schéma diamant en dimension 1 pour l’équation de Boltzmann linéaire station-
naire, avec des vitesses

e € [-1,1), 1<k<K

1. Ecrire ce schéma pour un scattering

u= ;/1 u(p)dp

-1

et une absorption ou.

2. On suppose que la source est de Uordre de € et que 0 = Ge~ 1. Montrer
que la limite de diffusion est correcte (ou autrement dit que le coefficient
de diffusion du schéma vaut 3%) dés que les relations

Zwkﬂk =0et Zwk,uﬁ :2
k k

sont vérifiées.

Indications : on se bornera a utiliser un développement de Hilbert pour le schéma
diamant et & vérifier que, formellement, la solution converge bien vers celle d’'un
schéma de diffusion. Ceci revient & adapter au cas discret les méthodes du cas
continu développées dans la section 4.2.2. Voir également 1’exercice 4.2.

Exercice 5.17 (Accélération par la diffusion) On analyse le schéma expli-
cite en 1D

k,n k.n k,n k.n
I e i L N e !
2 2 2 2 *—T—
+ 0o =o'u," "+ f; 5.78
- . Ay (575)

u

i
avec la relation diamant et avec seulement deux vitesses

M = +1.

1. Ecrire la relation diamant. Que vaut ﬂ?_l ?

2. Analyser le schéma en modes de Fourier. On cherchera la solution sous la

forme
k=1,n
uj""% Qp i0(j+3)Ax
= [ JT3 Vn > O.
k=2,n @ -
w n
J+3

Déterminer la relation de récurrence sur les (au, Br).

8. Trouver les valeurs propres de la matrice d’itération et retrouver le fait
que l'algorithme converge dés que Z- < 1, mais que cette convergence est
tres lente si % est trés proche de 1.
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4. Pour accélérer la convergence, on utilise la méthode d’accélération par la
diffusion, ou diffusion synthétique. Pour cela, écrire le schéma sous la
forme

Tu" = Ku" ' + f,
en explicitant les matrices T et K. La‘limite de diffusion” du schéma s’écrit

(en omettant lVitération sur les sources)

1
ocAx?

L’écrire également sous la forme :

(Uj+1 — Q’U,j — Uj—l) —+ O'Uj = O'*Uj —+ fj'

Du = f.

5. On considére maintenant le schéma

To" = Ku" ' + f,
Du" =Dv"+ K (v" —u" ).
Faire le méme travail en Fourier, et vérifier que cet algorithme est beau-

coup plus rapide que 'algorithme initial (5.78).

Exercice 5.18 (Méthode du flux pair) (ezercice trés complet qui reprend la
section correspondante) Soit p(x,v) la solution de l’équation du transport

v-Vo+op=o0s0+ S5

avec 0 > o, > 0. La source est S(x). Le domaine est (x,v) € C x SV=1 o
C C RN est un ouvert borné et SN~1 est la sphére unité dans 'espace des
directions |v| = 1. Par définition
o(x) = _1 o(z,v) dv, |SN*1| :/ dv.
|SN_1| SN—1 SN—1

Le bord se décompose en deux parties OC = I',, UT',.. Soit n la normale exté-
rieure. Les conditions au bord sont du type neutre (ou flux entrant nul) sur

L,
plz,v)=0 zel,, n-v<O0,
et réflexion sur I,

o(z,v) =p(x,v") zel,, vV =v—-2( -n)n

1. Faire un dessin et interpréter les conditions au bord.

2. On pose .
p*(2,0) = 5 (p(z,0) £ p(z, —v)).

Montrer que o est pair en v et que @~ est impair en v. Montrer que

/ vpTdv = 0.
SN*I
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3. Montrer que ¢~ =0 et

1

+
ISVT] SN?I(p dv.

0=0" =

4. Montrer que le couple (o, p™) est solution du systéme du premier ordre

v-Vo~ +opt =0,0+ 85,
v- Vot +op™ =0.

5. En déduire que o est solution de l’équation du second ordre
—v-V <v Vi ) +opt =0,0T 4+ 8.

6. Montrer que les conditions aux bords peuvent s’écrire sur le bord neutre
v-Vot+opt =0, z€Tl,, Z£n-v>0,

et sur le bord réflexif

ot (z,v) =t (z,v) €T, v =v-2(v-n)n.
Exercice 5.19 (Forme variationnelle du flux pair) (difficile) On reprend

l’exercice 5.18, et on pose

//SNI( (v- V)’ (U—os)(<p+)2)
//SNl 2|n-of — //SN Set. (5.79)

1. Montrer formellement que J(p*) < J(;’F) pour toute fonction test g;:‘
suffisamment réguliére.

2. Définir la forme bilinéaire a(p™ <p+) et la forme linéaire b(pt) asso-

ciées, et montrer que la solutzon ot est solution du probléme variationnel

a(e™ <p+) = b(go*) pour tout g0+ dans un espace de fonctions suffisamment
réguliéres.

3. Faire le lien avec la théorie variationnelle des équations elliptiques (voir [2]
par exemple). Pour cela on considérera le cas monodimensionel N =1 et
on posera u(x) = ¢t (x,1). Ecrire le probléme pour u. Montrer que l’espace
HY(C) est le bon cadre fonctionel. En déduire l’existence et l'unicité de
ue HYC).

Exercice 5.20 (Méthode du flux pair : analyse numérique en 1D) On
reprend les exercices 5.18 et 5.19, et on discrétise la formulation variation-
nelle (5.79) en éléments finis.
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1. Rappeler la définition des fonctions chapeauz (P1) en dimension N = 1.
Ecrire la formulation variationnelle discrete.

2. Montrer Uexistence et l'unicité de la solution variationnelle discréte.

Exercice 5.21 (Méthode du flux pair : approximation de diffusion)
(exercice de modélisation dont l’hypothése de départ constitue un raccourci sou-
vent utilisé dans l’art de lingénieur) Dans le cadre de lexercice 5.18 nous allons
retrouver ’approximation de diffusion en admettant que le flux ¢ dépend linéai-
rement de la variable angulaire v

pla,v) = o(x) +v-J(z).

1. Montrer que o = ¢. Ecrire la formulation variationnelle correspondante
dont linconnue est la fonction ¢. On rappelle que

1 1
m SN?]'U@'Ud'U: NIN

2. Montrer que cette formulation variationnelle est bien posée dans H*(C).

3. On considére une base d’éléments finis P! en espace, notée (x;j)1<j<p-
Ecrire Uapprozimation de Galerkin, dans [’espace engendré par ces élé-
ments finis, de la formulation variationnelle de la question précédente.
Démontrer que ce probléme admet une unique solution.



Chapitre 6

Théorie du calcul critique

6.1 Comportement asymptotique en temps

6.1.1 Position du probléme

Nous étudions le comportement en temps grand d’une équation de Boltz-
mann que, pour simplifier, nous choisissons sous la forme
o

2 T Vo +o(x)p = i o*(z,v-v")p(x,v") dv' 61)

p(t=0,z,v) = d)o(x,v)

en I’absence de terme source. La donnée initiale est une fonction positive ¢ > 0
puisqu’elle représente une densité de particules. On se pose la question de savoir
quelle est la limite, lorsque le temps ¢ tend vers 400, de la solution ¢(¢,x,v).
Plus précisément, nous voulons pouvoir décider dans lequel des trois cas suivants
nous pouvons nous trouver :

1. la solution ¢(¢, x,v) converge vers 0, ce qui correspond a Uextinction de la
population de particules,

2. la solution ¢(t,z,v) converge vers 4+o00, ce qui correspond a “I’explosion”
de la population de particules,

3. la solution ¢(t,z,v) converge vers une limite finie non nulle ¢*>°(x,v), ce
qui correspond & l’existence d’un état stationnaire de la population de
particules.

Le dernier cas est dit critique, le premier sous-critique tandis que le second est
sur-critique. Nous restons volontairement vague sur la notion de convergence
utilisée ci-dessus (pour quelle norme ?) et nous remarquons qu’a priori d’autres
cas pourraient étre possibles : par exemple, la solution n’admet aucune limite
ou bien elle converge vers un cycle limite périodique en temps. Il se trouve que,
sous des hypothéses adéquates, on peut se limiter au trois cas ci-dessus qui sont
les seuls possibles.

219
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Remarque 6.1.1 Le méme genre de questions se pose aussi pour une ou des
équations de diffusion. La notion ci-dessus de criticité se retrouve dans de nom-
breuz domaines d’applications : en neutronique [12], [45], comme en dynamique
des populations [39].

L’obtention de résultats mathématiquement rigoureux sur le comportement
asymptotique en temps grand de (6.1) est d’un niveau technique qui dépasse
celui de ce cours, sauf dans le cas particulier d’'une dimension d’espace (voir
la Section 6.4). C’est pourquoi nous allons introduire un probléme analogue
en dimension finie, pour lequel nous allons donner une théorie assez compléte.
Par la suite, nous admettrons des résultats équivalents pour les équations de
transport ou de diffusion.

6.1.2 Analogie en dimension finie

Pour comprendre comment étudier le comportement asymptotique de I’équa-
tion de Boltzmann (6.1) nous allons faire une étude préalable d’un modéle,
beaucoup plus simple, d’équations différentielles ordinaires. A chaque instant ¢
I'inconnue, au lieu d’étre une fonction de (z,v), sera un vecteur dans R™ : il
s’agit donc d’une approximation en dimension finie. On peut toujours se rame-
ner a ce cas par discrétisation de I’espace des phases, i.e., du domaine des points
(z,v). Par analogie, le comportement asymptotique en temps grand de ce mo-
déle simplifié nous permettra de comprendre ce qui va se passer en dimension
infinie, ¢’est-a-dire pour I’équation de Boltzmann (6.1).

On considére donc une fonction du temps ¢ & valeurs vectorielles, u(t) €
CY(R* : R"), solution de I'équation différentielle linéaire

du

& Au=o,

at (6.2)
u(t =0) = u’,

ou A est une matrice réelle de taille n x n.

Supposons dans un premier temps que la matrice A soit diagonalisable sur R,
et notons A ses valeurs propres, 7, ses vecteurs propres et ;. les vecteurs propres
adjoints, normalisés, correspondant & sa transposée ou adjointe A*, 1 < k < n.
Autrement dit,

Ark = )\krk, A*lk = /\klk, Tk lj = §jk

ol J;; est le symbole de Kronecker. On choisit de plus d’ordonner les valeurs
propres (répétées avec leur multiplicité) par ordre croissant

A< <L <A

La solution exacte de (6.2) est

n

u(t) = Zef)"“t(uo )T -

k=1
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Le comportement asymptotique de cette solution est clair et suit le signe des
valeurs propres. Nous ne ferons pas I'injure au lecteur de démontrer le résultat
suivant.

Lemme 6.1.2 Supposons que A est diagonalisable sur R et que u® -1, #0. La
solution de l’équation différentielle ordinaire (6.2) admet une limite finie non

nulle quand t tend vers l'infini si et seulement si la plus petite valeur propre
vérifie A1 = 0.

Malheureusement en pratique il est difficile de savoir si une matrice est diago-
nalisable sur R, sauf si elle est normale (i.e. AA* = A* A) ou plus simplement sy-
métrique réelle. Or, les équations de Boltzmann, mais aussi les systémes d’équa-
tions de diffusion, conduisent, lorsqu’on les discrétise, & des matrices réelles non
symétriques, ni mémes normales. On ne peut donc pas se contenter du Lemme
6.1.2. C’est pourquoi nous allons introduire un autre cas particulier de matrices
qui peuvent paraitre trés spécifiques au premier abord mais qui sont en fait
assez fréquentes dans la pratique comme nous le montrera la théorie de Perron-
Frobenius que nous développerons dans la section suivante.

Lemme 6.1.3 Soit \g, 1 < k < n, les valeurs propres (éventuellement com-
plexes) d’une matrice réelle A. On suppose qu’il existe une valeur propre, disons
A1, qui soit réelle, simple et qui vérifie

M <R(Ag) pour tout k # 1, (6.3)

ol R désigne la partie réelle. De plus, on fait hypothése que u®-1; # 0 avec l; le
vecteur propre adjoint associ€ a 1. Alors la solution de [’équation différentielle
ordinaire (6.2) admet une limite finie non nulle quand t tend vers linfini si et
seulement st on a A\ = 0.

Remarque 6.1.4 Rappelons qu’une valeur propre d’une matrice est dite simple
si sa multiplicité comme racine du polyndéme caractéristique est un.

Démonstration. La matrice A est semblable & sa forme de Jordan qui est une
matrice diagonale par blocs avec des blocs du type

Am 1 o - 0
0
Dy, = 0 )
: . . 1
0 - o 0 Anm

o les valeurs propres (A, )1<m<a forment un sous-ensemble maximal de toutes

les valeurs propres admettant des vecteurs propres indépendants. Dans la base

de la forme de Jordan ’équation (6.2) est équivalente aux équations découplées
dv,,

0 Dmm:7
dt+ v 0

U (t =0) =20

m?
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On peut calculer de maniére explicite la solution de ce dernier systéme : chaque
composante de la solution est le produit de I’exponentielle e=*»* et d’un poly-
nome en t de degré inférieur ou égal a (dimD,,, —1). A cause de ’hypothése (6.3)
et de la simplicité de \; (qui signifie que dimD; = 1) tous les autres termes sont
négligeables devant vy (t) = v{e~*? pour ¢ tendant vers I'infini. D’ott le résultat.
]

Remarque 6.1.5 Dans la section suivante nous verrons que Uhypothése u® -

ly # 0 n’est pas restrictive pour une large classe de matrices lorsque toutes les
composantes de ug sont positives et ug # 0. En effet, pour ces matrices les
composantes de I, seront toutes strictement positives et on aura donc u®-1; > 0.

Pour revenir aux modéles de diffusion ou de transport, comme (6.1), la dé-
termination de la premiére valeur propre et fonction propre est appelée calcul
critique. Le terme critique correspond a l’existence d’un état stationnaire non
nul quand ¢ tend vers l'infini. Si la limite en temps grand est nulle on parle de
probléme sous-critique, tandis que si la limite est infinie il s’agit d’un probléme
sur-critique.

6.2 M-matrices et théorie de Perron-Frobenius

Cette section présente la théorie de Perron-Frobenius en algébre matricielle
qui joue un role important dans de nombreux domaines mathématiques (par
exemple, dans 1’étude des chaines de Markov [7] ou autres processus de bran-
chement [39]) et qui, dans le cadre de ce cours, permet de donner un sens a la
notion de calcul critique. Toutes les matrices considérées ci-dessous sont réelles
et de taille n x n.

6.2.1 M-matrices

Un ouvrage de référence sur les M-matrices est [10] dont nous nous inspirons
largement (voir aussi [34], [50]).

Définition 6.2.1 On dit que A est une M-matrice si elle s’écrit

ail —a12 e —Q1n
—a921 .
A= (6.4)
: ’ ’ —O0p—1n
—an1 e —Onn—1 Ann

avec des coefficients a;; > 0 positifs ou nuls tels que

n
i — Z ai; >0,  pourtout 1 <i<n. (6.5)
=1

Si Uinégalité (6.5) est stricte pour tout i, on dit que A est une M -matrice stricte.
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Définition 6.2.2 On dit qu’une matrice B est positive si tous ses coefficients
sont positifs ou nuls, bj; > 0. On dit qu’elle est stritement positive s’ils sont
strictement positifs, b;; > 0.

Il faut faire attention que la terminologie de la Définition 6.2.2 est différente
de la notion de positivité d’une matrice au sens des formes quadratiques.

Exercice 6.1 Montrer que, si A est une M -matrice, alors il existe une matrice
positive B et un réel ¢ > p(B) tels que A = ¢Id — B (avec p(B) le rayon spectral
de B). Indication : choisir ¢ > maxi<i<n i > 0.

Dans la littérature on appelle parfois M-matrice une matrice de la forme
(6.4) telle que A = cld — B avec ¢ > p(B) et B une matrice positive. Dans ce
cas, la Définition 6.2.1 est un cas particulier de M -matrice.

Exercice 6.2 On considére l’équation de diffusion suivante
0%u

-

0x?

u(0) =wu(l) =0,

+o(x)u = f(x) pour z € (0,1)

avec Uhypothese que o(x) > o9 > 0 pour tout x € (0,1). Montrer que la matrice
issue de la discrétisation par différences finies de cette équation (voir la Section
5.1.1) est une M-matrice stricte.

Exercice 6.3 Pour une vitesse donnée p > 0, on considére [’équation de trans-
port sutvante

u% +o(z)u = f(x) pour x € (0,1)
u(0) =0,

avec Uhypothese que o(x) > o¢ > 0 pour tout x € (0,1). Montrer que la matrice
issue de la discrétisation par différences finies de cette équation (pour le schéma
décentré amont comme pour le schéma diamant) est une M-matrice stricte.

Lemme 6.2.3 Toute M-matrice stricte est inversible.

Démonstration. Soit z € R™ un vecteur tel que Az = 0. On note ¢ un indice
tel que |x;| = maxi<;<n |2;|. Si on suppose que |z;| > 0, alors

iz < E aijlz;] < E aijlzi| < |z,
J#i J#i
ce qui est une contradiction. Donc x = 0 et A est inversible. m

Définition 6.2.4 On dit qu’une matrice A est irréductible s’il n’existe pas de
matrice de permutation P telle que PAP* se mette sous forme trianglaire par

blocs A
0
PAP* = 1 ) 6.6
(A21 A22> (6:6)
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Lemme 6.2.5 A toute matrice A on associe le graphe de neeuds 1,2,....,n et
d’arétes orientées reliant i G j si a;; # 0. Alors A est irréductible si et seulement
st pour tout couple © # j il existe une chaine d’arétes qui permet d’aller de i a
Js

ik 7& 0— Ak ko 7é 0—..— Ak, j 7& 0.

Démonstration. Si A n’est pas irréductible, alors il existe une matrice de
permutation P telle que PAP* ait la forme (6.6). Autrement dit, quitte & re-
numéroter les nceuds du graphe (c’est leffet de la multiplication & gauche par
P et a droite par son adjoint), les premiers noeuds 1 < 4 < dimA;; ne sont pas
reliés par une chaine d’arétes aux derniers noeuds dimA; +1 < j < n. Récipro-
quement, supposons qu’il existe un couple d’indices ig # jg qui ne soient reliés
par aucune chaine d’arétes. On définit les ensembles

I={ie{l,..,n} tel que iy est relié a i},
J={je{l,..,n} tel que j est relié a jo},
K={1,..,n}\ (JUJ).

L’intersection I N J est vide sinon i serait relié a jy. De méme, I N K = (). Par
conséquent, si on applique la permutation qui numérote en premier les éléments
de I puis ceux de JU K, on obtient une matrice trianglaire par blocs de la forme
(6.6). Donc A n’est pas irréductible. m

Exercice 6.4 Vérifiez que la matrice de I’Ezxercice 6.2 est irréductible, y com-
pris avec Uhypothese plus faible que o(x) > 0 pour tout x € (0,1). Montrer, au
contraire, que la matrice de I’Exercice 6.3 n’est pas irréductible.

Exercice 6.5 Montrer que la transposée ou adjointe d’une matrice irréductible
est aussi irréductible.

Lemme 6.2.6 Soit A une M -matrice irréductible telle qu’il existe un indice ig

pour lequel
n

Aigig — E Qo5 > 0.
Jj=1,j#i0

Alors A est inversible.

Démonstration. Soit x € R™ un vecteur tel que Az = 0. On note ¢ un indice
tel que |z;| = maxi<j<n |2;|. On a

aiilz;| < Zaij\fﬂﬂ < Zaij|$i| < @i |4,
J#i JF#i
ce qui implique que chacune de ces inégalités est en fait une égalité. En parti-
culier, on a |z;| = |z;| pour tous les indices j tels que a;; # 0. Soit la chaine
d’indices qui relie i & iy : le long de cette chaine on a a;, # 0 et |z;| = |zx| = |2
Par conséquent, |z;,| = maxi<j<n |z;| et on peut conclure comme dans la dé-
monstration du Lemme 6.2.3 que x = 0 et A est inversible. m
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Lemme 6.2.7 Soit A une M-matrice inversible irréductible. Alors son inverse
A~ est strictement positive au sens ol tous ses coefficients sont strictement
positifs.

Démonstration. Soit € R" le k-éme vecteur colonne de A~! qui vérifie donc
Ax = ey, avec ey le k-éme vecteur de la base canonique. On note 7 un indice tel
que ; = minj<j<y ;. Supposons que z; < 0. On a

0 < ayz; — Zaijxj < \|ai— Zaij z; <0, (6.7)
J#i J#i

ce qui implique que chacune de ces inégalités est en fait une égalité. En particu-
lier, on a x; = x; pour tous les indices j tels que a;; # 0. Grace a l'irréductibilité
de A on en déduit que xy = min;<;<y ;. On reprend alors 'inégalité (6.7) pour
¢ = k mais, dans ce cas, le terme le plus & gauche vaut 1 comme la k-éme com-
posante de ey, ce qui est une contradiction. Par conséquent x; > 0. m

Remarque 6.2.8 L’hypothése d’irréductibilité de la matrice A est essentielle
dans le Lemme 6.2.7 (penser au cas A = 1d).

Exercice 6.6 Montrer, a l’aide de I’Exercice 6.1, que la partie réelle de chaque
valeur propre d’une M -matrice stricte est strictement positive. Montrer le méme
résultat avec une inégalité large pour une M-matrice.

6.2.2 Théoréme de Perron-Frobenius

Nous suivons la présentation de [34].

Théoréme 6.2.9 (Perron-Frobenius) Soit K une matrice strictement posi-
tive au sens ou tous ses coefficients sont strictement positifs. Alors K a une
valeur propre dominante Apq, qui vérifie les propriétés suivantes.

1. Mpaz > 0 et un vecteur propre associé x (tel que Kx = Apaz2) a toutes
ses composantes strictement positives.

2. Amaz est simple (sa multiplicité comme racine du polynoéme caractéristique
est un).

3. Toute autre valeur propre A de K vérifie |\| < Amaz-

4. La matrice K n’a pas d’autre vecteur propre dont toutes les composantes
sont positives.

Pour démontrer le Théoréme 6.2.9 nous avons besoin du lemme suivant.
Rappelons que, si  est un vecteur de R", on note x > 0 pour dire que toutes
ses composantes sont positives, x; > 0 pour 1 < ¢ < n. De méme x > y si
z—1y>0.
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Lemme 6.2.10 Pour une matrice K on désigne par p(K) l’ensemble des réels
positifs ou nuls A > 0 tels qu’il existe un vecteur non nul x > 0 vérifiant

Kx > \x. (6.8)

Si K est une matrice strictement positive, l’ensemble p(K) est fermé, borné,
non vide et contient un nombre strictement positif.

Démonstration. Soit x > 0 un vecteur & composantes strictement positives.
Alors Kx > 0 est aussi & composantes strictement positives et, pour A > 0
suffisamment petit, U'inégalité (6.8) a lieu, ce qui prouve que p(K) contient au
moins un nombre strictement positif. Soit 1 le vecteur de composantes toutes
égales & 1. En prenant le produit scalaire de (6.8) avec 1, sachant que = > 0, on
obtient .
A< zniKl < max (K*1);,
Zi:l T; 1<i<n

ce qui prouve que p(K) est borné. Si on prend une suite A, € p(K) qui converge
vers une limite A € R, on peut lui associer une suite de vecteurs z,, qui vérifient
(6.8). Quitte a les normaliser par la condition 1-x,, = 1, on peut en extraire une
sous-suite qui converge vers & > 0, non nul car vérifiant la méme condition de
normalisation. On passe facilement a la limite dans (6.8), ce qui implique que
A € p(K) qui est donc fermé. m

Démonstration du Théoréme 6.2.9. Grace au Lemme 6.2.10, p(K), étant
fermé borné non vide, admet un plus grand élément A4, = maxp(K) > 0 dont
nous allons montrer qu’il est une valeur propre de K. Puisque Apqar € p(K)
il existe un vecteur non nul y > 0 tel que Ky > \,q..y. Montrons que cette
inégalité est en fait une égalité et donc que y est un vecteur propre. Supposons
qu’il existe un indice k tel que

n n
ZKkjyj > /\maxyk et ZKijyj > /\maxyi pour { 7é k.
j=1 j=1

Pour € > 0 on définit le vecteur z = y+ eey, ou ey, est le k-éme vecteur de la base
canonique. Comme K est strictement positive, on a Kz > Ky tandis que seule
la k-éme composante de z différe de y. Par conséquent, pour € > 0 suffisamment
petit, on en déduit une inégalité stricte

Kx > Apae.

On peut donc augmenter légérement A, dans cette inégalité, ce qui contredit
le caractére maximal de Ajqp = maxp(K). Ainsi, Ky = Anazy €t Apmae est
bien une valeur propre de K. De plus, y a toutes ses composantes strictement
positives car K est strictement positive, y > 0 et y = Ky/Anae. Cela termine
la preuve du point 1.

Démontrons maintenant le point 2. Commengons par montrer que la valeur
propre Ag,q: est géométriquement simple, c’est-a-dire qu’il n’y a pas d’autres
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vecteurs propres que des multiples de y. Supposons qu’il en exite un autre z.
Comme z n’est pas proportionnel a y, on peut trouver une constante ¢ suffi-
samment petite telle que y + ¢z (qui est toujours un vecteur propre de K pour
la valeur propre A,q.) est positif, y + ¢z > 0, non nul mais a au moins une
composante nulle. Ceci contredit notre argumentation précédente qui montrait
que tout vecteur propre positif associé a Ap,q. est en fait strictement positif.
Montrons ensuite que A,q, est algébriquement simple, c’est-a-dire qu’elle est
racine simple du polynéme caractéristique de K. Si cela n’était pas le cas, au
vu de la forme de Jordan de la matrice K, il existerait un vecteur non nul z tel
que
Kz = Apazz + cyY,

oll, quitte & changer z en —z, on peut supposer ¢ > 0, et quitte a changer z en
z 4+ dy avec d > 0, on peut aussi supposer z > 0. On en déduit I'inégalité

Kz > Mgz

et on peut donc augmenter un peu A, en préservant cette inégalité, ce qui
contredit encore le caractére maximal de Ay, qz.

Vérifions le point 3. Soit une valeur propre A € C et un vecteur propre non
nul z € C" vérifiant Kz = A\z. Comme K est positive, on a

n
IA] |2i] < ZKij\zﬂ pour tout 1 <i<n, (6.9)
j=1

ce qui n’est rien d’autre que (6.8) pour le vecteur 2 de composantes |z;|. Ainsi
|A| appartient & ensemble p(K) et |A] < Apqs. Cette inégalité est stricte car
sinon 27T serait proportionnel a y et I'inégalité (6.9) serait en fait une égalité.
Or, on ne peut avoir

n n
D Kiz| =Y Kijlzl
j=1 j=1

que s’il existe un unique nombre 6 € R tel que
zj = ei9|zj| pour tout 1 < j < n.

Autrement dit, z serait proportionnel & y. Donc, pour tout valeur propre A #
Amaz 00 a bien |\ < Aoz

Terminons par le point 4. Supposons que K ait un autre vecteur propre
z # 0, réel & composantes positives, pour une autre valeur propre A (forcément
réelle) différente de Aj,q,. On sait que K et sa transposée (ou adjointe) K*
ont les mémes valeurs propres. En particulier, puisque K* est aussi une matrice
strictement positive, elle admet A4, (le méme que pour K) comme valeur
propre dominante avec un vecteur propre & composantes strictement positives
y. Or les vecteurs propres z et y sont orthogonaux car

AMoy=Kz-y=z2-K'y = nazz-y €t A% Mnaz-
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Mais comme toutes les composantes de y sont trictement positives, on ne peut
pas avoir z-y = 0. Ainsi, il n’y a pas d’autre vecteur propre de K a composantes
positives. m

Nous pouvons maintenant combiner les résultats sur les M-matrices et le
théoréme de Perron-Frobenius pour obtenir le théoréme principal de cette sec-
tion.

Théoréme 6.2.11 Soit A une M -matrice irréductible. Alors A a une plus petite
valeur propre Apmin qui véTifie les propriétés suivantes.

1. Apin est réelle et simple.

2. Son vecteur propre associé x (tel que Ax = Apint) a toutes ses compo-
santes strictement positives.

3. La matrice A n’a pas d’autre vecteur propre dont toutes les composantes
sont positives.

4. Toute autre valeur propre A € C de A vérifie Apin < R(A).
Pour démontrer ce théoréme nous utilisons le résultat intermédiaire suivant.

Lemme 6.2.12 Soit B une matrice irréductible positive, dont les coefficients
diagonaux sont strictement positifs, autrement dit

Alors il existe un entier m, avec 1 < m < n — 1, tel que B™ est strictement
positive, c’est-a-dire que tous ses coefficients sont strictement positifs.

- . ’ . s . m
Démonstration. Par une récurrence facile on vérifie que le coefficient bEj ) de
B™ en i-éme ligne et j-éme colonne est donnée par une somme sur m — 1 indices

bg;n) — Z . Z biklbklkz“'bkmflj'
1

ki=1 km—1=

Remarquons que tous les termes de cette somme sont positifs ou nuls. Si b;; > 0
alors en prenant k1 = ko = ... = k,;,_1 = 4, on est sir que bl(;l) >0 car b; >0
par hypothése. Si b;; = 0, 'hypothése d’irréductibilité de B implique qu’il existe
une chaine de coefficients non nuls b;y, , bk, iy, -, bk, _,; qui relie les indices 7 et
j. La longueur m de cette chaine est inférieure & n — 1 qui est le cas ou la chaine
visite tous les indices autres que i. Par conséquent, au moins un terme de la

(m)
;i >0 m

somme ci-dessus est non nul et on a bien b
Démonstration du Théoréme 6.2.11. Pour a > max; a;;, la matrice (aId —
A) est une matrice positive irréductible avec des coefficients diagonaux stricte-
ment positifs. En vertu du Lemme 6.2.12 il existe m tel que (aId — A)™ est
strictement positive. On peut alors lui appliquer le Théoréme 6.2.9 de Perron-

Frobenius qui affirme que (aId — A)™ admet une valeur propre dominante. Les
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valeurs propres (répétées avec leur multiplicité) de A, notées A, et celles de
(ald — A)™, notées pu, vérifient

p=(a—=N"et A=a—pt/m

avec les mémes vecteurs propres, ot la racine p'/™ est Punique racine positive
si > 0 et est une des racines possibles si p est plus généralement un nombre
complexe. De la relation fi,q, > |p| on déduit
Foday > 1™ = R(p™),
c’est-a-dire
Amin = @ — pl/m < o — R(uY™) < R(N)

max

ce qui prouve les propriétés annoncées & partir de celles données par le Théoréme
6.2.9. m

Remarque 6.2.13 FEn fait, dans les hypothéses du Théoréeme 6.2.11 il n’est pas
nécessaire que A soit une M -matrice mais simplement qu’il existe un réel § > 0
tel que (BId+ A) soit une M-matrice. En effet, la seule proprieté de M-matrice
qui soit utilisée est que les coefficients extra-diagonaux sont positifs et rajouter
B1d ne fait que décaler de B le spectre de A.

Exercice 6.7 Montrer que toute M-matrice est limite d’une suite de M -matri-
ces irréductibles. En déduire que toute M -matrice admet une valeur propre réelle
Amin admettant un vecteur propre positif et telle que, pour toute autre valeur
propre A € C, on a Amin < R(A). Donner un contre-exemple ot A\pin n’est pas
simple.

On peut se demander comment le Théoréme 6.2.9 de Perron-Frobenius se
généralise en dimension infinie. Dans ce cas il n’y a évidemment plus de notion
de M-matrice et I’hypothése essentielle sera la propriété de positivité de 'opé-
rateur. Sans vouloir rentrer dans les détails (qui dépassent le niveau de ce cours)
il est instructif d’énoncer le théoréme de Krein-Rutman qui généralise celui de
Perron-Frobenius (voir, par exemple, le chapitre VI de [11]).

Théoréme 6.2.14 (Krein-Rutman) Soit E un espace de Banach et soit C
un cone conveze de sommet 0, c’est-a-dire que (Ax+ py) € C pour tout x,y € C
et A > 0,u > 0. On suppose que C' est fermé, d’intérieur IntC' non vide et que
CN(=C) = {0}. Soit K un opérateur compact de E dans E tel que K(C\{0}) C
IntC. Alors il existe u € IntC' et A > 0 tels que Ku = Au. De plus \ est l'unique
valeur propre associée a un vecteur propre dans C, est simple et

A =max{|u|, avec p valeur propre de K}.

Dans le Théoréme 6.2.14 il faut penser que E est un espace de fonctions
et C est le cone des fonctions positives ou nulles. Dans ce cas, 'hypothése
K(C\ {0}) C IntC est une propriété de positivité (stricte) de I'opérateur K.
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6.2.3 Application

On revient a I’équation différentielle ordinaire (6.2)

du

— + Au =0,

dt (6.10)
u(t = 0) = u°.

Proposition 6.2.15 On suppose d’une part que le vecteur u® > 0 est positif

et d’autre part que A est une M-matrice irréductible. Alors la solution u(t) de

Uéquation différentielle ordinaire (6.10) admet une limite non nulle lorsque t

tend vers +oo si et seulement si la plus petite valeur propre de A est nulle,
Dans tous les cas le comportement asymptotique de u(t) est

u(t) = (u® - 1)e ™M quand t — 400,

oury > 0 etly > 0 sont les vecteurs propres de A et A*, respectivement, associés
G la plus petite valeur propre Ay commune de A et A* et normalisés par

ATl = >\1T'1 y A*ll = )\1[1 et T " ll =1.

Remarque 6.2.16 Rappelons que l’hypothése sur la matrice A est vérifiée pour
les matrices issues de la discrétisation d’équations de diffusion ou de Boltzmann
(voir ’Ezercice 6.2 et le Lemme 6.5.8). L’hypothése u® > 0 est naturelle aussi
st les composantes de la solution u(t) représentent une densité de particules.

Remarque 6.2.17 Le vecteur propre 1l est dit adjoint car il est le vecteur
propre de la matrice adjointe A* (qui est aussi une M-matrice irréductible).
La Proposition 6.2.15 est la premiére occurence de la notion d’adjoint que nous
reverrons un peu plus loin. La formule asymptotique pour la solution u(t) a l'in-
fini montre que son profil est toujours proportionnel au premier vecteur propre
r1 (quel que soit u®) et que la constante de proportionnalité se calcule a l’aide
du premier vecteur propre adjoint lq.

Démonstration. Il s’agit d’une simple combinaison du Théoréme 6.2.11 et du
Lemme 6.1.3. =

6.3 Probléme aux valeurs propres pour 1’équa-
tion de diffusion

Dans cette section, nous allons passer en revue quelques résultats élémen-
taires sur le probléme aux valeurs propres pour le laplacien avec condition de
Dirichlet.

De fagon générale, on se pose le probléme suivant, sur un ouvert connexe
borné Q de RV, que ’on supposera & bord régulier (de classe C™) :

{—A¢:A¢, e,

o =0 (6.11)
a0~ T
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Il s’agit d’un probléme aux valeurs propres : I'inconnue est le couple (A, ¢), et on
cherche tous les A € R pour lesquels le probléme ci-dessus admette une solution
¢ = ¢(x) a valeurs dans R et non identiquement nulle. Lorsque tel est le cas, on
dira que A est valeur propre du laplacien avec condition de Dirichlet sur I'ouvert
), et que ¢ en est une fonction propre pour la valeur propre A.

Commencgons par quelques remarques générales.

Disons quelques mots de ’espace fonctionnel ot chercher la fonction ¢. Pour
que les différents termes intervenant dans le probléme ci-dessus aient un sens,
un choix naturel serait de demander que ¢ € C?(Q)NC(Q). D’autre part, avec le
formalisme des distributions ou la formulation variationnelle des problémes el-
liptiques, on pourrait aussi chercher ¢ dans 'espace de Sobolev H2(Q)NHE () :
cf. [2], chapitre 7. La propriété de régularisation elliptique du laplacien (cf. [11],
Théoréme IX.25) entraine alors par une récurrence immédiate que ¢ € H™ ()
pour tout m € N. Puis on déduit des injections de Sobolev (cf. [11], Corollaire
IX.15, note 2) que ¢ € C™(£2) pour tout m € N. Par conséquent, on ne restreint

pas la généralité de I’étude en cherchant a priori les fonctions propres ¢ dans
C>(Q).

Remarque 6.3.1 On pourrait plus généralement chercher des valeurs propres
A € C associées a des fonctions propres ¢ = ¢(x) & valeurs dans C, solutions
de (6.11). Le calcul élémentaire suivant montre que cela n’est pas nécessaire,
autrement dit que toutes les valeurs propres de (6.11) sont réelles et que les
fonctions propres peuvent étre choisies réelles.

En effet, pour tout ¢ € C%(Q) a valeurs complexes, on a, d’aprés la formule
de Green,

/ S (—A)p(a)de = — / div(F@)V(x))da + / Vé(z)Pdx
Q Q Q
_ / HD)V () - nadS(z) + / IV o(x) [2de
Q Q

en notant dS(x) I’élément de surface sur OS2, n, le vecteur unitaire normal &
09 au point x et ¢ la fonction complexe conjuguée de ¢. Si ¢ est fonction propre
du laplacien avec condition de Dirichlet sur £, on a donc

/ V() 2de = A / 16(2)[2d (6.12)
Q Q

Si A est valeur propre, et que ¢ est une fonction propre associée a A, on sait
d’une part que ¢ est (au moins) continue sur ), et non identiquement nulle, de
sorte que

JRECIREEY

Donc toute valeur propre \ du laplacien avec condition de Dirichlet sur € ap-
partient nécessairement a Ry .



232 CHAPITRE 6. CALCUL CRITIQUE

Examinons plus en détail le cas A = 0 : 'égalité (6.12) entrainerait que, si
A = 0 est valeur propre et que ¢ est une fonction propre associée

/ |Vé(z)|>dr = 0.
Q

Par conséquent, V¢ = 0, de sorte que ¢ est constante sur €2 puisque ce dernier
est connexe. La condition de Dirichlet entraine alors que ¢ = 0, ce qui contredit
le fait que ¢ soit une fonction propre.

En réalité, en utilisant la théorie des opérateurs compacts (cf. [11], chapitre
VI), on peut aller plus loin, en établissant le résultat suivant, qui résume 1’es-
sentiel de ce qui est connu sur les valeurs propres du laplacien avec condition
de Dirichlet.

Théoréme 6.3.2 (Spectre du laplacien/conditions de Dirichlet) Soit 2
ouvert conneze borné de RN, a bord de classe C>®. Il existe une suite croissante
de réels strictements positifs

O<)\1§)\2§/\3§§/\n§

et une suite (¢n)n>1 de fonctions de classe C™ sur Q0 & valeurs réelles vérifiant
les propriétés suivantes :

a) les A\, sont les valeurs propres du laplacien avec condition de Dirichlet sur
Q;
b) pour tout n > 1, la fonction ¢, est fonction propre du laplacien avec condition
de Dirichlet sur Q0 pour la valeur propre A, ;

¢) la suite (¢p)n>1 est une base hilbertienne de L*(Q) ;

d) lorsque n — +00, on a A, ~ Cn?'N | ot C est une constante positive.

La démonstration de ce théoréme dépasse le cadre de notre étude et nous
ladmettrons donc (voir [2], chapitre 7). Voir également le Théoréme IX.31 dans
[11], ainsi que le point 13 des compléments du chapitre IX de [11].

Nous allons conclure cette section en étudiant de maniére détaillée le cas
de la dimension N = 1, ou 'on peut tout calculer de maniére explicite. Ce cas
particulier suffira d’ailleurs pour la suite de notre étude.

On considére donc le probléme aux valeurs propres

d2
- 0@ = Mola), el <L
HEL) =0

D’aprés la Remarque 6.3.1, on sait qu’il faut chercher les valeurs propres A dans
R . Sil'on ne tient pas compte des conditions aux limites, une base de solutions

de cette équation différentielle linéaire d’ordre 2 est {sin(v/Az), cos(vAz)}, de
sorte que la solution générale peut se mettre sous la forme

d(x) = Csin(VA(z — z0))



6.3. VALEURS PROPRES ET DIFFUSION 233

ou C' et xy sont deux réels arbitraires.

Pour satisfaire la condition ¢(—L) = 0, il est naturel de poser xg = —L, de
sorte que ¢ est de la forme ¢(z) = sin(v/X(z + L)) (en faisant C' = 1 puisque les
fonctions propres sont définies & une constante multiplicative prés). Pour vérifier
la condition ¢(+L) = 0, la fonction propre devra donc satisfaire

V2L = kr, keN*.

On obtient ainsi la suite des fonctions propres du laplacien sur | — L, L[ avec
condition de Dirichlet :

or(x) = sin (Z(m + L)) , keN*,
ainsi que la suite des valeurs propres associées
k272
42>

On observera en particulier que la plus petite valeur propre est

Ak = ke N*.

M=

et que la fonction propre associée
¢1(x) = sin (%(:ﬂ + L)) = cos (%)

est strictement positive sur | — L, L.

On peut résumer ces quelques remarques en disant que le probléme aux va-
leurs propres pour le laplacien avec condition de Dirichlet sur un ouvert connexe
borné de R est analogue & la recherche des valeurs propres pour une matrice
symétrique réelle — ou hermitienne — mais en dimension infinie.

Cependant, il ne faudrait pas croire que les problémes spectraux pour les
opérateurs différentiels soient toujours aussi simples.

Par exemple, si on ne suppose plus 'ouvert €2 borné, le probléme aux valeurs
propres pour le laplacien est complétement différent. Considérons par exemple
le cas ou 2 = R et ou le probléme spectral est

d2
-0 ) = 20().
Une premiére différence avec le cas ol {2 est un intervalle borné est qu’il n’existe
pas de fonction propre ¢ € L?(R) pour ce probléme — en effet, les solutions
sont des combinaisons linéaires de cos(v/Ax) et sin(vAz) si A > 0, ou bien des
combinaisons linéaires de exp(v/—Az) et exp(—v/—Ax) si A < 0.

Une deuxiéme différence est que, si I'on accepte pour fonctions propres des
fonctions qui ne sont pas dans L?(R), il n’y a aucune restriction sur les valeurs
propres : tout réel est valeur propre. (En réalité, comme les fonctions propres
associées ne sont pas de carré sommable, il ne s’agit pas vraiment de valeurs
propres ou de fonctions propres au sens habituel, mais en un sens généralisé
dont la définition dépasse le cadre de notre étude.)
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6.4 Probléme spectral pour ’équation de Boltz-
mann linéaire monocinétique avec scattering
isotrope

Si nous voulions étudier le probléme aux valeurs propres pour I’équation de
Boltzmann linéaire, nous nous heurterions & une difficulté théorique importante,
qui est liée au caractére non auto-adjoint de I'opérateur intervenant dans cette
équation.

Dé¢ja dans le cas de 'algébre linéaire en dimension finie, on sait bien que
I’étude spectrale d’'une matrice auto-adjointe ou normale — c’est-a-dire com-
mutant avec son adjointe — est plus simple que pour une matrice quelconque,
dans la mesure ou une matrice normale est toujours diagonalisable et admet une
base de vecteurs propres orthonormée pour le produit scalaire (ou hermitien)
canonique de RY (ou de CV).

Outre les difficultés relatives au caractére non auto-adjoint de ’opérateur
de Boltzmann linéaire, I’étude du probléme aux valeurs propres pour I’équation
de Boltzmann linéaire est compliquée par le fait qu’il s’agit d’un probléme en
dimension infinie, de sorte que son spectre ne se réduit pas forcément aux seules
valeurs propres — voir ci-dessous.

Toutefois, dans certains cas particuliers, on peut ramener ’étude spectrale
de ’équation de Boltzmann linéaire & celle d’un probléme auto-adjoint faisant
intervenir un opérateur de Hilbert-Schmidt, pour lequel le spectre se réduit aux
valeurs propres.

Nous allons étudier dans cette section ’exemple de I’équation de Boltzmann
linéaire pour des particules monocinétiques avec scattering isotrope, dans le cas
de la symétrie de la plaque infinie.

On considére donc ’équation de Boltzmann linéaire

(;+u;)fmam=aa+wuw@wwﬁw%m

avec la notation )
@ =4[ .
-1

On supposera dans toute cette étude que I’équation est posée pour = € [—L, L]
et u € [-1,1], que o > 0 et v > —1, tandis que la solution f vérifie les conditions
aux limites

Ces conditions aux limites sont dites “absorbantes” : les particules situées au
bord de l'intervalle [— L, L] peuvent seulement sortir de I'intervalle mais en aucun
cas y entrer. Autrement dit, 'extérieur de 'intervalle absorbe les particules, ce
qui explique la terminologie adoptée pour cette condition aux limites.

En mettant ’équation de Boltzmann linéaire ci-dessus sous la forme
of of

E:Af’ avecAfz—ua—x-l-U(l‘f")’)(f)_Jf’
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on voit que, si ¢ = ¢(x, u) est fonction propre de A, c’est-a-dire que
Ap =\, ¢#0,

alors la fonction f = f(¢, z, u) définie par

f(ta €L, M) = eAt¢($7/’L)

est une solution de I'équation de Boltzmann linéaire vérifiant la condition ab-
sorbante pour tout ¢t > 0.
On va donc étudier dans la suite le probléme spectral

—u22(z, 1) + o (1 + 7)) (2) — op(w, 1) = A, 1),  S#0,

¢(_La:u’):¢(La_/J’):03 0<M§1

6.4.1 Le résultat principal

Dans la suite de cette section, nous allons établir le résultat suivant, qui
donne une description compléte des valeurs propres de I'opérateur de transport
monocinétique avec scattering isotrope, en faisant ’hypothése de la symétrie de
type plaque infinie.

Théoréme 6.4.1 Soient o > 0 et v > —1. Il existe un unique réel A (o,7)
dans Uintervalle | — o, +00[ qui est la plus grande valeur propre de l’opérateur
A défini sur ] — L, L[x[-1,1] par

0
A6 =32 +o(1+)(6) - 09, (613)

avec conditions auz limites absorbantes. De plus, il existe une fonction propre
de A p.p. positive ou nulle pour la valeur propre Ap(o,7).

La démonstration de ce résultat n’est pas triviale, en premier lieu parce que,
comme nous ’avons dit plus haut, 'opérateur de Boltzmann linéaire n’est pas
auto-adjoint.

On peut montrer que les autres valeurs propres de A sont toutes réelles, de
multiplicités finies, et appartiennent a l'intervalle | — o, A1, (0, 7)]. Toutefois la
démonstration de ce point est assez technique et nous ne la donnerons pas.

La preuve se décompose en plusieurs étapes.

Etape 1. On réduit ’équation aux valeurs propres pour l'opérateur de Boltz-
mann linéaire & une équation intégrale de la forme

(#) = Bx(¢) -
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Ici, By est un opérateur intégral de la forme

L
Byib(x) = / ba(z, 9)b(y)dy .

—L

ot by(x,y) = ba(y,z) € R vérifie

// ba(z,y)?dedy < +oo.
[_L7L]2

Le paramétre A\ est valeur propre de l’équation de Boltzmann linéaire si et
seulement si 0 est valeur propre de I — B). L’étape 1 fait 'objet de la section
6.4.2 ci-dessous.

Etape 2. On étudie ensuite les valeurs propres de opérateur intégral By vu

comme application linéaire sur L?([—L, L]) : on montrera notamment que ces
valeurs propres s’organisent en une suite

o) = pi(N) > > pa(N) > ... > 0.

On conclut avec une caractérisation variationnelle de la plus grande valeur
propre po(A). L’étape 2 fait I'objet de la section 6.4.3 ci-dessous.

Etape 3. On utilise la caractérisation variationnelle de po(A) pour étudier sa
dépendance par rapport & A. On montre en particulier que pg est une fonction
continue et strictement décroissante de A tendant vers 0 pour A — 400, et vers
+00 pour A — —o. Par conséquent, il existe un unique réel A €] — o, +00][ tel que
po(A) = 1, et ce réel est la plus grande valeur propre cherchée pour 'équation
de Boltzmann. Cette derniére étape fait ’objet de la section 6.4.4 ci-dessous.

6.4.2 Reéduction & un probléme spectral auto-adjoint

On résout le probléme aux limites ci-dessus en exprimant ¢ en fonction de
(¢), grace a la formule (2.2), comme suit :

3, 1) = / eI\ (y)dy, Rl <L, 0<p<l,
L 1
(1) = / N (N Il g) (y)dy,  Jo| <L, —1<p<0,

Puis, en moyennant en p les deux membres de 1'égalité ci-dessus, on trouve que

(¢)(x) = /m (é /01 U(TV)e‘("“)(”—y)/“du) (#)(y)dy

L
L 0 1
+/ (5 [1 ”(J{”e("“)(“)/'“'du) (&) (v)dy

Dans les deux intégrales ci-dessus, I'intégrale interne s’exprime au moyen de la
méme fonction

1 oo o)
E(Z):%/ e—z/udf:%/ e_zu%u:%/ el 250, (6.14)
0 1 z
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(qui est, au facteur % prés, la fonction exponentielle intégrale). Autrement dit,
la relation ci-dessus sur la moyenne (¢) s’écrit

L
(9)() :0(1+7)1L E((o+ Nz —y)){o)(y)dy, |z| < L. (6.15)

On voit déja que ce calcul a transformé le probléme original pour I'opérateur
A qui n’est pas auto-adjoint, en le probléme (6.15) pour (¢) qui, lui, est bien
auto-adjoint — par analogie avec le systéme linéaire

J

On peut en effet penser & discrétiser ’équation intégale (6.15) en posant

Azx/2
b= @), By=(or) [ (et Wiz,
—Az/2
pour tousi,j=1...,n,ouAx = % est un pas d’espace uniforme sur 'intervalle
[*La L]

En faisant le changement de variables z — —z, on trouve que

Ax/2

By = (U+7)/ B((0 + N + 7 — 2])dz
—Ax/2

Ax/2
—@+) [ Bl N -z~ 2l)dz
—Ax/2

Az/2
- (0+7)/ E((0 + My + 2 — 24l)dz = Ej;
—Azx/2

pour tous 4,5 = 1,..., N, de sorte que la matrice (E;j)1<i j<n est symétrique
réelle.

Avant d’aller plus loin, il nous faut étudier de plus prés la fonction E.

Lemme 6.4.2 La fonction E, définie par (6.14), vérifie les propriétés sui-
vantes :

(a) E € CY(RY) est une fonction strictement décroissante ;

(b) lorsque z — +00

(c) lorsque z — 0T
E(z) ~—3Inz.

En particulier, E € LP(Ry) pour tout p € [1,+o00].
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Démonstration. Le point (a) est évident puisque E est la primitive de la

fonction v f%, continue et strictement négative sur R .
Pour ce qui est du point (b), on remarque que

e\’ e’V e e "
(v)z_v T T
pour v — 4o00. On conclut grace au fait que, si f et g sont deux fonctions
continues sur R telles que 0 < f(t) ~ g(t) pour t — +o0 et si

+o0
/ f@®)dt < 400,
1

+oo +oo
/ F(t)dt ~ / o(t)dt
lorsque x — +00.

Enfin, on démontre le point (¢) en écrivant

1 1 “+o0
d d d
o=t [Py [y [Tt

alors

. v
1 “+o00
dv dv
_ 1 1 —v 1 —v
__§lnz+§/z(e —1)7-&-5/1 e’ —

et en remarquant que la fonction

! —v dv 1
z— | (7" —1)— est de classe C' sur R,
. v

e V-1

puisque l'intégrande v — “—

se prolonge par continuité en v =0. ®

Pour tout A > 0, on introduit 'opérateur K défini par la formule

L
Kyi(z) = / Bl(e+ Nl = uvlu)dy.

Lemme 6.4.3 Pour tout A > —o, l'opérateur Ky est un opérateur de Hilbert-
Schmidt sur L>([—L, L)). De plus, pour tout 1 € L*([—L, L]), la fonction Kxi
est (p.p. égale a) une fonction continue sur [—L, L].

Démonstration. La fonction (x,y) — E((c + A)|x — y|) est continue sur
(=L, L} x [=L, L)\ { (2, ) | [« < L}

et vérifie
E((c+A)|z—y|) ~—%In|z —y| pour z —y — 0.

Donc
// E((o + \)|x — y|)?dzdy < 400,
(-L,L]?
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ce qui montre que Popérateur K est de Hilbert-Schmidt sur L?([—L, L}).
D’autre part la fonction F : z — E((0 4+ \)|z|) définit un élément de L?(R)
d’apres le point (¢) du lemme précédent, de sorte que la fonction

Kyxp = F % (’L/Jl[—L,L])h—L,L]

est continue sur [—L, L] comme produit de convolution de fonctions appartenant
a deux espaces de Lebesgue en dualité!. m

Précisons la relation entre le probléme aux valeurs propres pour 1’équation
de Boltzmann linéaire de départ portant sur la fonction ¢ = ¢(x, u) et celui
portant sur la fonction (¢) moyennée en p.

Proposition 6.4.4 Soit A > —o. Une condition nécessaire et suffisante pour
qu’il existe une fonction ¢ € L2([—L, L] x [~1,1]) telle que x — ¢(z, 1) soit p.p.
en p € [—1,1] égale a une fonction continue sur [—L, L], solution généralisée du
probléme aux valeurs propres

Ap = Ao, ¢#0,
(=L, p) = ¢(L,—p) =0, 0<pu<Tl,

avec A défini par (6.13), est que 1 soit valeur propre de lopérateur o(1 +~v) K
de Hilbert-Schmidt sur L*([—L, L]).

Démonstration. Les calculs ci-dessus montrent que si ¢ € L*([—L, L] x[-1,1])
est une fonction propre de A pour la valeur propre A au sens généralisé — c’est-
a-dire que la fonction x — ¢(x, 1) est continue p.p. en p € [—1,1] et est solution
généralisée du probléme aux valeurs propres pour A — alors (¢) € L?([-L, L])
est soit nulle p.p., soit fonction propre de 'opérateur o (1 + ) K pour la valeur
propre 1.

Si (¢) =0 p.p. sur [—L, L], alors ¢ vérifie

)
¢(—=L,p) =¢(L,—pu) =0, 0<pu<l.

On vérifie alors en appliquant la méthode des caractéristiques que ¢ = 0 p.p. sur
[-L, L] x [—1,1], ce qui est en contradiction avec le fait que ¢ soit une fonction
propre de l'opérateur A.

Réciproquement, si u € L?([—L, L)) est fonction propre de (1 ++)K) pour
la valeur propre 1, alors u = o(1+v)Ku est (p.p. égale a) une fonction continue
sur L2([—L, L)) et la fonction ¢ = ¢(z, ) définie pour tout p € [—1,1]\ {0} par

1. On rappelle en effet que, pour tout p € [1, 00], et pour tout f € LP(R) et tout g € v’ (R)
avec % + % =1 (convenant que 1/co = 0), le produit de convolution f x g est (p.p. égal a)
une fonction bornée uniformément continue sur R.
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les formules

s = [ ANty o <L, 0<pzl,
L
L

o) = [ e N )y, e <L, ~1<u<0,

est évidemment continue sur [—L, L] x ([—1,1] \ {0}). D’autre part

o(l+7)
— Y sup |u(y)|, |z|<L,0<]|u <1,
L s )l el "

¢z, p)| <

de sorte que ¢ € L?([—~L, L] x [~1,1]), puisque o > —\.
De plus, en moyennant I’expression définissant ¢ en fonction de u par rapport
a la variable p, on trouve comme dans les calculs ci-dessus que

() =0(1+v)Kyu=mu.

D’autre part, les formules ci-dessus définissant ¢ en fonction de u signifient
précisément que ¢ est solution généralisée du probléme au valeurs propres pour
Popérateur A et la valeur propre A. De plus, ¢ est bien fonction propre : si on
avait ¢(x, u) = 0 p.p. en (x, u), on aurait alors (¢) = 0 p.p. sur [—L, L], or ceci
est impossible puisqu’on a supposé u = (¢) est fonction propre de o(1 + v)K)
(pour la valeur propre 1). ®

6.4.3 Le probléme spectral pour K,

A Dintérieur de la classe des opérateurs bornés sur I'espace de Hilbert L2,
les opérateurs de Hilbert-Schmidt jouissent de propriétés tout & fait semblables
a celles vérifiées par les endomorphismes définis sur des espaces vectoriels de
dimension finie. Par exemple, nous avons déja vu que ces opérateurs vérifient
I’alternative de Fredholm, qui est une condition de compatibilité analogue aux
conditions de résolubilité d’un systéme linéaire dans un espace vectoriel de di-
mension finie. Il y a plus : Panalyse spectrale des opérateurs de Hilbert-Schmidt
se réduit a la recherche de leurs valeurs propres — ce qui n’est évidemment pas le
cas pour un opérateur borné quelconque, comme le montre I’exemple ci-dessous.

Exemple : Sur I'espace de Hilbert H = L?([0,1]), considérons l'opérateur T :
¢ +— T'¢ défini par
To(z) = f(z)d(x)

ou f € C([0,1]). L’opérateur T est un opérateur borné — c’est-a-dire une ap-
plication linéaire continue de H dans lui-méme, car

1Tl z20,17) < 1 lzee o, ll Pl z2(0,1) -

Pour tout z € [0,1], on a

(T = f(zo)Do(x) = (f(2) — f(w0))p(),
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et, comme
1

f(@) = f(xo)

Popérateur T — f(xo)I n’admet pas d’inverse dans 'algeébre des opérateurs bor-
nés sur H. On montre ainsi sans aucune difficulté que le spectre de T' — c’est-a-
dire le complémentaire dans C de I’ensemble des nombres complexes A tels que
Al — T soit inversible et d’inverse borné sur H — est donné par

sup
0<z<1
cH#x(

= +00,

spectre(T') = { f(zo) |z € [0,1]}.

Par exemple, si f(x) = 2, on voit ainsi que A = 1 = f(4) € spectre(T). Mais 1

n’est pas valeur propre de T : en effet, Ker(T — I) = {0}, puisque
(T —I)¢(z) = 2(z — §)d(z) =0 p.p. en z € [0,1]
ce qui entraine que
¢(x) = 0 pour tout z € [0,1] \ (N U{3}),

ou NV est un ensemble de mesure nulle dans [0,1]. Donc N U {1} est aussi un
ensemble de mesure nulle, de sorte que ¢(x) = 0 p.p. en = € [0, 1]. Autrement
dit, bien que 1 appartienne au spectre de T, c’est-a-dire que T'— I n’admette pas
d’inverse qui soit une application linéaire continue sur H, ’application linéaire
T — I est injective, de sorte qu’il n’existe pas de fonction ¢ non nulle dans H
telle que l'on ait T'¢ = ¢. Ceci est di au fait que H est de dimension infinie,
car tout endomorphisme d’un espace vectoriel de dimension finie est continu et
inversible si et seulement si il est injectif.

Revenons au cas des opérateurs de Hilbert-Schmidt.

Théoréme 6.4.5 Soit J intervalle de R et H = L*(J). Soit k € L*(J x J), et
soit K lopérateur intégral de noyau k défini sur H, c’est-a-dire que

Ko(z) = /J ko y)o(y)dy, o H.

Supposons que

k(z,y) = k(y,x) p.p. en (z,y) € J x J,
et que
| @ik swin =0, oen.
J
Alors il existe une base hilbertienne (e,)n>0 de H, et une suite de réels

MN>A > > A >...>0

telle que
Ke, = \nen, n>0.
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De plus la suite A, tend vers 0 et, st A, # 0, alors Ker(K—M\,I) est de dimension
finie. Enfin

LA¢@ﬂdeMx
Ao = max —mr———— .
¢€L2([—0L,L]) 2d
i /]ww\x

Voir Théorémes VI.11 et VI.12 dans [11].

Exercice 6.8 Démontrer la formule donnant \g. (Indication : on pourra repré-
senter tout €élément ¢ de H sous la forme

o= Z¢nen

n>0
et calculer K¢ a partir de cette représentation.)

Admettons ce résultat — qui est tout a fait analogue au théoréme spectral
pour une matrice auto-adjointe ou symétrique réelle, et voyons ce qu’il implique
dans le cas qui nous intéresse.

On sait déja que Popérateur K est de Hilbert-Schmidt sur L?([~L, L]);
vérifions qu’il est positif au sens des formes bilinéaires sur H.

Comme le noyau intégral de K est a valeurs réelles, il suffit de le faire
opérer sur des fonctions & valeurs réelles. Si ¢ est une fonction propre & valeurs
complexes de K pour la valeur propre p € R, alors la partie réelle de ¢ ou sa
partie imaginaire sont également fonctions propres de K pour la valeur propre
p- On pourra donc supposer que, dans le Théoréme 6.4.5, toutes les fonctions
considérées, y compris les fonctions propres e,,, sont & valeurs réelles.

Lemme 6.4.6 Pour tout yv € H a valeurs réelles, on a

L
| v@msuiein 0.
—-L
Démonstration. Il suffit de se souvenir que

Kxip(z) = (6)(x)

pour presque tout z € [—L, L], ou ¢ = ¢(x,u) est la solution généralisée du
probléme aux limites suivant pour I’équation de transport :

(>‘+U)¢(xﬁu)+ﬂ%($7u):w(x)v lz| <L, 0<p<1,
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Par conséquent

/¢ VKA (x /L1/)(33 //1/) o(z, p)dpdx

=1 / ) | 1 <<A+a>¢<z W+ e, m) bz, p)dudz
%/L /1 < A+ 0)p(z, 1) + 2#(% (¢($,H)2)> dpdx

1
ZA;—"/ / ¢z, p)*dpdz > 0.
—LJ—-1

En effet, compte-tenu des conditions aux limites vérifiées par ¢, on a
L 1 g , 1 , ,
[ [ i @) duds = [ (90 + 6= =p) s > 0.

Appliquons le Théoréme 6.4.5 & opérateur K. Soit donc
PN = (N > > pa(N) > >0,

la suite des valeurs propres de I'opérateur K rangées par ordre décroissant et
comptées avec leurs ordres de multiplicité. Partons de la caractérisation varia-

tionnelle de po(\) pour écrire que
L

Y(x) Kxp(x)dw

—L
max

po(A) =c(l+7) n I
YeL=([-L,L))
/ () P

ey //E0+Mx—y|><><>

peL2([—L,L])
/ () 2dz
—L

Evidemment, le maximum ci-dessus est atteint pour 1) = eg (fonction propre
de K pour la valeur propre pg(\)). Comme la fonction E est & valeurs positives

/ / (0 + Mz — y)(e)b(y)de
/J b(@)Pdz

L L
/ / E((o + Nz — y)) [ ()| |¢(y)|de

—LJ-L

< ;
/ () 2d

—L

ou nulles,
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de sorte que

L L
/ / Bl + Nz =)@ [v()lde
po(A) <o(l1+7v) max —LJ— . |
wEngngn . , i
[L [¥(z)|*d

D’autre part

1 / / E((o + Nz = yDy ()|l (y)|de
o(1+7) ,d,eLI{Elif / ) ()|2d$
=o(l+7)  max / / E((o + Nz — y)¢(z)¢(y)dz
osverd( -1, / o
/ / E((o + Nle -y (@) (y)da

<o(l+7v) max = po(A).
$peL2([— L
/ (2)Pda
—L

Par conséquent

L L
/ / B((o+ Nz =yl (y)lde

po(N) = o(l+7) max ok .

$eL2([-L,L])
i | i)

—L

Lemme 6.4.7 L’opérateur K admet une fonction propre presque partout po-
sitive pour la valeur propre po(X).

Démonstration. Soit eg, fonction propre de K pour la valeur propre po(A),
telle que |leg||z2((—z,z)) = 1. Le raisonnement ci-dessus montre que

L L
po(N) = o(1+7) / ) / (o + Ve = yl)eo(a)eo(y)dady

L L
—o(1+) / ) / Bl(+ Nl = yDleo(w)lleots)ldrdy.
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Comme E(z) > 0 pour tout z > 0, la condition

L L

/ / E((0 + Mle — yl)eo(z)eo(y)dedy
-LJ-L
L L

- / / E((0 + Nz — yl)leo(@)leo(y)ldady
-LJ-L
L L

=‘ | BN - yheotoreotwdzdy
-LJ-L

implique qu’il existe une constante C € R telle que

eo(®)eo(y) = Cleo(x)]leo(y)]

pour presque tout (z,y) € [—L,L]? (voir par exemple Théoréme 1.39 (c) de
j46]).

Evidemment C' # 0; sinon on aurait eg(z)eg(y) = 0 pour presque tout
(x,y) € [-L, L]?, ce qui est impossible puisque

//[_L7L12 leo(x)eo (y) [P dzdy = /_LL leo ()| da /_LL eo(y)Pdy = 1.

En multipliant chaque membre de cette égalité par |eg(y)| et en intégrant par
rapport a y, on trouve que

L
eole) [ eol)leo(w)ldy = Cleof)
-L
pour presque tout x € [—L, L], puisque ||eg||z2(—z,z)) = 1. Notons
L
¢'= [ atleawldy.
-L

en remarquant que la fonction y — eg(y)|eo(y)| est intégrable sur [—L, L] par
hypothése. On a évidemment C’ # 0, sinon |eg(x)] = 0 pour presque tout
x € [~L,L] puisque C' # 0, ce qui est impossible car |leg||z2(-r,z)) = 1. 1l
s’ensuit que

C
eo(x) = a|60(1})‘ , pour presque tout x € [—L, L] .

En particulier
KA\G()| = P()(A)|€0| ,

d’ou le résultat annoncé. m
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6.4.4 Dépendance en A\ de la valeur propre p,

Le résultat principal de cette section est la proposition ci-dessous.

Proposition 6.4.8 La fonction A — po(\) vérifie les propriétés suivantes :

(a) po(X) — 0 lorsque A — +00 ;

(b) po(\) = +o0 lorsque A\ — —o ;
(c) po est strictement décroissante ;
(d) po est continue sur ] — o, +o0].

Démonstration. Pour établir le a), on rappelle que, d’aprés la preuve du
Lemme 6.4.6

Kxip(z) = (),
ol ¢ est la solution généralisée du probléme aux limites
(A 0)o(w, ) + 22w, ) = (), ol <L, 0<p<1,
(=L, p) = ¢(L, —pn) =0, 0<p<l.

Donc

/¢ VK (x //1/1 é(x, p)dudz

> 1\ +0) /_ ) /_ Ol dpd

En appliquant I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on trouve que

%/\—FG/ /(bsc,u d,udx< / /z/) o(x, pw)dudx
< <; / LL / 11 ¢(af7u)2dudx> (; / LL / 11w<x)2duda:>

ce qui montre que
I 1/2 Lo
(/_L<¢>(w)2dx> (; /_L /_1¢(x,u)2dudx>
] L ) 1/2
S (/Lw(x) dx) .

| Kl 2 =1,y < /\+ 1VllL2(-1,L)) -

1/2

1/2

IN

Autrement dit

En particulier

L
/Lw(ff)KW(x)deS 912 (L. BNl L2 (- L,2y) < 1 lZ2 - r.ny)

/\+
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d’ou

L
U(x) Kap(z)de
po(A) =0(l+7v) max /_L 7 < o1 +7)

weL2([-L,L) T o+ A
RECR O

—L

i

ce qui montre que pg(A) — 0 lorsque A — +o0.

Démontrons le point (b). Pour cela, on utilise la minoration de pp(A) obtenue
en remplagant la fonction test 1) du probléme de maximisation par une fonction
constante :

po(A) =o(1+7) e / / E((o + Nz — y))v(2)(y)dzdy
h /_ Y (z) P da
/_LL /_LLE“"“W—?JI)dmdy
+7) /L - |
-L

Or, comme FE est une fonction décroissante sur R et que E(z) — 400 lorsque
z — 0%, on conclut par convergence monotone que

lim / / ((0 + Az — y|)dzdy = +o0,

A——0
ce qui entraine que

lim pp(A) = 400

A——0o

Le point (c) découle de la formule

/ / (o + Nz = y))e(@)| [ (y) | dedy
po(A) =o(l+7) max
veriH e
[L [ (z)|*d

établie plus haut. Soient donc A > X €] — 0,400}, et soit ¢ € L*([-L,L])
réalisant le maximum ci-dessus. (Rappelons que ce maximum est atteint pour
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¥y, fonction propre de 'opérateur K pour la valeur propre pg(A)). Alors
L L
| [ B+ Ve = Dlon@lontldody
L
JCRE

/ / E((0 + XNz — y))[va(@)|[¥a(y)dzdy
<U( Spo()\/).

/ (@) e

En effet, la deuxiéme inégalité ci-dessus découle de la formule

L L
/ / E((0 + X[z — )| (@)l (w)|dady
po(N)=0(1l+~) max —LJ-L 7 )

YeL2([—-L,L])
/ () 2

—L

po(A) = o(1+

D’autre part, I'inégalité stricte, qui est le point crucial de ’argument, s’ob-
tient en remarquant que E est strictement décroissante d’aprés le Lemme 6.4.2
(a). Par conséquent, pour tous ¢ # y € [—L, L], on a

E((o+ N)lz = yl) > E((o + Nz —yl),

de sorte que

L L
[ ] Eto+ X0l = shlia@lli w)ldsdy
-LJ-1L

L L
>/L/LE““+W—yl>\wx<x)||wk<y>|dxdy.
En effet, si les deux intégrales ci-dessus étaient égales, on aurait alors

(E((o+N)|z=y))=E((\+o)la—yl)[a(@)llva(y)] = 0 p.p. en (z,y)€[-L, L],

c’est-a-dire que

[a(@)ll¥a@) =0 pp. en (2,y) € [-L, LI* \ {(2,2) t.q. |2| < L}.

On en déduirait alors que

0- // ala ||wx<y>|dxdy=(/_Lmezndz)Q

de sorte que ¥, = 0 p.p. sur [—L, L]. Or ceci est impossible puisque par hypo-
thése 1y réalise

L L
/ / E((o + Mz — y) (@)l (y)\dedy
R | 1wt)Pds

—L
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ce qui entraine en particulier que 1 est non p.p. nul. Ceci démontre I'inégalité
stricte, et donc que le point (c) est bien vérifié.

Passons a la démonstration du point (d). Soit donc A €] — g, 400[ et une
suite A, — A\ pour n — 4o00. Soit ¥, réalisant

/ / (o + Nz = y))e(@)| [ (y) | dedy

il |
PpeL2 ,OL L) 2d
’ /,L [¥(2)["dz

Evidemment

L L
/ / E((0 + M)l — o)lor (@)1 (v) [ddy
po(An) > (1 4 ) =Lk I
/ o (@) 2de

/ / E((o + Nz — y))[va()|[¥a(y)|dedy
e = po(N),

/ 62 (2) P

Lim  po(An) > po(A)-

n—-+4oo

de sorte que

Soit d’autre part, pour tout n > 1 une fonction v, € L*([—L, L]) réalisant

/ / ((0 4 An)lz =y ()[4 (y)dzdy

max ’

YEL2([=L,L])
[ @i
—L

et soit n > 0.
D’une part, d’aprés le théoréme des accroissements finis
6—017/2
[E((0 + An)lz —yl) = E((0 + M|z —y[)| < = 2LIA = A
ALe~on/?
— eip\ |
an

pour tout n assez grand tel que A\, > —o/2, et tous z,y € [—L, L] tels que
|z —yl = .

D’autre part, comme A\, — X\ lorsque n — +o0, il existe un reel M > 0 tel
que A\, < M pour tout n > 1. Choisissons 7 tel que 0 < n < UJFM D’aprés le
Lemme 6.4.2 (c), E(z) ~ —%Inz pour z — 0T, de sorte qu’il existe C' > 0 tel
que

[E((0 4+ An)lz —yl) = E((0 + M|z —y|)| < ClIn(F|z — yl)|
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pour tout n assez grand tel que \, > —ad/2, et tous z,y € [—L, L] tels que

0<|r—yl<n<1/(c+M).

Donc, en notant Xn = ¢n/|[¢n |l 12(-1,1)), on a

L L
‘ / / E((0 + M) — 1) (&) [ (v) |y
-LJ-L

L L
_/ / E((o + Nz = yD)xn (@)l xn (y)ldzdy

—LJ-L
- //[] [B((o+ M)l = 1) = B((0 + Nz = )l xa @) | (9] dady
- //‘ [E((e + M)l = yl) = E((o + Nl = y)l1xn (@)l [xn (v) ddy

|z—y[=n

- //m,mg [E((o + An)lz —y[) = E((0 + Nz = y))lIxn (2)|[xn (y) |dzdy

o<lz—yl<n
_ 4Lea—;?7/2 =l [ O
w0 [ il Dl (@) + v dedy.
0<lz—yl<n
D’une part

I ra@lo@ldzay < [[ @l wldody <22
it 2l ly|<L

en appliquant I'inégalité de Cauchy-Schwarz, tandis que

[ 18I DI (60 0 0)?) iy

o<lz—y|<n

- //lmmmg | In(Z|z — YD) xn(y) dedy

0<|z—y|<n

= //R2 Loc|o—y|<yl (5|2 — Y1) |xn (y) dady

= In(2|z])|dz n(y)2d
[ w1 [ o

on/2
S%/ —lnzdz:n+n|1n(%n)|’
0

(en prolongeant x, par 0 dans R\ [-L, L]).
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Au total, on a montré que

L L
poOhn) — / ) / (o + Al =y o (@) )y

8L2e~ /2
S TIA = An|+ Cn+ Cnln(gn)|,

de sorte qu’en optimisant en n > 0, on trouve que

L L
po(hn) — / ) / (Mo = 9o @) a ()l ddy — 0

lorsque n — 4-o00. Donc

L L
Tm po(h) < Tim / ) / B+ Ml = ) () a0y

n—-+oo n——+4oo

L L
< max / / B((o + Mo — y) x(@)||x (@) |dzdy = po(N).-
-LJ-L

- HXHL2:1

Au total, on a donc montré que

lim pO(/\n) <po(A) < lim po(An),

n—r+00 n—-+o0o
d’ot
po(An) = po(A) lorsque n — +00.

Comme ceci vaut pour tout A et toute suite \,, — A lorsque n — 400, on conclut
que pg est continue sur | — o, +o0[. W

6.4.5 Valeur propre principale de 'opérateur de Boltz-
mann linéaire
Gréce aux préparations ci-dessus, nous pouvons maintenant conclure notre
étude de la criticité pour I’équation de Boltzmann linéaire monocinétique avec
scattering isotrope posée dans l'intervalle [—L, L].

En effet, d’aprés la proposition ci-dessus, la plus grande valeur propre pg(\)
de l'opérateur de Hilbert-Schmidt K définit une fonction

] — o, +00[> A po(A) €]0, +00[ continue, strictement décroissante
et telle que lim po(A\) =400, lim poe(A) =0.
A—=—0 A—+00
D’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires, il existe une unique valeur
)\L(O? 'Y) E} — 0, +OO[

telle que
1

po(AL(o,7)) = o+
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1/0(1+y)
Py (M)

p; (V)
P,

M

FIGURE 6.1 — Valeurs propres po(A) > p1(A) > p2(A) > ... de Vopérateur K et
plus grande valeur propre Ay, = Ap(0,v) de I'opérateur de Boltzmann linéaire A
avec conditions aux limites absorbantes (cas du transfert radiatif avec scattering
isotrope, dans la géométrie de la plaque infinie).

Autrement dit, 1 est valeur propre de 'opérateur o (14 v)K), (5,), ce qui veut
dire, d’apreés la Proposition 6.4.4 que Ap, (o, ) est valeur propre de 'opérateur de
Boltzmann linéaire A, défini par (6.13), avec conditions aux limites absorbantes
sur [-L, L] x [-1,1].

Vérifions que A, (c,7) est la plus grande valeur propre de A avec conditions
aux limites absorbantes. Soit donc A > Ap(o,7); si A était valeur propre de
A avec conditions aux limites absorbantes, 1 serait valeur propre de 'opéra-
teur o(1 + v)K,, d’aprés la Proposition 6.4.4. Or, comme pg est strictement
décroissante, .

p0(>‘) < pO(AL(O—,’Y)) - 0_(1 +'Y) )
ce qui contredit le fait que 1 soit valeur propre de o(1 + ) K.
Enfin, d’aprés le Lemme 6.4.7, l'opérateur K, (,,,) admet une fonction

propre eg presque partout positive ou nulle sur [—L, L] pour la valeur propre

po(AL(o,7)) = ﬁ Soit ¢y définie par

o) = [ TNy )y, el <L, 0<usl,
L
L 1

do(a) = [ SR N W)y, el <L, —1<p<0.

Ces formules montrent que ¢ > 0 presque partout sur [—L, L] x [—1,1] ; et c’est
une fonction propre de A pour la valeur propre Ay (o, ) d’aprés la démonstration
de la Proposition 6.4.4. Ceci conclut la démonstration du Théoréme 6.4.1.
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6.4.6 Taille critique pour I’équation de Boltzmann linéaire

Terminons maintenant notre étude du probléme aux valeurs propres pour
I’équation de Boltzmann linéaire en dégageant la notion de taille critique.

Si ¢ = ¢(x, 1) est solution du probléme aux valeurs propres sur le domaine
[-L, L] x [-1,1] correspondant a la plus grande valeur propre Ar(o,) de 'opé-
rateur de Boltzmann linéaire A, défini par (6.13), alors la fonction

B : (@, 1) > 6(La, 1)
est solution du probléme aux valeurs propres sur [—1,1] x [—1,1]

—pG2 + oL(1+9)(®) —oL® = LAL(Lo,7)®, @ #0,

(I)(—L/,L):q)(l,—/,é):o, O<//L§1a

de sorte que
A1 (UL7 7)

AL(o,7) = -

Définition 6.4.9 Soient ¢ > 0 et v > —1 donnés. On dira que 2L est la
taille critique pour opérateur de Boltzmann linéaire A, défini par (6.13), avec
conditions auz limites absorbantes, posé sur [—L, L] x [—1,1], si la plus grande
valeur propre de cet opérateur est nulle, c’est-a-dire si

)\L(Ua r}/) =0.

L’argument ci-dessus montre que, de fagon équivalente, 2L est la taille cri-
tique pour 'opérateur de Boltzmann linéaire avec conditions aux limites absor-
bantes si et seulement si

>\1 (L g, 7) =0.

(Dans les applications a la neutronique, on parle souvent de “masse critique”,
ce qui est la méme chose, quitte & multiplier la taille critique par la densité
massique du matériau fissile considéré.)

Nous allons conclure cette section par quelques remarques qualitatives sur
cette notion de masse critique, sans chercher a obtenir de résultat rigoureux, ni
de démonstration.

Considérons le probléme aux valeurs propres pour l'opérateur de Boltzmann
linéaire A, défini par (6.13), posé sur le domaine [—L, L] x [—1, 1] avec conditions
aux limites absorbantes.

Nous allons étudier de plus prés le cas ol le paramétre v est strictement
positif mais < 1 — de sorte que le milieu est trés légérement amplificateur.
D’autre part, nous allons supposer que le taux de perte de particules au bord
du domaine spatial, du fait de la condition aux limites absorbantes, est compensé
par I’épaisseur 2L du domaine, que I’on suppose > 1.

En méme temps que le changement de variables x = Lz ci-dessus, de sorte
que |z| < 1, on réalise I’hypothése 0 < v < 1 en posant

v=4/L*, 4>0,



254 CHAPITRE 6. CALCUL CRITIQUE

et en supposant que L > 1.
Le probléme spectral pour l'opérateur A & la plus grande valeur propre
Az (0,4/L?) mis a Péchelle sur le domaine [—1,1] x [~1,1] est donc

—pd® 4oL (1 + %) () — oLd = LAz (0,7/L2)®, B +£0,

O(—1,p) = O(1,—p) =0, 0<p<l.

Lorsque L > 1, le probléme ci-dessus se présente naturellement sous une forme
suggérant d’utiliser 'approximation par la diffusion. Sans rentrer dans les dé-
tails, I'idée est que

Ap(0.4/L%) = O(1/L?),
ce qui suggeére d’utiliser 'approximation par la diffusion de ’équation de Boltz-

mann linéaire ci-dessus et de chercher ® sous la forme

D) = (B)(a) — e (B)(a) + .

En moyennant le probléme ci-dessus par rapport a u, on trouve d’abord que

) + T @) = s (Lo /1)),

puis, en remplagant ¢ par son approximation ci-dessus,

o L) + TI(®) =~ LAp(0,4/L>)(®),

(@)(=1) = (®)(+1) =0,

ce qui est précisément 'approximation par la diffusion de ’équation de Boltz-
mann linéaire ci-dessus vérifiée par ®.

Ceci suggére alors de rechercher Ag;fr, la plus grande valeur propre pour le
probléme aux limites de diffusion

2 ~
= q(z) + 09q(x) = Naigra()

q(=1) =q(+1) =0,
que 'on trouve sans difficulté :

2

ANdiff =0y — — .
diff = 0% 120

Cette valeur propre correspond a la fonction propre

jus

q(x) = cos(5),

— cf. section 6.3. Puis

7T2

LML (0,4/L?) ~ Ngijp = 04 — ——
£(0,9/L7) = Adigs = 0% 190
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c’est-a-dire que

g Mdiff A m
Ao, L) ~ —o L~ .
L (” ) 2 2 12012

Autrement dit,
2

T
120 L2
ce qui suggére la valeur approchée suivante de la taille critique pour la bande
[-L, L], dans la limite ou L > 1 et v < 1

AL(o,y) =~ oy — +on

T
V3o’

Cette estimation de la taille critique peut étre améliorée de fagon significative
en utilisant 'approximation par la diffusion a ’ordre un, et la notion de longueur
d’extrapolation obtenue au moyen de la fonction de Chandrasekhar (cf. chapitre
4). Sans entrer dans les détails, disons seulement qu’on trouverait la valeur
approchée suivante de la taille critique

2L, ~

1
2L, ~ 2—— arctan

e (e

ou L =~ 0.7104 est le coefficient d’extrapolation. On remarquera que les deux
valeurs approchées ci-dessus difféerent de O(,/7) pour v < 1.

6.5 Problémes aux valeurs propres et criticité

6.5.1 Equations de diffusion

Les résultats de cette section sont valides pour une large classe de modéles
de diffusion mais, pour simplifier I’exposé, nous considérons seulement le modéle
(1.16) de diffusion a deux groupes d’énergie en neutronique

Bul

B div (D1Vup) + o1ug = U{qu dans Q x RT,

%2 iy (Do = 0§ dans Q x R*

5 " iv (DaVug) + oous = o5 uy ans € x , (6.16)
UL =uy =0 sur 00 x RT,

up(t=0,2) = ud(z),uz(t = 0,2) = ud(z) dans Q,

ou  est un ouvert borné régulier et les coefficients sont des fonctions de L>°((2)
vérifiant

Dy(z), Da(z), 005 (x),05,(2) >C >0 et oy >0ly,00> 0% . (6.17)

L’hypothése de positivité de o1 et o2 n’est pas restrictive car on peut toujours
remplacer u; (), uz(t) par vy (t)e“t, va(t)e®t dans (6.16) et se ramener & un tel cas
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pour C' > 0 suffisamment grand. Le probléme aux valeurs propres correspondant
a ce probléme d’évolution est : trouver A € C et (¢1,12) # 0 tels que

A1 — div (D1 V1) 4 0191 = ofpths  dans Q,

— g — div (DyVehy) + oothy = 05,91 dans €, (6.18)
P1=1%2=0 sur 0.

Une conséquence du Théoréme 6.2.14 de Krein-Rutman (qui généralise celui de
Perron-Frobenius) est le résultat suivant que nous énongons volontairement sans
préciser les espaces fonctionnels (voir [43] pour plus de détails).

Proposition 6.5.1 Si Q est un ouvert borné régulier, il existe une plus petite
valeur propre réelle et simple A solution de (6.18) telle que sa fonction propre
associée (Y1,12) est la seule & étre strictement positive dans Q et pour toute
autre valeur propre pn € C on a X < |ul.

Remarque 6.5.2 Puisque seule la fonction propre associée a la plus petite va-
leur propre est positive, c’est la seule qui puisse s’interpréter comme une densité
de particules. Autrement dit, les autres fonctions propres, si elles existent, n’ont
pas d’interprétation physique claire.

Pour se convaincre du résultat de la Proposition 6.5.1 on peut démontrer son
analogue en dimension finie pour la matrice issue d’une discrétisation spatiale

de (6.18).

Lemme 6.5.3 Sous les hypothéses (6.17) la matrice de discrétisation de (6.18)
par différences finies en dimension N = 1 d’espace est une M-matrice irréduc-
tible (a laquelle on peut donc appliquer le Théoréme 6.2.11).

Démonstration. Pour simplifier on suppose tous les coefficients constants dans
(6.18). On range les inconnues discrétes en les regroupant par groupe d’énergie,
c’est-a-dire qu’on discrétise d’abord 11 puis 15. Cette matrice de discrétisation
(pour A = 0) a une forme par blocs

A= All —0'{2 Id
o —0'51 Id A22 ’

avec les blocs diagonaux, pour k = 1,2,

ok + 2¢, —Ck 0
—Ck ok +2c, —ck
A D
_ . - - avec ¢ =
kk . . . Vi k (AI)Q
—cr o)+ 2c —Ck
0 —Ck ok + 2¢y,

Il s’agit bien d'une M-matrice car tous les coeflicients extra-diagonaux sont né-
gatifs ou nuls tandis que les coeflicients diagonaux sont positifs et la dominance
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diagonale est bien satisfaite. Comme 0{2 et o5, sont non nuls on peut construire
une chaine d’arétes, a;; # 0, reliant n’importe quels noeuds 7 et j du graphe de
connectivité de A. Elle est donc bien irréductible. m

Pour voir les conséquences de la Proposition 6.5.1 sur le comportement en
temps grand de (6.16) nous avons besoin d’introduire le probléme adjoint de
(6.18), de la méme maniére que nous avons di introduire la matrice adjointe
dans la Proposition 6.2.15 pour un modéle analogue en dimension finie. La
définition formelle de I'adjoint A* d’un opérateur A dans un espace de Hilbert
V', muni du produit scalaire (u,v), est

(Au,v) = (u, A*v) pour tout u,v € V.

Ici, on choisit V' = L%(Q)? et on définit, pour des fonctions u = (u1,uz) suffi-
samment réguliéres, 'opérateur A par

Au = —diV(D1Vu1)+01u1 _U{2u2
—div (DQVUQ) + oug — o5 Uy '

Un calcul simple, pour une fonction réguliére v = (v1, v2), montre que
<AU,’U> = / (D1Vu1 . V’Ul + DQVUQ . V'UQ
Q

+01U1v1 + 02UV — O'{Q'UJQ’Ul — ngul’l)g)dx

et donc que
PO div (D1Vuvy) + o1v1 — 05102
= div(DaVuy) 4 o9vs — alyvy )
On définit donc le probléme adjoint de (6.18)

-] — div (D1 VYT) + 019] = 05,95 dans Q,

=3 — div (D2 Vy3) + o2¢p5 = G{Qwi‘ dans €,
P =95 =0 sur 0f).

Remarquons que ce probléme adjoint ressemble a (6.18) a ceci prés que les
roles et places de 0§, et 0{2 ont été échangés. On peut, bien siir, appliquer la
Proposition 6.5.1 a ce probléme adjoint qui admet, comme en dimension finie,
la méme plus petite valeur propre A que le probléme “direct” (6.18), avec un
vecteur propre positif (¢7,13). On peut alors compléter la Proposition 6.5.1
par le résultat suivant.

Proposition 6.5.4 On suppose que la donnée initiale de (6.16) est positive,
non nulle. Une condition nécessaire pour que le probléme d’évolution (6.16)
admette une limite non nulle quand t — +o0o est que la plus petite valeur propre
de (6.18) soit A = 0.

Si cette limite existe, alors elle est du type

t—+o0

lim (up(t),u2(t)) = c(¥1,¥2) avecc= /Q (ul} + ugepy) d .
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On voit que, comme en dimension finie, le profil spatial asymptotique est
toujours le premier et seul vecteur propre positif (11, 13). Par ailleurs, le coef-
ficient de proportionnalité c est le produit scalaire de la donnée initiale et du
premier vecteur propre adjoint (17,13), positif lui aussi. De ce fait, ce vecteur
propre adjoint est aussi appelé fonction d’importance par les neutroniciens.
Nous reviendrons par la suite sur le role de cette fonction d’importance.

En neutronique les physiciens et ingénieurs préférent une autre formulation
du probléme aux valeurs propres (6.18), appelée probléme critique que nous
allons maintenant décrire. Dans (6.18) la valeur propre A est introduite naturel-
lement comme un taux de décroissance exponentiel en temps. Dans le probléme
critique on introduit une autre valeur propre 1/k qui est un facteur de propor-
tionnalité du taux de fission

1
—div (D1 V1) + 011y = %0{2% dans Q,
—div (DaViho) + o2the = 05,101 dans Q,
Y1 =12 =0 sur 99.

(6.19)

On peut encore appliquer le Théoréme 6.2.14 de Krein-Rutman (qui généralise
celui de Perron-Frobenius) pour obtenir :

Proposition 6.5.5 Si Q est un ouvert borné régulier, il existe une plus petite
valeur propre réelle et simple 1/keg solution du probleme critique (6.19) telle
que son vecteur propre associé (11,12) est le seul a étre strictement positif dans
Q et pour toute autre valeur propre 1/k € C on a 1/keg < 1/|k|.

La valeur ko est appelée facteur multiplicatif effectif.

Remarquons que keg = 1 dans (6.19) si et seulement si la plus petite valeur
propre de (6.18) est A = 0 et que, dans ce cas, les vecteurs propres associés sont
les mémes. Si on a keg > 1, alors on aurait A = 0 pour le probléme (6.18) ou
le taux de fission 0{2 serait divisé par keg. Autrement dit, il ne peut exister
une limite finie du probléme d’évolution (6.16) que si on diminue les fissions.
Inversement, si keg < 1, il ne peut exister une limite finie non nulle du probléme
d’évolution (6.16) que si on augmente les fissions.

Ces constatations nous aménent & l'interprétation suivante du facteur mul-
tiplicatif effectif :

1. si ket = 1, le milieu est dit critique (les réactions de fission sont équili-
brées par la diffusion et ’absorption),

2. si ke > 1, le milieu est dit sur-critique (les réactions de fission dominent
la diffusion et l’absorption),

3. si ke < 1, le milieu est dit sous-critique (les réactions de fission sont
trop faibles en comparaison de la diffusion et 1’absorption).

Un des intéréts de la formulation (6.19) du probléme critique par rapport
au probléme aux valeurs propres (6.18) est que la connaissance du facteur mul-
tiplicatif effectif kog permet de savoir de combien il faudrait modifier la section
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efficace de fission pour que le milieu soit critique. Par exemple, dans un réacteur
nucléaire on peut jouer sur les barres de controle, les “poisons” consommables
(bore dilué dans ’eau, carbure de bore ou cadmium solide) qui absorbent pré-
férentiellement les neutrons, pour régler la réactivité et avoir en permanence
keg = 1. Nous reviendrons plus loin sur cet aspect de sensibilité du keg aux
sections efficaces.

Remarque 6.5.6 Bien sir, les mémes résultats s’appliquent au cas d’une seule
équation de diffusion. Comme on l’a vu dans la Section 6.3, la théorie est beau-
coup plus simple dans ce cas particulier car l’opérateur correspondant est auto-
adjoint et on peut donc trouver une base hilbertienne de fonctions propres, ce
qui n’est pas forcément le cas pour le modéle & deux groupes (6.16).

6.5.2 Equation de transport

Les résultats de la Section 6.5.1 se transposent aux modéles de transport.
Nous écrivons directement le probléme critique pour ’équation de Boltzmann
(6.1). Il s’agit de trouver 1/k € C et une fonction non nulle ¢(z,v) tels que

v-Vo+o(z)p— oz, v -V )p(x,v") dv’ =
lv'|=1
1 ,
E/ ol (z,v-v")p(z,v") dv' dans Q x {|v| = 1}, (6.20)
[v/|=1
¢(x,v) =0 sur '™,
avec le bord entrant T~ = {z € 9Q|v - n, < 0}. Suivant la modélisation

(1.10) nous avons séparé dans (6.20) les collisions pures, représentées par la
section efficace o¢, des créations de particules par fission, représentées par la
section efficace of. C’est seulement a cette derniére que s’applique le facteur de
multiplication effectif.

Comme d’habitude nous supposons que l'absorption totale est positive ou
nulle, c’est-a-dire que

o(z) — / o(x,v-v)dv' >0 V.
[v/|=1
Il est essentiel de supposer que la section efficace de fission est minorée par une
constante strictement positive
o(z,v-v) >0, of(z,v-v)>C>0 Va,v-, (6.21)

car 'opération de moyennisation angulaire est & la base d’une propriété de
compacité essentielle dans 'application du Théoréme 6.2.14 de Krein-Rutman
(voir le Chapitre XXI de [20] pour plus de détails).

Proposition 6.5.7 Si Q est un ouvert borné régulier, il existe une plus petite
valeur propre réelle et simple 1/kes, appelée facteur multiplicatif effectif, solution
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du probléme critique (6.20) telle que son vecteur propre associé ¢ est le seul a
étre strictement positif dans Q x {|v| = 1} et pour toute autre valeur propre
1/k € C on al/keg < 1/|K|.

Pour se convaincre du résultat de la Proposition 6.5.7 on peut démontrer son
analogue en dimension finie pour la matrice issue d’une discrétisation spatiale
de (6.20).

Lemme 6.5.8 Soit A la matrice de discrétisation de (6.20) par différences fi-
nies en dimension N = 1 d’espace. Sous Uhypotheése (6.21) il existe un réel
a >0 tel que (A+ald) est une M-matrice irréductible (a laquelle on peut donc
appliquer le Théoréme 6.2.11).

Démonstration. Pour simplifier on suppose tous les coefficients constants dans
(6.20) et on choisit le schéma décentré amont (un argument similaire fonctionne
pour le schéma diamant). On note (1)1<i<x les vitesses discrétes et on range les
inconnues discrétes ¢§ en les regroupant par vitesse commune. Pour simplifier
on suppose aussi des poids uniformes dans la régle de quadrature pour calculer
les moyennes angulaires. Cette matrice de discrétisation (pour 1/k = 1) a une
forme par blocs

Ay —sId ... —sld
—sId A22 —s1d :

A= avec s = (0¢ + o) /K,

. —s1d AK,1 K—-1 —S Id
—slId —slId AKK

avec les blocs diagonaux, indicés par le numéro [ de la vitesse, du type, lorsque
py >0,

o+ ¢ 0 0
—C o+ 0
Hi
A = .. .. . avec =
1 . . . Vec ¢ Az’
—c o+q 0
0 —¢ o0+q

et, lorsque p; < 0, une expression transposée. Il s’agit bien d’une M-matrice
car tous les coefficients extra-diagonaux sont négatifs ou nuls tandis que les
coeflicients diagonaux sont positifs et la dominance diagonale est bien satisfaite,
quitte & rajouter aId. Comme (¢ + ¢f) > 0 on peut construire une chaine
d’arétes, a;; # 0, reliant n’importe quels noeuds 7 et j du graphe de connectivité

de A. Elle est donc bien irréductible. m
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6.6 Calcul critique

6.6.1 Problémes a sources légérement sous-critiques

Le but de cette section est d’expliquer en quoi la criticité est utile aussi pour
résoudre des problémes stationnaires & sources données. Nous avons déja vu a
la Section 3.4 une condition suffisante de solvabilité de I’équation de Boltzmann
linéaire stationnaire qui consiste a dire que la disparition de particules par ab-
sorption domine ’apparition de particules par collision. Nous allons préciser
cette condition d’existence de solution en fonction de la valeur du facteur mul-
tiplicatif effectif k.g. Comme les résultats s’appliquent aussi bien au transport
qu’a la diffusion, nous allons faire une présentation unifiée en termes d’opéra-
teurs. Pour ne pas alourdir I’exposé et rentrer dans des considérations techniques
(notamment sur la définition des espaces fonctionnels dans lesquels sont définis
ces opérateurs) nous allons supposer qu'il s’agit de simples matrices, prolongeant
ainsi l'analogie développée dans la Section 6.2.

On réécrit les problémes critiques (6.19), en diffusion, ou (6.20), en transport,
sous la forme

Ay = %Fw, (6.22)

ou F' est l'opérateur de fission et A est I'opérateur de diffusion ou bien de
Boltzmann linéaire, qui tient compte des conditions aux limites. Nous faisons
I’hypothése que A est inversible, A~! et F positifs et que K = A~'F est stricte-
ment positif. En particulier, le Théoréme 6.2.9 de Perron-Frobenius affirme que
K admet une plus grande valeur propre réelle et simple keg.

Soit une source ou second membre b. On cherche a résoudre le probléme
stationnaire a source

Au=Fu+b. (6.23)

Proposition 6.6.1 Soit 1/ke la plus petite valeur propre de (6.22). Il existe
une unique solution de (6.23) si et seulement si k = 1 n’est pas valeur propre
de (6.22) (ce qui est le cas si le miliew est sous-critique).

Si le milieu est sous-critique, keg < 1, alors (6.23) vérifie le principe du
mazximum, c’est-a-dire que b > 0 implique que u > 0.

Si le milieu est sur-critique, keg > 1, alors la solution de (6.23) n’a pas de
sens physique, au sens ou, si b > 0, la solution ne vérifie pas u > 0.

Remarque 6.6.2 La violation du principe du maximum dans le cas sur-critique
est évidemment non physique, mais pas surprenante. En effet, si on avait consi-
déré le probléeme d’évolution pour (6.23) la solution croitrait exponentiellement
en temps et ne pourrait converger vers une limite stationnaire.

Démonstration. On note K = A71F. L’équation (6.23) est équivalente &
(Id — K)u=A""b

et l'alternative de Fredholm (voir le Théoréme 4.2.2 pour ce résultat dans un
cadre différent) dit qu’il en existe une solution unique si et seulement si 1 n’est
pas valeur propre de K.
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Lorsque keg < 1, on sait grace au Théoréme 6.2.9 de Perron-Frobenius que le
rayon spectral de K est strictement plus petit que 1. Par conséquent, (Id—K)~*
est égal & la série convergente

(Id—K)™'=> K"

p=0

Comme K est positif, on en déduit que b > 0 implique u > 0.
Supposons maintenant que keg > 1. Ecrivons alors le probléme critique
adjoint
1

Aw :keff

Fryr,

ot ¥* > 0 est le premier vecteur propre positif. On multiplie I'équation (6.23)
par ¥* pour obtenir

<U7A*¢*> = <UaF*¢*> + <b7’(/)*>

qui devient

1 * * *

(& - 1) wr) = ).
eff

Sib>0etb#0, comme 1p* > 0, le membre de droite est strictement positif

et, puisque 1/kegr < 1, on doit avoir (u, F*9*) = (Fu,¢*) < 0 ce qui oblige Fu,

donc u, & avoir des composantes négatives.

Remarque 6.6.3 Lorsque kog = 1 on peut résoudre (6.28) grace a lalternative
de Fredholm. Il existe alors une solution si le second membre vérifie (b,4*) =0
et cette solution est unique a l'addition d’un multiple de i prés. Mais si, pour
des raisons physiques, la source est positive b > 0 et non nulle b # 0, alors,
comme ¥* > 0, on ne peut satisfaire cette condition de compatibilité et (6.23)
n’a pas de solution.

La criticité ne sert pas qu’a décider si on peut résoudre ou non un probléme
stationnaire. Elle peut aussi donner une formule asymptotique de la solution
lorsque le probléme est légérement sous-critique. Dans la proposition sui-
vante on va supposer que le milieu est critique mais qu’on peut agir sur les
sections efficaces (par exemple dans un réacteur nucléaire en insérant les barres
de contrdle ou en injectant des poisons consommables) de maniére a ce que
Iopérateur de fission soit légérement diminué et que le probléme devienne sous-
critique.

Proposition 6.6.4 On suppose que le probleme (6.22) est critique, c¢’est-a-dire
que la premiére valeur propre est keg = 1. Soit € > 0 petit devant 1. On considére
le probléme a sources, petites de l’ordre de e,

Au, = (1 —€)Fue + ¢b. (6.24)
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Alors la solution vérifie
ue = (A7, %) + Ole), (6.25)

ot ¢ et Y* sont les premiers vecteurs propres direct et adjoint de (6.22) définis,
lorsque keg = 1, par

et normalisés par (¥, y*) = 1.

Remarque 6.6.5 Dans la formule (6.25) on a remplacé linversion de (A —
(1—¢€)F), qui est un opérateur presque singulier lorsque € tend vers 0, par celle
de A qui, en général, est un opérateur facile o inverser indépendamment de la
valeur de €.

Démonstration. L’équation (6.24) est équivalente a
(Id— (1 —e)K)uc =¢z avec K =A"'Fetz=A"b.

Par le Théoréme 6.2.9 de Perron-Frobenius on sait que le sous-espace propre
associé a kog = 1 est de dimension 1 engendré par 1, noté Vect(t)). On remarque
que tout vecteur v € R"™ peut s’écrire

v={(0,YP")+0 avec v =v— (v, Y)Y,

qui vérifie (9,7*) = 0. Autrement dit, Vect(:)*)* est un sous-espace supplé-
mentaire de Vect(y)) dans R™, qui est stable par K. Comme toutes les valeurs
propres k de la matrice K, autres que kg, vérifient |k| < kog = 1, on en déduit
que (Id — (1 —€)K) est inversible sur Vect(¢)*)* et que la norme de Iinverse est
bornée indépendamment de €. On écrit alors

2= (2,0 + % et ue = (ue, ") + . avec Z 1. € Vect(yp*)t,

et un simple calcul montre que

(e, 67) = (20" et [ad < (18 = (1= /K)oy | 631 < Celz]

ce qui implique (6.25). ®

6.6.2 Analyse de sensibilité

Dans cette section nous allons étudier la variation de la criticité d’un milieu
en fonction des variations des coefficients ou sections efficaces de ce milieu. Ces
derniéres varient, par exemple dans un réacteur nucléaire, a cause de ’insertion
plus ou moins grande des barres de controle ou bien de la déplétion (I'usure)
du combustible nucléaire avec le temps. Ici encore nous adoptons un formalisme
d’opérateurs que, pour simplifier, nous supposons étre de simples matrices.



264 CHAPITRE 6. CALCUL CRITIQUE

Rappelons que le probléme critique et son adjoint sont

1 1
keff keff
ou l'on suppose qu’on a normalisé 1 par ||| = 1, tandis que * est normalisé

par (¢, 9*) = 1. On rappelle le résultat classique suivant (voir par exemple le
chapitre 9 de [34]).

Lemme 6.6.6 Si une valeur propre d’une matrice est simple alors elle et son
vecteur propre, convenablement normalisé, sont (localement) continuement déri-
vables comme fonctions de cette matrice.

Remarque 6.6.7 L’hypothése de simplicité de la valeur propre est essentielle
dans le Lemme 6.6.6. D’une part, elle permet d’éviter les problemes de croise-
ment de valeurs propres et donc d’ambiguité dans la classification des valeurs
propres. Par exemple, si on considére la matrice 2 X 2

| +a 0
= ()

qut admet +a comme valeur propre, on peut, suiwant l'usage appeler A1 la plus
petite valeur propre et Ao la plus grande, mais alors ces fonctions ne sont pas
dérivables en a = 0 car Ai1(a) = —|a| et Aa(a) = |a|. D’autre part, et de ma-
niére plus fondamentale, on ne peut pas toujours trouver des vecteurs propres
dérivables, ni méme continus, pour une valeur propre double, comme le montre
Vexzemple A = PDP™! avec

Do ( el ) v P ( cos(1/a) —sin(1/a) >

0 _e—1/a? sin(1/a)  cos(1/a)

qui est une matrice de classe C*° par rapport & a, qui admet une valeur propre
double en a = 0 et aucun choix de vecteurs propres continus en a = 0.

Proposition 6.6.8 La variation du facteur multiplicatif effectif sous l’effet de
variations 6 A et §F des opérateurs de transport/diffusion et fission est

(04 + 5L 0F) b, 07)
(F,9%)

Remarque 6.6.9 Encore une fois la formule (6.27) justifie le nom de fonc-
tion d’importance donnée a la fonction propre adjointe ¥*. Puisque ¢ et 1,
comme F, sont positifs, on en déduit, fort logiquement, qu’une augmentation
des fissions, 0F > 0, contribue a une augmentation de la criticité, tandis qu’une
augmentation de l’absorption, §A > 0, engendre une diminution de la criticité.

Sk = kg (6.27)

Démonstration. On dérive la premiére égalité de (6.26) pour obtenir

(A - kl F) S = <—6A+ Lsp_ ok F) b (6.28)

-
eff keff kcﬁ‘
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On ne peut résoudre (6.28) que si le second membre est orthogonal a *. On
multiplie alors par ¥*

<<A- 1 F) S, %) = (54, <A* 1 F) W) =0
kcﬁ' kcﬁ
1 5k )
_ <<5A + 0P - kgﬁF) 0,

d’ott V'on déduit la formule (6.27). Remarquons au passage que la solution 6
de (6.28) est définie, a priori, a addition d’un multiple de v prés. Or, comme
on a la normalisation |[¢| = 1, par différentiation on en déduit (1, d1) = 0, ce
qui fixe I'indétermination pour 4. m

Le facteur multiplicatif effectif n’est pas la seule quantité dont on souhaite
calculer la sensibilité aux variations des sections efficaces. Par exemple, des
quantités importantes en physique des réacteurs nucléaires sont les taux de
réactions, (o,1), ot o est une section efficace de fission ou d’absorption pour
un groupe d’énergie précis. Plus généralement, nous allons donner la variation
d’une fonction réguliére j(¢) a valeurs réelles.

Proposition 6.6.10 On définit le flux adjoint ou fonction d’importance asso-
ciée a4 j par

(4= poF ) o= = ). (6.29)
ot j' est la dérivée de j. La variation de j(vp) sous leffet de variations §A et
OF des opérateurs de transport/diffusion et fission est

o 1 (F,p) . >

) << e ) v <p RGN ) | (6.:30)
Démonstration. Commengons par montrer que le le probléme adjoint (6.29)
est bien posé. Par 'alternative de Fredholm (voir le Théoréme 4.2.2 pour ce
résultat dans un cadre différent) il existe une solution p, unique a laddition
d’un multiple de ¥* prés, si le second membre est orthogonal & 1 ce qui est le
cas par construction (rappelons la normalisation ||¢||? = (¥, 9) = 1).

En dérivant j() on obtient

0j = ('), 0} ,

ot J7) est solution de (6.28). La résolution de I’équation (6.28) est trés cotiteuse
car pour chaque composante des variations d A et 6 F il faut la résoudre. Remar-
quons d’ailleurs que nous n’avions pas besoin de ¢ dans le résultat final de la
Proposition 6.6.8. C’est donc pour éliminer 1) que nous introduisons 1’adjoint
p solution de (6.29). En effet, en multipliant (6.28) par p on obtient

1 ok
OF — ——
Kest ki

<<A— kl F) 5, p) = <<—6A+

eff

F) ¥, p),
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tandis qu’en multipliant (6.29) par %) on a

(4 = ) 00 = G(00.80) — '), 0) 060) = (). 60),
eff

car (1, 0¢) = 0 puisque [|¢]| = 1. On remarque que les membres de gauche des
deux derniéres égalités sont identiques, d’ou I'on déduit que

1 ok
OF — ——
Kett ki

') 60) = {64+ F) v

A cause de la formule (6.27) pour 6k on obtient exactement la formule (6.30).
Remarquons que cette formule est invariante par addition a p d’un multiple de
1*, ce qui est consistant avec la classe d’unicité de p. m

6.6.3 Calcul numérique de la criticité

Pour résoudre un probléme de criticité, c’est-a-dire trouver la plus petite va-
leur propre du probléme spectral (6.19) (en diffusion) ou (6.20) (en transport),
la méthode numérique la plus populaire, et la plus simple, est la méthode de
la puissance. Cette méthode permet de calculer la plus grande ou la plus petite
valeur propre d’une matrice, ainsi qu’un vecteur propre associé. Pour une ma-
trice quelconque, ou au contraire pour une matrice symétrique, la méthode de
la puissance n’est pas la plus efficace qui soit. Mais elle est est bien adaptée aux
M-matrices irréductibles (pour lesquelles le Théoréme 6.2.9 de Perron-Frobenius
s’applique) et justement les matrices de discrétisation de (6.19) et (6.20) en sont.

C’est cette méthode de la puissance pour calculer la plus grande valeur
propre d’'une matrice K, réelle de taille n x n, que nous décrivons maintenant.
Nous faisons I’hypothése que K est strictement positive et donc qu’on peut lui
appliquer le Théoréme de Perron-Frobenius. En notant (A1, -+, ;) les valeurs
propres de K, il existe une valeur propre dominante simple

An > || pourtout 1 <i<n-—1,

et son vecteur propre associé e,, peut étre choisi strictement positif.
La méthode de la puissance pour calculer la plus grande valeur propre A,
est définie par l'algorithme ci-dessous.

1. Initialisation : zg € R"™ tel que o > 0.
2. Itérations : pour k£ > 1
1. yp = Kwg—q

2. x = yr/ max(yx) ot max(y) désigne la plus grande composante en
module du vecteur y,

3. test de convergence : si ||z — zx—1]| < €, on arréte.
Dans le test de convergence € est un petit nombre réel, typiquement égal a

1076, Si 6, = 1, — xp_1 est petit, alors x;, est un vecteur propre approché de
K de valeur propre approchée max(yy) car Kz — max(yx)xr = Koy.
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Proposition 6.6.11 On suppose que la matrice K est strictement positive.
Alors la méthode de la puissance converge, c’est-a-dire que

kEI«Eoo max(yg) = An, kgrfoo T = ep/ max(ey,).

De plus, la vitesse de convergence est proportionnelle au rapport |Ap—1|/An.

Démonstration. Supposons pour simplifier que K soit diagonalisable avec des
vecteurs propres (e, - ,e,) correspondant aux valeurs propres (Ar, -, A,).
Soit zg = Y., Bie; le vecteur initial. Comme zy > 0 et que le vecteur propre
adjoint e} de K* est aussi strictement positif en vertu du Théoréme de Perron-
Frobenius, on a 8, = x¢ - e}, > 0. Une récurrence facile montre que

T = Ko _ 27, 1/8@( z) € _ en+2?;11 g" (;}7)
* max(K*zo)  max (3L, fi(Ai)*er) max (en+27‘_11 51 ( ) )

Comme |A;] < A, on en déduit que xj converge vers e,/ max(e,). De méme,
puisque yr = Kxj converge vers Ane,/max(e,), on en déduit que max(ys)
converge vers \,.

Si K n’est pas diagonalisable, alors il faut utiliser la base (e1,--- ,e,) de sa
forme de Jordan. Pour fixer les idées et simplifier les notations, supposons que
tous les vecteurs e; sont en fait des vecteurs propres sauf e,,_s qui appartient au
sous-espace spectral de la valeur propre A,_1 = A\,_2 sans étre vecteur propre.
Autrement dit, on a

Keyp o=MX,_16p_2+en_1 et Ke; = \je; pour i # (n—2).

Dans ce cas, la formule ci-dessus pour xj doit étre modifiée comme suit

Bnen 4 (Bn-1 + kBn—2/An— 1)( Kll) en1+ 307 i(;\\i)kei
max (671671 (Brn—1+ kBn—2/An- 1)( Kn1> 6n—1+2?:_12 1(§n)kez>

T =

On a toujours les mémes convergences de xj, et max(y) puisque k(A,_1/\n)*
tend toujours vers zéro lorsque k tend vers +o00, méme si la convergence est un
peu plus lente. m

En pratique, les matrices issues de la discrétisation d’un probléme critique
sont les inverses de matrices strictement positives, et on cherche plutét leur
plus petite valeur propre. Décrivons ’algorithme de la puissance “inverse” dans
ce cas. On suppose que A est une M-matrice irréductible. On peut donc lui
appliquer le Théoréme 6.2.11 qui affirme que A admet une plus petite valeur
propre réelle simple \; telle que

A1 < |Ai|  pour tout 2 < i < n,

et son vecteur propre associé peut étre choisi strictement positif. L’algorithme
s’écrit alors.
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1. Initialisation : zg € R™ tel que zy > 0.
2. Itérations : pour k > 1
1. résoudre Ayy = Ti_1
2. xp = yy/ max(yx)
3. test de convergence : si ||z — zx—1]| < &, on arréte.
Si 6 = xp — xk_1 est petit, alors xp_1 est un vecteur propre approché de

valeur propre approchée 1/ max(yy) car Axp_1 — mz;(’ylk) = —Ady.

Proposition 6.6.12 On suppose que A est une M-matrice irréductible. Alors
la méthode de la puissance inverse converge, c’est-a-dire que

1
lim ———— = |\ li = .
ks -to0 max(yx) Aal, hrtoo E e1/max(e)

La vitesse de convergence est proportionnelle au rapport A1 /|Aa|.

La démonstration est similaire a celle de la Proposition 6.6.11 et nous la
laissons au lecteur en guise d’exercice.

6.7 Exercices

Exercice 6.9 (Une autre preuve du théoréme de Perron) (difficile)
Le théoréme de Perron (1907) s’énonce : "Une matrice o coefficients strictement
positifs admet un vecteur propre & coefficients strictement positifs, et la valeur
propre associée est le rayon spectral. " Ce qui suit est une partie de la preuve de
Wielandt.

Soit A une matrice n X n a coefficients dans R7.. Soit

fi(R" > R, f(z) = max (Az)i

1<i<n x;

1. Montrer que f admet un point de minimum v dans (R%)™.
2. Montrer que u est vecteur propre de A.

3. On rappelle (cf. Proposition 13.1.7 dans [2]) que pour toute matrice M

< — g
p(M) < [[M]|oc = max > [mil-

= =Nigi<n

Montrer que le minimum de f est le rayon spectral p(A) de A.
4. En quoi le théoréme 6.2.9 est-il plus puissant ?

Indications : pour la question 2, on peut procéder par I'absurde, et supposer
qu’il existe i < j tels que Aw): (‘LLL)]

- . On montrera alors qu’on peut diminuer
i J

f(u) en modifiant légérement u. Pour la question 3, on considérera la matrice
diagonale D de coefficients diagonaux uy, ..., u,, et on calculera |D™1AD||s.
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Exercice 6.10 (Application au calcul critique en neutronique) Soit un
modeéle de réacteur & deux groupes de neutrons : les rapides (groupe 1, v =
107 cm s71) et les lents (groupe 2, v ~ 10° cm s~!). On sait que les lents
fissionnent préférentiellement. Le modéle “a ’équilibre” s’écrit

{ =V - (diV1) + a1 = v (0101 + 0p26h2),
=V - (d2Vd2) + 0a2¢2 = 01 ¢1.

On a les encadrements
Oal 2 0f1+0p, Oaq2 > 0f2, Of2>0f1.

Le nombre de neutrons créés lors d’une fission est v > 1.

1. 1l est courant de considérer une succession d’états "d’équilibre” sous la
forme d’une suite

V- (Vo) 4 owol" = v (0107 o520
V- d2v¢gp+1) + 0a2¢ép+1) _ 0r¢(1p+1)-

On parle des neutrons de la génération p, p+ 1,... A partir d’un certain
rang, on admet que

P AP, A > 0.

Justifier le probléme auz valeurs propres

{ —V - (d1V¢1) + 0a1¢1 = 3V (05101 + 0p202)
-V (d2v¢2) + O'a2¢2 = UT¢1~

Pour A\ = 1 le systéme est critique (A > 1 sur-critique, A\ < 1 sous-
critique).

2. On munit le domaine d’étude de conditions au bord de Dirichlet ou de
Neumann. Soient Gy et Gy les inverses formels des opérateurs o gauche
des signes "=", c’est-a-dire

Gilo ==V - (VP)+0up, Gy'¢p=-V-(d2V)+0a0.
Montrer que
G1 (vop ] +vopaGaoy) d1 = A

On pose sy = v (op1¢1 + 0pap2) le nombre de neutrons qui fissionent par
unité. Montrer que

(I/Uflf + VO'fQGQUT) Glsf = )\Sf.

3. On utilise une discrétisation de type différences finies sur grille réguliére
pour les différents opérateurs en présence.
Montrer que les hypothéses du théoréme de Perron sont vérifiées. En dé-
duire l’existence d’une solution discréte au probleme de wvaleur propre-
vecteur propre précédent.
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Indication : pour la question 1 on montrera que la méme relation existe pour
les itérées de ¢o.

Exercice 6.11 (Application a I’analyse spectrale de graphes) On va se
baser dans cet exercice sur un exemple est tiré de [’article Spectral analysis of
Internet topologies [22].

1. La méthode du page-ranking peut se concevoir dans la version simplifiée
suivante. Chaque page est repérée par un indice j entre 1 et n. La matrice
d’adjacence A = (a;;) des n pages considérées est telle que

a;; =1 ssi la page i pointe vers la page j,

ai; = 0 dans le cas contraire. Par convention, a; = 0. On pose
dout(i) = E aij.
J

Soit 0 < a < 1 une "probabilité" de transition. La matrice de toutes les
transitions possibles est P définie par

o l1—«

st Qg 7é 0,

a 0
Pij = — St a;; = U.
J n J

Cette matrice représente une marche au hasard dans la graphe de A, avec
une probabilité o d’aller vers une autre page choisie au hasard dans la liste
des pages "adjacentes”. A priori a est proche de 1.

Montrer que les hypothéses du théoréme de Perron sont satisfaites par P.

2. Montrer que la valeur propre mazimale de P est A =1 (cette matrice est
dite stochastique). Le vecteur propre & gauche donne le page-rank.

Remarque : cet algorithme, qui accorde & une page une importance d’autant plus
grande que son coefficient dans le page rank (vecteur propre a gauche pour la
valeur propre 1) est grand, est la base de fonctionnement du moteur de recherche
Google.

Exercice 6.12 (Application a ’analyse spectrale de graphes) Voici en-
core nouveau un exemple est aussi tiré de l’article Spectral analysis of Internet
topologies [22].

1. Soit un graphe construit & partir d’un maillage. Ce maillage est de type
éléments finis par exemple. On veut le partionner de fagon équilibrée (équi-
librage de taches pour les calculs paralléles). Le maillage peut aussi repré-
senter la toile Internet, et on désire analyser le trafic sur la toile. On
note

a;; =1 si une aréte existe entre les neuds i et j,
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et a;; = 0 sinon. Par convention, on pose a; = 0. Noter que la matrice
A = (ai;) est symétrique A = A",

Soit D la matrice diagonale dont le i°™¢ coefficient est égal & la somme
des coefficients de A sur la ligne i :

di: E CLij: E aji.
J J

soit
MS=D—A+el =M, e>0.

Cette matrice est appelée Laplacien du graphe pour € = 0, qui est le cas
vraiment intéressant.

2. On prend € > 0. Montrer que la plus petite valeur propre de M¢ peut se
déterminer par lapplication du théoréme de Perron a (ME)_l.

3. On prend € = 0. Montrer que la plus petite valeur propre de M° est nulle,
A1 = 0. La suivante Ay > 0 est appelée connectivité algébrique.
Montrer que Ay > 0 dés qu’un chemin permet de passer de tout indice i a
tout indice j.
Le vecteur propre correspondant 22 est appelé vecteur de Fiedler. Montrer

que
Z x? =0.
J

Montrer également qu’aucune composante de x> ne peut étre nulle. La
méthode standard consiste alors a séparer les indices en deutr groupes

+ g 2 — _ [ 2
I ={j, zj > 0}, I" ={j, zj < 0}.

4. Soit la matrice du Laplacien en dimension 1 d’espace. Montrer que I et
I~ sont connezes.
L’application successive de cette méthode prend le nom de : méthode de
bissection spectrale récursive.

Indication : pour la question 3, pour montrer qu’aucune composante de z? ne
peut étre nulle, on peut raisonner par ’absurde, et prouver que, si x%o = 0 pour
un indice g, alors le sommet iy du graphe est isolé.

Exercice 6.13 Soit le modéle structuré en dge pour une population de cellules

on on
E(t,x)Jr%(t,x)fO, t>0, z>0,

n(ta T = 0) = fooo B(y)n(tv y)dy,
n(t =0,z) = ng(x).

Le coefficient de natalité B vérifie

0 < B(y) <C, 1</ B(y)dy < oo.
0
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1. On cherche des solutions particuliéres du type n(t,x) = e N (z), ignorant
la condition initiale. Ecrire le probleme spectral (direct) dont est solution
le couple (A, N). Montrer qu’il posséde une unique solution X > 0, N > 0.

2. Ecrire le probléeme spectral adjoint (de solution ¢). Montrer qu’il posséde
une unique solution ¢ > 0. Calculer ¢ pour B(x) = 1.2 X 11,1}, et pour
B(z) =3 x 1{o.5<a<1}-

8. Comment s’appelle ¢ dans un calcul de neutronique ?

4. Ecrire formellement ce que vaut n(t,-) pour t grand. La preuve compléte
se trouve dans Transport Equations in Biology [42/, page 64.

Exercice 6.14 Nous reprenons l’exercice 6.13 avec des hypothéses différentes.
Soit le modele structuré en taille dans lequel les cellules de taille x se décom-
posent en deuz cellules de taille 5
on on
E(t’ x)+ a—(t,x) + B(z)n(t,xz) = 4B(2x)n(t,2x), t>0, z >0,
x
n(t,z =0) =0,
n(t =0,z) = no(z).

Il n’y a pas de création de cellules de taille x = 0.

1. Vérifier que le nombre total de cellules

/000 n(t,x)dx

/ an(t,x)dx
0

et la taille totale

sont croissants.

2. Ecrire les équations pour les problemes critiques direct et adjoint, dont les
solutions sont notées (\, N, @).

Ecrire formellement la solution asymptotique en temps du probléme de
départ. Expliqguer pourquoi la valeur propre A est aussi appelée paramétre
de Malthus.

3. On étudie le cas B(x) = b constant dans lequel les calculs sont explicites.
Montrer que les solutions sont A ="b, ¢p(x) =1 et

N(z) =N Z(—l)"anefwﬂbx
n=0

avec ag =1 et oy, = 2?27105”_1.
4. Montrer que N(x) > 0 pour 2bx > 1.
5. A partir de l’égalité
O|N(z)|

5.+ 2IN(2)| = 4bN(22)sgn(N (x)),
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montrer que

/OOO N (2)|de = /OOO N)sen (N (2)) da.

En déduire que N(x) > 0 pour tout x > 0.

Indications : pour la premiére question, il suffit d’intégrer ’équation en espace
contre la fonction constante égale & 1 d’une part, et contre la fonction z d’autre
part. On obtient alors, en supposant que n(t,z) et zn(t,z) tendent vers 0 en

00,
a4 ( /O h n(t,x)da;) —2 /0 " Blan(t.z)dz > 0,

2 (/OOO en(t, x)dx) - /OOO n(t,x)dz > 0.

Dans la derniére question, on utilise la convention que sgn(a) =1 sia > 0, —1
sia < 0 et 0sia=0.0n montre alors facilement qu’on peut majorer le membre
de droite de 1’égalité comme suit :

/000 N(z)sgn (N (g)) dx < /000 |N(z)|dz,

avec égalité uniquement si sgn(N(z)) = sgn(N(x/2)). Cette derniére égalité
implique que N ne peut pas changer de signe.

Exercice 6.15 (Un probléme avec source) Soit le probleme a deux groupes
de neutrons dans un domaine borné )

{ -V (d1V¢1) 4+ 0a11 = 1/0'f2¢2 + 5($)7
=V - (daV2) + 022 = 0,¢1.

On considére des conditions de Dirichlet homogénes sur le bord du domaine 0S).
Les coefficients 041,0 2,042, 0, sont constants et strictement positifs. Le nombre
de neutrons rapides ¢1 créés lors d’une fission est v > 0. La source est positive
ou nulle s(z) > 0.

1. On prend ¢>§0) = qng) = 0. Montrer que la suite définie par

YV (dh V™) + 016 P T = vo20P) + s(2),
-V (d2v¢ép+1)) + 0a2¢(2[)+1) — Ur(ﬁgp)

est positive.

2. Montrer que la convergence géométrique de la suite vers une limite est
possible, a condition que v soit suffisamment petit. Quels sont les liens
avec le calcul critique ?
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Indications : pour la deuxiéme question on poura étudier les relations de récur-
rence sur les différences gpgp) = ¢§p+1) — qbgp) et apép) = (bépﬂ) - gbgp). Montrer

que 'on obtient
v 020y

+2
||‘P:(Lp )||L2(Q)§ m Hipgp)Hm(Q)

et conclure.

Exercice 6.16 (Analyse de sensibilité) On suppose que le réacteur (décrit
a Uexercice 6.15) est légerement sous-critique. Au cours du fonctionnement nor-
mal, les parameétres vont changer légérement (les sources s’épuisent, les maté-
riauz s’usent, ...). Il faut alors recaler le réacteur.

1. On note (04,,v) — X la fonction égale au facteur effectif. Montrer que

ox A
o v
Ezxpliquer pourquoi cette relation est triviale et sans intérét.

2. Montrer que
oA

004,

<0.

Interpréter physiquement.

3. Quelle action faut-il tenter de faire si \ est plus petit au bout d’un an en
fonctionnement normal ?



Chapitre 7
Homogénéisation

L’homogénéisation est la théorie qui étudie les méthodes de moyennisation
dans les équations aux dérivées partielles. En d’autres termes, I’homogénéisation
permet de trouver un modéle homogénéisé, ou macroscopique, ou moyenné, qui
est une bonne approximation d’un probléme originalement posé dans un milieu
trés hétérogeéne. L’intérét de ce modéle homogénéisé est qu’il est plus facile a
résoudre numériquement car posé dans un milieu homogéne équivalent. Pour
une présentation plus compléte nous renvoyons a (3], [8], [29], [48].

Nous verrons aussi que ’homogénéisation permet encore de faire le lien
entre modéles de transport et modéles de diffusion. En particulier, ’ho-
mogénéisation est a la base d’une approche numérique classique en neutronique
ou physique des réacteurs nucléaires. En effet, le calcul de la distribution des
neutrons dans un réacteur nucléaire, qui est un milieu trés hétérogéne (pour les
réacteurs a eau pressurisée, les plus courants, de 'ordre de quelques centaines
d’assemblages ou quelques dizaines de milliers de crayons de combustible entou-
rés d’eau), nécessite de résoudre une équation de transport avec un maillage trés
fin, ce qui est trés coliteux, voire impossible. Aussi, pour calculer économique-
ment une solution approchée, il est d’usage de faire un calcul local de transport
pour chaque assemblage couplé avec un calcul global de diffusion pour I’ensemble
du ceeur du réacteur. L’homogénéisation permet de justifier cette approche [21],
[43].

Dans ce chapitre nous nous contenterons d’exposer la théorie de I’homogé-
néisation pour des structures périodiques. Celles-ci sont trés nombreuses dans
la nature ou dans les applications industrielles et on dispose d’une méthode trés
simple et trés puissante pour les homogénéiser : la méthode des développements
asymptotiques a deux échelles que nous présentons ci-dessous. Néanmoins 1’ho-
mogénéisation n’est pas réduite au cas périodique : il existe aussi des théories
plus générales dont nous ne dirons rien ici par souci de simplicité.

Dans une structure périodique, nous notons € le rapport de la période sur la
taille caractéristique de la structure. En général, ce paramétre positif € est petit,
et 'homogénéisation consiste a effectuer une analyse asymptotique lorsque €
tend vers zéro. La limite ainsi obtenue sera dite homogénéisée, macroscopique,

275
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ou effective. Dans le probléme homogénéisé la forte hétérogénéité de la structure
périodique d’origine est moyennée et remplacée par 'utilisation de coefficients
effectifs.

7.1 Homogénéisation d’une équation de diffusion

7.1.1 Modéle de diffusion en milieu périodique
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FIGURE 7.1 — Milieu hétérogéne périodique

On considére un modéle de diffusion stationnaire dans un milieu périodique.
On note Q (un ouvert borné de RY avec N > 1) le domaine périodique de
période ¢, avec 0 < € < 1, et Y = (0,1)" la cellule unité de périodicité. Le
tenseur de diffusion dans {2 n’est pas constant mais varie périodiquement avec
la période € dans chacune des directions de ’espace. Pour mettre en valeur cette
périodicité de taille €, on écrit ce tenseur sous la forme

2 ()

ot D(y) est un tenseur (une matrice), défini pour y € Y, qui vérifie la propriété
de Y-périodicité

D(y +e;) = D(y) Vi € {1,..., N}, avec (e;)1<i<n la base canonique de RV,
(7.1)
c’est-a-dire que D(y) est périodique de période 1 dans tous les directions prin-
cipales (e;)1<i<n de lespace. Ceci assure que x — D (f) est périodique de
période € pour tout € > 0. En toute généralité, D(y) est une matrice symé-
trique non nécessairement isotrope. On suppose néanmoins que D est coercive
et bornée, c’est-a-dire qu’il existe deux constantes S > « > 0 telles que, pour
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n’importe quel vecteur £ € RV et en tout point y € Y,

N
alel’ < Y Di(y)éi; < Bl

ij=1

En toute généralité le tenseur D(y) peut étre discontinu en y pour modéliser
les discontinuités des propriétés matérielles quand on passe d’une phase (ou
matériau) & une autre.

Si l’on note f(x) le terme source et si 'on impose des conditions aux limites
de Dirichlet (par souci de simplicité), le probléme modéle est

ue =0 sur 0f2, (7.2)

{ —div (D (%) Vue) =f dans
dont on sait qu’il admet une unique solution u. € H}(Q) si f € L?(Q). En
pratique, le domaine 2 avec son tenseur de diffusion D (%) est trés hétérogéne
& une petite échelle de 'ordre de €. La connaissance des détails de la solution a
cette si petite échelle n’est pas nécessaire pour une analyse globale du domaine :
en général on se contente de déterminer son comportement moyen sous 'effet de
la source f. D’un point de vue numérique, résoudre 1'équation (7.2) par n’im-
porte quelle méthode raisonnable nécessite un temps et une mémoire machine
considérables si € est petit, puisque le pas du maillage doit étre au moins plus
petit que €, ce qui conduit & un nombre de degrés de liberté (ou de mailles) pour
un niveau donné de précision au moins de I'ordre de 1/eV. 1l est donc préfé-
rable de moyenner ou homogénéiser les propriétés matérielles de 2 et de calculer
une approximation de u, sur un maillage grossier. Ce procédé de moyennisation
de la solution de (7.2), et de détermination des propriétés effectives de 2 est
précisément ce que ’on appelle I’homogénéisation.

Afin de trouver le comportement homogénéisé de 2, on utilise une méthode
de développements asymptotiques a deux échelles. Comme dans la Sec-
tion 4.2 sur I'approximation du transport par la diffusion, 'idée de base est
d’utiliser une série formelle, c’est-a-dire de postuler que la solution u. de (7.2)
s’écrit, lorsque la période € tend vers 0, comme une série en puissances de €

—+o0

Ue = E €"u;.

i=0

Le premier terme wug de cette série sera identifié a la solution de I'équation,
dite homogénéisée, dont le tenseur de diffusion D* décrira les propriétés ma-
croscopiques d’un milieu homogéne équivalent. L’intérét de cette approche est
que les simulations numériques sur le modéle homogénéisé ne nécessitent qu'un
maillage grossier puisque les hétérogénéités de taille € ont été moyennées. Par
ailleurs, cette méthode donnera une formule explicite pour calculer ce tenseur
homogénéisé D* qui, en général, n’est pas une moyenne usuelle de D(y).
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7.1.2 Développements asymptotiques a deux échelles

La méthode des développements asymptotiques a deux échelles est une mé-
thode formelle d’homogénéisation qui permet de traiter un trés grand nombre
de problémes posés dans des milieux périodiques. Comme nous ’avons déja dit,
I’hypothése de départ est de supposer que la solution u,. de ’équation (7.2) est
donnée par un développement en série de ¢, dit “a4 deux échelles”, du type

ue(x) = Z: €"u; (x, %) , (7.3)

ou chaque terme u;(z,y) est une fonction de deux variables v € Q et y € Y =
(0,1)Y, qui est périodique en y de période Y. La variable z est dite lente
ou macroscopique, tandis que y est dite rapide ou microscopique. Cette
série est injectée dans 1’équation, et la régle de dérivation composée suivante est

utilisée " "
v (uz (:B, ;)) = (e 'Vyu; + Vyu,) (% ;) ;

ou V, et V, désignent les dérivées partielles par rapport & la variable rapide y
et a la variable lente x. Par exemple, on a

+oo
Vue(r) = e 'V, (Jc, %) + ;61 (Vyuitr + Vau;) (337 %) .
L’équation (7.2) devient une série en €

_E—Q(divy(Dvy“0)> (“” %)

—e_l(divy(D(VIuO +Vyu1)) + divz(DVyuo)) (a; %)
“+o0

N e ( div, (D(Vyu; + Vyuisr))
1=0

+div, (D(Vottiss + Vyuin)) ) (2.7) = f(a).

En identifiant chaque puissance de € dans la série ci-dessus comme une équation
individuelle, on obtient une “cascade” d’équations (sur le principe qu’une série
entiére de € est nulle si et seulement si tous ses coefficients sont nuls). En fait,
seuls les trois premiers termes de cette série (en 6*2, €1, et 60) suffisent pour
notre propos. Pour résoudre ces équations nous aurons besoin du résultat suivant
d’existence et d’unicité.

Lemme 7.1.1 Soit H#(Y) l’espace de Sobolev des fonctions périodiques de pé-
riode Y. Soit g € L*(Y). Le probleme auz limites

{ — div, (D(y)V,0(y)) = 9(y) dans ¥
y — v(y) Y-périodique
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admet une unique solution v € H#(Y)/R (a une constante additive prés) si et
seulement si

/ 9(y)dy = 0. (7.4)
Y

Démonstration. Vérifions que (7.4) (appelée alternative de Fredholm, voir
le Théoréme 4.2.2) est une condition nécessaire d’existence d’une solution. On
intégre le membre de gauche de ’équation sur Y

[ v, (D) Vyet0)dy = [ D)Vy00) s =0

Y Y

a cause des conditions aux limites de périodicité. En effet, la fonction D(y)Vo(y),
étant périodique, prend des valeurs égales sur des cotés opposés de Y, tandis que
la normale n change de signe. Par conséquent, le membre de droite de I’équation
a nécessairement une moyenne nulle sur Y : c’est (7.4). Nous laissons au lecteur
le soin d’appliquer le Théoréme de Lax-Milgram dans H;E (Y)/R pour montrer
que (7.4) est aussi suffisant. ®

Remarque 7.1.2 L’espace de Sobolev H#(Y) est défini comme l’ensemble des
fonction définies sur RN tout entier, Y -périodiques au sens de (7.1) et qui ap-
partiennent & HY () pour tout ouvert borné @ de RN . C’est un espace de Hil-
bert muni du produit scalaire usuel de H*(Y). Nous renvoyons a la Remarque
2.2.9 pour plus de détails sur les problémes aux limites périodiques. L’espace
H#(Y)/R est l'ensemble des (classes de) fonctions de H},(Y') définies a Uaddi-
tion d’une constante preés.

2

L’équation en ¢~ “ est

—div, (D(y)Vyuo(a:,y)) =0,

qui s’interpréte comme une équation dans la cellule unité Y avec des conditions
aux limites de périodicité. Dans cette équation y est la variable et & n’est qu'un
paramétre. En vertu du Lemme 7.1.1 il existe une unique solution de cette
équation, & une constante additive prés. On en déduit donc que ug est une
fonction constante par rapport a y mais qui peut néanmoins dépendre de z,
c’est-a-dire qu’il existe une fonction u(z), qui dépend seulement de x, telle que

uo(z, y) = u(a).
Comme V,ug = 0, ’équation en ¢! devient
~ div, (D(y) ¥y (2,)) = div, (D(y)Vau(w)), (7.5)

qui est une équation pour 'inconnue u; dans la cellule de périodicité Y. Si on
moyenne le membre de droite dans (7.5) on obtient

[ v, (D)Veu@))dy = [ D) oute) ndsty) =0
Y oY
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car D(y), étant périodique, prend des valeurs égales sur des faces opposées du
cube Y alors que la normale n change de signe sur des faces opposées. On peut
donc appliquer le Lemme 7.1.1 qui affirme que I’équation (7.5) admet une unique
solution, & une constante additive pres, ce qui nous permet de calculer u;(x, y)
en fonction du gradient V,u(z). On note (e;)1<i<n la base canonique de RN,
Pour chaque vecteur e;, on appelle probléme de cellule 1’équation suivante
avec condition aux limites de périodicité

{ —divy (D(y) (e; + Vywz(y))) =0 dansY (7.6)
y — wi(y) Y -périodique.

En vertu du Lemme 7.1.1, (7.6) admet une unique solution w; (& une constante
additive prés) que l'on interpréte comme le flux local ou microscopique causé
par le courant ou gradient moyen e;. Par linéarité, on calcule facilement u; (z, y),
solution de (7.5), en fonction des dérivées partielles de u(x) et des w;(y)

N ou
wi (z,y) = Z P, @Dwil): (7.7)

En fait u; est défini & ’addition d’une fonction de = prés, mais cela n’importe
pas puisque seul le gradient Vyu; joue un role dans la suite.

Finalement, I’équation en €° est

— divy, (D(y)Vyug(x, y)) = div, (D(y)me) +div, (D(y)(Vyul + Vmu)) +f,

qui est une équation pour l'inconnue us dans la cellule de périodicité Y. Selon
le Lemme 7.1.1, cette équation admet une unique solution, & une constante
additive preés, si la condition de compatibilité suivante est vérifiée

/Y [divy (D(y)vggul) + div, (D(y)(vyul + qu)> + f(x)} dy = 0.

En utilisant la périodicité, le premier terme s’annule et la relation ci-dessus se
simplifie en

— div, ( /Y D(y) (Vyuy + Vau) dy) = f(z),

dans laquelle on insére l'expression (7.7) pour u;(x,y) (qui dépend linéairement
de V,u(x)) pour obtenir finalement I’équation homogénéisée pour u

—div, (D*Vmu(x)) = f(z) dans ©Q, (7.8)
uw=0 sur 0f),
avec

N
. ou
D*V u = E /YD(y) (ej + Vyw;) dy.
j=1

= O
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La condition aux limites de Dirichlet pour u provient du développement asymp-
totique appliqué & la méme condition aux limites pour u.. Le tenseur homo-
généisé D* est donc défini par ses coefficients

Di; = /Y D(y) (e; + Vyw;) - eidy. (7.9)
De maniére équivalente, D* est défini par une formule plus symétrique
Dy = [ D&+ Tyws) - (4 Vywlo)dy, (710)
Y

qui s’obtient en remarquant qu’a cause de la formulation variationnelle de (7.6)
| D (e + Ty Vi) dy =
Y

Les formules (7.9) ou (7.10) ne sont pas totalement explicites car elles dépendent
des solutions w; des problémes de cellule que I’on ne peut pas résoudre analy-
tiquement en général. Le tenseur constant D* décrit les propriétés effectives ou
homogénéisées du milieu hétérogéne D (%) Remarquons qu’il ne dépend pas du
choix du domaine €2, de la source f, ou des conditions aux limites sur 9f).

7.1.3 Convergence

La méthode des développements asymptotiques & deux échelles est seulement
formelle d’un point de vue mathématique. En général, elle conduit heuristique-
ment & des résultats corrects, mais elle ne constitue pas une preuve du procédé
d’homogénéisation. La raison en est double : d’une part, la série postulée (7.3)
ne converge pas en général, d’autre part, elle n’est pas exacte aprés les deux
premiers termes (ce sont les seuls que 'on peut pleinement justifier). En effet,
cette série ne vérifie pas les conditions aux limites sur le bord 0f2 et ne tient pas
compte d’éventuels phénomeénes de couches limites au voisinage du bord (qui
sont pourtant présentes dans la plupart des cas). Nous renvoyons a [8], [29] pour
plus de détails.

Néanmoins, il est possible de justifier rigoureusement que I’équation (7.8) est
bien I’équation homogénéisée du probléme d’origine (7.2), c’est-a-dire que u, est
proche de la solution homogénéisée u lorsque € est petit. Nous nous contentons
ici d’énoncer ce résultat (voir [8], [29] pour une preuve).

Théoréme 7.1.3 Soit u. la solution de (7.2). Soit u la solution du probléme
homogénéisé (7.8), et (w;)1<i<n les solutions des problemes de cellule (7.6). On
a

N
ou x
ue(x) = u(x) + EZ D (z)w; (E) +re avec |re|lmio) < CVe.
i=1

En particulier,

lue — ullL2(0) +

Vue(z) — Vu(z) — } T%(x)(vywz) (%)
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Il est bon de noter que si le terme correcteur, eu;, est petit (de l'ordre
de €) en norme L?, il n’en est pas de méme en norme H' (ou de maniére
équivalente pour son gradient en norme L?) ot le terme correcteur est d’ordre
1. Le Théoréme 7.1.3 se généralise facilement & d’autres types de conditions
aux limites (Neumann par exemple) ou a d’autres types d’équations (diffusion
multi-groupes par exemple).

7.2 Homogénéisation en transport

7.2.1 Homogénéisation d’'un modéle stationnaire

Les premiers résultats mathématiques sur I’homogénéisation d’équations de
transport remontent aux travaux de J. Keller et E. Larsen [32] (voir aussi [4],
[49]) bien que des travaux plus formels en physique pré-existaient [21].

Nous allons commencer par considérer une équation stationnaire avec des
sources dans un milieu légérement sous-critique. Le domaine spatial, noté €2,
est supposé borné et 'ensemble des vitesses V est, pour simplifier, pris égal a la
sphére unité Sy_1. Pour simplifier les notations nous supposerons que la mesure
dv sur la sphére unité V = Sy_; est pondérée de maniére & ce que 'intégrale
corresponde & la moyenne, autrement dit fv dv = 1. On cherche donc la solution
ue(z,v) de

e v Vue + 672J(£) (ue - / Ue dv) + oz, E)ue
€ i €

:S(a:,f,v) dans Q x V (7.11)
€
ue(z,v) =0 sur I'”
avec la frontiére rentrante I'™ = {z € 0Q,v € V,v - n(zr) < 0}. Les coefficients

ou sections efficaces o(y), o(x,y) sont des fonctions positives, bornées et Y-
périodiques par rapport & la variable rapide y € Y = (0,1)". Elles peuvent étre
éventuellement discontinues en y pour modéliser des discontinuités matérielles
mais on suppose que &(x,y) est régulier par rapport a . Remarquons que le
choix de la “mise a I’échelle”, ¢’est-a-dire des puissances de €, dans (7.11) implique
de facto que le milieu est & peine sous-critique car presque critique & €2 prés.
En fait, ce choix de mise & ’échelle garantit aussi que ’on obtiendra un modéle
homogénéisé de type diffusion (de maniére tout a fait similaire a ce que l'on a
fait dans le modele (4.1) du Chapitre 4). Physiquement, ce choix correspond a
supposer que le libre parcours moyen d’une particule est précisément de ’ordre
de la période e.

Comme précédemment, 'hypothése de départ est de supposer que la solution
u. de I’équation (7.11) est donnée par un développement en série de e, dit “a
deux échelles”, du type

“+oo
T

ue(x,v) = Z €'u; (:L’, E,v) , (7.12)

1=0
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o chaque terme w;(x,y,v) est une fonction de trois variables z € Q, y € Y =
(0,1)N et v € V, qui est périodique en y de période Y. En y injectant (7.12)
I'équation (7.11) devient une série en e dont les coefficients forment une “cascade”
d’équations

e _ il
€ {v Vyuo + o(y) (uo / Uo dv)} (x, 670)
—1 I’
—€ v-Vyur +v-Vyug+ oy uy dv o
1%
too
- Z € {v -Vytiye + v - Vauirr + o(y) (ui+2 — /
i=0

%

o] (20 = 5 s 220).

Pour résoudre ces équations nous aurons besoin du résultat suivant d’existence
et d’unicité qui est I’équivalent pour le transport du Lemme 7.1.1 en diffusion.

Uit dv)

Lemme 7.2.1 Soit g € L*(Y x V). Le probléme auz limites

v-Vyp+o(y < /¢dv)gy, v) dansY xV

y — ¢(y,v) Y-périodique

admet une unique solution ¢ € L*(Y x V)/R (a une constante additive pres) si

et seulement si
/ / 9(y,v)dydv = 0. (7.13)
vJy

Démonstration. Tout d’abord il est clair que la solution ¢, si elle existe, n’est
définie qu’a l’addition d’une constante prés puisque fv dv = 1. Vérifions que
(7.13) est une condition nécessaire d’existence d’une solution. On intégre I’équa-
tion sur Y et le terme de transport disparait car

/v-qude:/ v-nods =0
Y oy

a cause des conditions aux limites de périodicité. On obtient donc

[ (o~ fw)or= oo

que l'on intégre par rapport a v

/V/Ya(y) <¢—/v¢dv)dydv:/v/ygdydv_

Comme la fonction ((b — fv 10} dv) est de moyenne nulle en v et que ¢ ne dépend
pas de v, on en déduit bien la condition (7.13). Nous laissons au lecteur le soin
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d’appliquer les résultats d’existence du chapitre 2 (voir la Remarque 2.2.9) pour
montrer que (7.13) est aussi suffisant (voir aussi le Théoréme 4.2.2). m

2

L’équation en ¢~ est

v-Vyuo +o(y) <u0 - / Ug dv> =0,
v

qui s’interpréte comme une équation dans la cellule unité Y avec des conditions
aux limites de périodicité. Dans cette équation y est la variable et & n’est qu'un
paramétre. En vertu du Lemme 7.2.1 il existe une unique solution de cette
équation, & une constante additive prés. On en déduit donc que ug est une
fonctions constante par rapport & (y,v) mais qui peut néanmoins dépendre de
x, c’est-a-dire qu’il existe une fonction u(z), qui dépend seulement de z, telle
que

uo(z,y,v) = u(x).

1

L’équation en ¢~ est

v-Vyur +o(y) <u1 - / (7 dv) = —v- Vyu(x),
v

qui est une équation pour I'inconnue u; dans la cellule de périodicité Y. Comme
V = Sy_1 est symétrique, on a

/ v - Vyu(z) dv =0,
v

et le Lemme 7.2.1 affirme que ’équation en e ! admet une unique solution, & une
constante additive prés, ce qui nous permet de calculer u;(x,y,v) en fonction
du gradient V,u(x). On note (e;)1<;<n la base canonique de R". Pour chaque
vecteur e;, on appelle probléme de cellule ’équation suivante avec condition
aux limites de périodicité

v-Vyw; +o(y) (wi —/ widv> =-—v-¢ dansY xV
‘ v (7.14)

y — wi(y,v) Y -périodique.

En vertu du Lemme 7.2.1, (7.14) admet une unique solution w; (& une constante
additive prés). Par linéarité, on calcule facilement wui(z,y,v) en fonction des
dérivées partielles de u(z) et des w;(y,v)

N u
up(z,y,v) = Z oz, (z)w;(y,v). (7.15)

En fait uy est défini a I’addition d’une fonction de x prés, mais cela n’importera
pas dans la suite.
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Finalement, I’équation en €° est

v-Vyus +o(y) <u2 — / U9 dv> =—v-Veu —o(z,y)u+S,
%

qui est une équation pour l'inconnue us dans la cellule de périodicité Y. Selon
le Lemme 7.2.1, cette équation admet une unique solution, & une constante
additive prés, si la condition de compatibilité suivante est vérifiée

/ / [—v - Veur(z,y,v) — o(z,y)u(x) + S(z,y,v)] dydv = 0. (7.16)
v Jv

On introduit les moyennes

U*(x)z/y&(x,y)dy et S*(a:)/y/vS(x,y,v)dydv

et le tenseur homogénéisé D* défini par ses composantes

ij:_l (/ /vjwi(y,v)dydv—&—/ /viwj(y,v)dydv>. (7.17)
2 \Uy Jv yJv

Remarquons que I'addition d’une constante & w; ne change pas la valeur de
Dy; car fv vjdv = 0. La définition (7.17) est parfois appelée formule de Kubo.
En y insérant ’expression (7.15) pour ui(z,y,v) (qui dépend linéairement de
Vu(z)) I'équation (7.16) est alors équivalente a I’équation homogénéisée

{ — div, (D*qu(x)) +o*(@)u(z) = S*(z)  dans Q, (7.18)

u=20 sur 0f).
La condition aux limites de Dirichlet pour u provient du développement asymp-

totique appliqué & la méme condition aux limites pour u.. En effet au premier
ordre €’ on a

uo(z,y,v) =u(z) =0sur I'” = {z € 9Q,v € V,v-n(x) < 0}.

Comme u(z) ne dépend pas de v, on en déduit que cette fonction doit étre nulle
sur tout le bord 9. Remarquons qu’a l’ordre suivant €' il n’est pas possible, en
général, d’imposer que

N
ur(z,y,v) = ; g;i ()w;(y,v) =0 sur I'”
car, d’'une part w; ne dépend pas de x et ne peut donc prendre une valeur
particuliére sur la frontiére 99 (différente d’a l'intérieur de ), et d’autre part
on ne peut pas imposer que Vu(z) s’annule sur 92 puisqu’on a déja imposé que
u(z) s’annule. Cela montre que le développement asymptotique & deux échelles
postulé en (7.12) n’est pas correct tel quel, mais qu'il faut lui adjoindre des
termes supplémentaires, dits de “couches limites”, pour qu’il vérifie exactement
les conditions aux limites. Pour plus de détails nous renvoyons le lecteur a [32].
En conclusion, on a formellement établi le résultat suivant.
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Proposition 7.2.2 La solution u. de l’équation de transport (7.11), quand €
tends vers zéro, est asymptotiquement donnée par

N o T
ue(z,v) ~u(x) + € 2 B, (x)w; (?U) ;

ot w; est solution du probleme de cellule (7.14) et u est solution de l’équation
homogénéisée de diffusion (7.18).

On vérifie que le probléme homogénéisé (7.18), une équation de diffusion,
est bien posé car son tenseur de diffusion est bien coercif. On pourra donc lui
appliquer le théoréme de Lax-Milgram pour démontrer I'existence et 'unicité
d’une solution.

Lemme 7.2.3 Le tenseur D* est défini positif.

Démonstration. Soit £ un vecteur non nul de RY. Nous allons montrer que
D*¢ - £ > 0. Pour cela on introduit la fonction we définie par

N
wf(y7 U) = Z giwi(y7 U)
=1

qui est solution de ’équation

{ v~Vyw5+U(y)(w§—fvw5dv)=—U-§ dans Y x V

y — we(y,v) Y -périodique. (7.19)

On multiplie I'équation (7.19) par we et on I'intégre sur Y. Le terme de transport

disparait car

1
/ v - Vywe we dy = f/ v~nw§ds:0
% 2 Joy

a cause des conditions aux limites de périodicité. On obtient donc

/U(wg—/wgdv>w5dy:—/v-fwgdy
Y % Y

que 'on intégre par rapport a v

//J(wg/wgdv>w5dydv—//vfwgdydv.
vJy % vJy

Comme la fonction (wg — fv We dv) est de moyenne nulle en v, on a aussi

[ (o ) (e

En combinant les deux on en déduit

/v/ya(wg_/vwgdvydydvz_/V/Yv'gwidyd“:D*g'f
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a cause de la définition (7.17) de D*. On a donc D*¢-£ > 0. Montrons que cette
inégalité est stricte. Si D*¢ - £ = 0 pour un vecteur £ # 0, alors on en déduit
que we = [, we dv est indépendant de v et en reportant dans I’équation (7.19)
on obtient

v-Vy(we(y) +&-y) =0dans Y x V.

Comme v est quelconque et we ne dépend pas de v, cela implique que we(y) =
—¢-y+C ou C est une constante quelconque. Le caractére affine de w¢ contredit
la condition aux limites de périodicité dans (7.19). Par conséquent, on doit avoir
D*¢-£>0. m

La formule (7.17) n’est pas totalement explicite car elle dépend des solutions
w; des problémes de cellule que 'on ne peut pas résoudre analytiquement en
général. Le tenseur constant D*, qui décrit les propriétés effectives ou homo-
généisées du milieu hétérogéne, ne dépend pas du choix du domaine €2, de la
source S, ou des conditions aux limites sur 2.

7.2.2 Homogénéisation d’un modéle instationnaire

Nous étudions maintenant le cas d’une équation de transport dépendant du
temps (probléme cinétique en neutronique). Une différence majeure avec le cas
précédent est qu’il n’est plus nécessaire de supposer que le milieu est légére-
ment sous-critique. La criticité, ou non, sera automatiquement détectée par le
processus d’homogénéisation qui est, par conséquent, un peu plus compliqué.
Pour simplifier nous négligeons la présence éventuelle de sources et nous nous
contentons d’étudier I’évolution d’une donnée initiale. On suppose toujours que
le domaine spatial 2 est borné et que ’ensemble des vitesses est la sphére unité
YV = Sy_1 avec une mesure dv telle que fv dv = 1. On cherche la solution
ue(t, x,v) de

Ju, .
Ye L ey Vu, + 6720'(£,’U)u€ = 672/ O'(E,’U,’U/)UG(U/) dv'’
ot € v €
dans ©Q x V, (7.20)
ue(t =0,z,v) = ul(z,v) dans Q x V,
ue(z,v) =0 sur '™,
avec la frontiére rentrante I'™ = {x € 0, v € V,v-n(z) < 0}. La donnée initiale
est supposée étre de la forme
WO (z,v) = u(z, 2, ) (7.21)
€

ot u®(x,y,v) est Y-périodique par rapport a la variable y. Les sections efficaces
o(y,v) et o(y,v,v’) sont positives, bornées et Y-périodiques par rapport a la
variable y mais ne sont pas supposées isotropes, c’est-a-dire qu’elles peuvent dé-
pendre de la vitesse v. Néanmoins, nous allons supposer que ce sont des fonctions
paires de la vitesse, ce qui correspond & un milieu “symétrique” ou réversible du
point de vue des trajectoires,

o(y,v) =o(y,—v) et &(y,v,v")=2a(y, —v,—0). (7.22)
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Pour prendre en compte la possible non-criticité du probléme (7.20) nous mo-
difions notre postulat usuel de développement asymptotique a deux échelles en
introduisant un paramétre supplémentaire A* € R, & déterminer, qui s’inter-
préte comme l'inverse d’un taux de décroissance s’il est positif ou de croissance
s’il est négatif. Autrement dit, on suppose que la solution u, de I’équation (7.20)

s’écrit
—+o0

A%t ; T
(6, =e “u (t7 » ) ’ 7.23
ue(t,x,v) =e Zeu =,V (7.23)

=0

ou chaque terme u;(t,x,y,v) est une fonction de quatre variables t € RT, x €
Q,yecY = (0,1 et v eV, qui est périodique en y de période Y. En y
injectant (7.23) ’équation (7.20) devient une série en e dont les coefficients
forment une “cascade” d’équations. Pour résoudre ces équations nous aurons
besoin d’un résultat d’existence et d’unicité pour les “problémes de cellule” qui
soit I’équivalent des Lemmes 7.1.1 et 7.2.1 : ca sera le Lemme 7.2.6 ci-dessous.
Auparavant, nous devons donner (sans preuve) une version du théoréme de
Krein-Rutman ou du Théoréme 6.4.1 qui corresponde au probléme de cellule
avec condition aux limites de périodicité.

Lemme 7.2.4 1[I existe une valeur propre A* € R et une fonction propre stric-
tement positive ¥(y,v) > 0 dans Y X V telles que

AN+ Vyp+o(y,v)y = / a(y,v,v")(y,v") dv" dans Y x V (7.24)
v .
y— Y(y,v) Y -périodique.

De plus, \* est aussi valeur propre du probléeme adjoint de (7.24) pour une
fonction propre adjointe strictement positive ¥*(y,v) > 0 dans Y x V

—NY* = V" + oy, v)Y*t = / 7*(y,v,v" )" (y,v") dv’ dans Y x V
v
Yy — Y*(y,v) Y -périodique,

(7.25)
avec la section efficace adjointe 6* définie par 6*(y,v’',v) = &6(y,v,v"). La valeur
propre X\* est simple et de plus petit module, parmi toutes les valeurs propres,
pour chacun de ces deuzr problemes. Par ailleurs, parmi toutes les fonctions
propres possibles, seules 1V et ™ sont positives dans tout le domaine Y x V.

Remarque 7.2.5 A cause de la condition de symétrie en vitesse (7.22) sur les
sections efficaces, il est facile de vérifier que la fonction propre adjointe ¥* est
simplement donnée par

P (y,v) = P(y, —v).
Par ailleurs, puisque les fonctions propres sont définies a un coefficient multi-
plicatif prés, on décide de les normaliser de maniére & ce que

/Y /V W(y, v)Y* (y,v) dy dv = 1. (7.26)
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Lemme 7.2.6 Soit un terme source S(y,v) € L*(Y x V). Le probleme

XG40 Vyh+oly,v)é = / 5 (y,0,0 )by, o) dv’ + S(y,v)

A%
dans Y XV,
y — oy, v) Y -périodique,

(7.27)

admet une solution ¢(y,v) € L*(Y x V), unique a l'addition prés d’un multiple
de la premiére fonction propre ¥(y,v), si et seulement si la source vérifie

/ / S(y,0) 4" (y,v) dy dv = 0, (7.28)
Y JY

ot Y*(y,v) est la premiére fonction propre adjointe, solution de (7.25).

Démonstration. Pour vérifier que la condition (7.28) est nécessaire on multiplie
Péquation (7.27) par 1* et on intégre par parties sur Y x V. Le terme de transport

devient
//U-Vygbw*dydvz—/ /U-Vyw*(édydv.
y Jv y Jv

Par ailleurs, en intervertissant ’ordre d’intégration en v et v’ et en utilisant la
section adjointe ¢*, le terme de collision devient

/y /v /V G(y,v,0")(y, v') dv' ¢ (y, v) dv dy =
[ ][ 7oty o) vt

On fait ainsi apparaitre I’équation pour ¥* en facteur de ¢ dans la somme de
ces deux intégrales, qui s’annule donc, ce qui conduit a (7.28). On admettra que
la condition (7.28) est aussi suffisante. m

2

L’équation en ¢~ est

—XNup+v - Vyug + oug = / Fug dv’, (7.29)
%
qui s’interpréte comme un probléme aux valeurs propres dans la cellule unité Y
avec des conditions aux limites de périodicité. Autrement dit, \* est une valeur
propre et ug une fonction propre. D’un point de vue physique, nous calculons
des solutions qui sont des densités de particules, c’est-a-dire qui ont la propriété
d’étre positives. Or, d’aprés le Lemme 7.2.4, seule la fonction propre 1, associée
a la plus petite valeur propre \*, est positive. Donc, dans I’équation (7.29), le
paramétre A* qui vient du développement asymptotique (7.23) est bien la plus
petite valeur propre donnée par le Lemme 7.2.4. De plus, comme cette valeur
propre est simple, la fonction propre ug, solution de (7.29), est nécessairement
proportionnelle a 1. Autrement dit, il existe une fonction u(t, z), indépendante
de (y,v), telle que
UO(t7 T, Y, ’U) = u(t’ 33) w(y’ U)'
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1

L’équation en ¢~ est

—XNup +v-Vyus +ouy = / Fur dv’ — v - Vyug, (7.30)
y

qui est une équation pour I'inconnue u; dans la cellule de périodicité Y avec la
source S(y,v) = —v - Viug. En vertu du Lemme 7.2.6, on peut résoudre en u
si

/ / v - V:DUO(t7x) ¢*(y,v) dy dv =0,
Y Jy

ce qui est verifié, puisque ug = u 1, si

/Y/VW(‘”’”W*(%U) dy dv = 0.

Or, dans la Remarque 7.2.5 on a montré que ¥*(y,v) = ¥(y, —v), et comme
YV = Sy_1 est symétrique, on a

/Y/\}vl/J(?/,v)w*(y,v)dydv :/Y/vm/,(y7v)¢(y7 o) dydv =

(7.31)

—/ / vip(y, —v) ¥ (y,v) dy dv = 0,
Yy JV

c’est-a-dire que la condition (7.28) est bien satisfaite. L’équation (7.30) admet

donc une solution ce qui nous permet de calculer uq(t,z,y,v) en fonction du

gradient V, u(t,z). On note (e;)1<i<n la base canonique de RY. Pour chaque

vecteur e;, on appelle probléme de cellule ’équation suivante avec condition

aux limites de périodicité

—/\*wi+v-Vywi—|—owi:/&widv'—%eidJ dans Y xV
v

(7.32)
y — wi(y,v) Y -périodique.
Par linéarité, on a
N o
uy (ta €, Y, U) = Z 87@’ x)wl(:% ’U) + C(tv 90)7#(2% U)v (733)
i=1 v

ou C(t,x) est n’importe quelle fonction indépendante de (y,v) (sa valeur n’aura
aucune importance dans la suite).

Finalement, I’équation en €° est
ou
—XNug +v-Vyus + oug = / Gus dv' — v - Vyu — —0,
v ot
qui est une équation pour l'inconnue us dans la cellule de périodicité Y. Selon le

Lemme 7.2.6, cette équation admet une solution, unique a ’addition prés d’un
multiple de %, si la condition de compatibilité suivante est vérifiée

/ / (—u Vo — 8“") W* dydv = 0. (7.34)
v Iy at
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Rappelons que, d’aprés la Remarque 7.2.5, 'intégrale du produit ¢* est nor-
malisée par (7.26), et introduisons le tenseur homogénéisé D* défini par ses
composantes

D ——LAvjwi(y,v)w*(y,v) dy dv. (7.35)

Remarquons que 'addition d’une fonction C(¢, )¢ (y,v) & w; ne change pas la
valeur de D; a cause de la relation (7.31). En y insérant I'expression (7.33)
pour uq (¢, z,y,v) (qui dépend linéairement de V,u(t,x)) ’équation (7.34) est
alors équivalente & I’équation homogénéisée

v div,, (D*qu) =0 dans QxRT,

ot
u(t =0,2) = 1%(z) dans Q, (7.36)
u=0 sur 9Q x RT.

La condition aux limites de Dirichlet pour u provient du développement asymp-
totique appliqué a la méme condition aux limites pour u.. La donnée initiale est
définie par

() = /v | w0y dya

ot u’(z,y,v) provient de la donnée initiale (7.21) pour u.. On obtient cette
définition en appliquant le développement asymptotique dans la donnée initiale
(7.21) et en moyennant avec le poids ¥* pour étre compatible avec la normali-
sation (7.26).

En conclusion, on a formellement établi le résultat suivant.

Proposition 7.2.7 La solution u. de l’équation de transport (7.20), quand e
tends vers zéro, est asymptotiquement donnée par

At z N ou x
uc(t,z,v) e e (1/) (E,v) u(t, z) + e; %(Lx)wi (6,1))) . (7.37)

ot (A\*, ) est solution du probléme spectral (7.24), w; est solution du probléme
de cellule (7.32) et u est solution de I’équation homogénéisée de diffusion (7.36).

Une application typique de la Proposition 7.2.7 est le calcul de la puissance
neutronique dans un réacteur nucléaire. Un réacteur est un milieu trés
hétérogene a structure périodique (les assemblages de combustibles ou bien la
cellule composée d’un barreau de combustible entouré d’eau). Un calcul “exact”
est soit impossible, soit trés couteux en temps de calcul, aussi est-il d’usage
de faire des calculs approchés basés sur le premier terme de la formule (7.37).
Au lieu de calculer la solution “exacte” u. on calgule la solution “reconstruite
par homogénéisation”, c’est-a-dire le produit ef%w (%,v) u(t, ). Autrement
dit, on fait un calcul local en transport et un calcul global en diffusion. Une
comparaison entre ces deux solutions, moyennées en vitesse, est visible & la
Figure 7.2. On y remarque que la solution exacte ne vérifie pas la condition aux
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limites de Dirichlet, contrairement & celle reconstruite par homogénéisation.
C’est la raison pour laquelle on introduit parfois un terme correctif de type
“couche limite”.

1.1 T T T T T

’Reconstructed Flux’ ——
’Reference Flux’ ----- i

08 |

0.7

05 |

04

02 LA

01 ./ ',

0 20 40 60 80 100

FIGURE 7.2 — Comparaison entre une solution exacte de I’équation du transport
(trait pointillé) et une solution reconstruite par homogénéisation (trait plein),
d’apres [4].

Remarque 7.2.8 On aurait pu ajouter un terme du type o(x, %, v)uc dans
I’équation de transport (7.20) qui ne serait apparu que dans l’équation en €°
et aurait fait apparaitre un terme supplémentaire o (x)u dans l’équation homo-
généisée (7.36), similaire au terme d’ordre zéro dans l’équation homogénéisée
(7.18) de la section précédente. Cela ne change en rien les probléemes auz va-
leurs propres pour ¥ et ™, ni les problémes de cellule pour w;.

Lemme 7.2.9 Le tenseur D* est défini positif.

Démonstration. La preuve est paralléle a celle du Lemme 7.2.3 (voir [4]). Pour
tout vecteur non nul £ € RY nous allons montrer que D*¢ - ¢ > 0. Pour cela on
introduit la fonction 0, définie par

_ ad vwi(y,v)
Qg(y,v) = Zfz ¢(y,U)
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qui est solution de I’équation

1
U~Vy9§+f;A&¢dv’—¢A695¢dv’:—v-§ dans Y x V

y — Oe(y,v) Y -périodique.

(7.38)

On multiplie I’équation (7.38) par )"0 et on intégre par parties sur Y pour
obtenir

1 2 * *
2AL9£U.(¢V¢ + ¢ V)dy dv

+/ / ) 0¢ (95/ &wdv’—/695¢dv’> dy dv (7.39)
vJY 1% v
—— [ [ vegvvocdyan=Dre ¢
vJy
a cause de la définition (7.35) de D*. D’autre part, en soustrayant (7.25) mul-
tiplié par ¢ a (7.24) multiplié par ¢* on a
v (YVY* + V) = w*/ g dv’ — ¢/ g p* dv'.
v v

On en déduit que

/V/Y eév.(ww*w*w)dydv:/v/y 0? <¢*/V5¢dvx_w/v&*w* dv,) dy do.

Or, en permutant I'ordre des intégrations en v et v’ on a

//egw/&*w* du’dydvz//w*/&engdydv’.
vJY v vJY %

Au total I’équation (7.39) est donc équivalente a

_%/v/yegw* (/\}wm’) dydv—&—%/v/yw* (/\}&9@@) dy &'
+/v/y1p*9§ <95/V5wdv’/v59§¢dv’) dydv=D"¢- €,

c’est-a-dire

1 ~ N, 0. ()2 do D
Z/V/v/yaiﬁ(v )ib* () (B (v) — B¢ (v'))? dv dy dv' = D*¢ - €.

On a donc D*¢ - ¢ > 0. Montrons que cette inégalité est stricte. Si D*¢ - £ =0
pour un vecteur § # 0, alors on en déduit que 8¢ (v) est indépendant de v et en
reportant dans ’équation (7.38) on obtient

v-Vy(le(y)+&-y) =0dans Y x V.

Comme v est quelconque et ¢ ne dépend pas de v, cela implique que 0¢(y) =
—&-y+C ou C est une constante quelconque. Le caractére affine de ¢ contredit
la condition aux limites de périodicité dans (7.38). Par conséquent, on doit avoir
D*¢-£>0. m
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7.3 Exercices

Exercice 7.1 On considére une équation de diffusion avec convection et ab-
sorption

—div (D (%) Vue) —l—V(f) ~Vu€—|—a(f) ue = f  dans Q,
ue =0 sur 082,

ot Q est un ouvert borné de RN. On suppose que le tenseur D, la vitesse V et le
coefficient d’absorption o sont Y -périodiques, régquliers et que D est symétrique
et coercif.

1. Appliquer la méthode des développements asymptotiques & deux échelles
pour ’homogénéisation de cette équation. Veérifier que le tenseur homogé-
néisé de diffusion D* est donné par la formule "usuelle” (7.10) et que la
vitesse homogénéisée V* et le coefficient homogénéisé d’absorption o* sont
des simples moyennes.

2. On se place en dimension N = 1. Calculer explicitement la solution du
probléme de cellule et montrer que

D* = (/OlD‘l(y) dy)

3. On se place maintenant en dimension N = 2 d’espace et on suppose que le
coefficient de diffusion sur la cellule unité Y = (0,1)? est du type D(y) =
d(y)I avec

-1

. di 0<y; <0.5
d(y)_{d2 0.5 <y < 1.

Calculer explicitement les deux solutions des problémes de cellule. Que
vaut D* ?

Indications : le cas mono-dimensionnel est un des trés rares cas ot on peut cal-
culer explicitement des coefficients homogénéisés. Le cas de la question 3, appelé
"structure laminée", est "quasi mono-dimensionnel” car d(y) est indépendant de
y2. On se rappelera que les solutions des problémes de cellule sont des solutions
"faibles", ou variationnelles, ou au sens des distributions. Remarquons enfin
que, pour la question 3, la matrice D* n’est pas scalaire (ce qui correspond a un
milieu effectif non-isotrope) alors méme que la matrice D était scalaire (milieu
isotrope).

Exercice 7.2 (Amortissement /amplification & moyenne nulle) Dans ce
probléeme (assez difficile) on va considérer U’équation instationnaire de diffusion
avec un grand coefficient d’amortissement ou d’amplification

oue 1 (x . T
5 + P (Z) Ue — div (D (Z> Vu5> =0 dans Q2 x (0,7),
ue =0 sur 99 x (0,7),
Ue(x,0) = un(x) dans €,
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ot Q est un ouvert borné de RN . On suppose que le tenseur D et le coeffi-
cient o sont Y -périodiques, réguliers et que D est symétrique et coercif. On fait
Uhypothése supplémentaire

/ o(y)dy = 0. (7.40)
Y

1. On étudie I’homogénéisation de cette équation a l'aide du développement
asymptotique suivant

—+oo

Ue(tv CL’) = Z eiui(tv x,

x
€
=0

)

ou les fonctions y — wu;(t,x,y) sont Y-périodiques. Ecrire les équations
satisfaites par ug, uyi, et ug dans la cellule Y.

2. En déduire que ug(t, x,y) ne dépend pas dey, et que uy(t, x,y) peut s’écrire
comme

N
8u0

ui (t, 2, y) = wo(y)uo(t,x) + Y wk(y)a?k(ta x)
k=1 .

ot (wi)1<k<n sont les solutions du probléme de cellule habituel et wy est
la solution d’un nouveau probléme de cellule que l'on explicitera soigneu-
sement. Montrer que (7.40) est nécessaire pour résoudre en wy.

8. Donner la condition de compatibilité nécessaire et suffisante pour pou-
voir résoudre en us(t,x,y). Montrer que l’équation homogénéisée est de la
forme

0

% +o"ug+ V* - Veug — divy (D*Vaug) =0 dans Q x (0,T),
avec des formules précises pour o*, V* et D*. En utilisant les problémes
de cellule, montrer que V* = 0 et o* < 0 (ce qui montre en particulier
qu’il 0’y a pas de terme convectif dans l’équation homogénéisée).

Indications : pour calculer V* et le signe de ¢* utiliser les formulations varia-
tionnelles pour wy et (wk)1<k<n-

Exercice 7.3 (Homogénéisation avec fort amortissement) Nous étudie-
rons dans cet exercice (difficile) I’équation instationnaire

Ou, 1 T . T

¥ + 6—20 (E) ue — div (D (;) Vue) =0 dans Q x (0,T),
ue =0 sur 02 x (0,T),
UG(CC, 0) = ’U,in(l‘) dans Q’

0w Q est un ouvert borné de RN. On suppose que le tenseur D et le coefficient
o sont Y -périodiques, réguliers et que D est symétrique et coercif.
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On étudie I’homogénéisation de cette équation a laide du développement
asymptotique suivant

Nt

_ , "

uc(t,z) =e € EO e'u;(t, x, ;)
=

ot les fonctions y — u;(t, x,y) sont Y -périodiques. Ecrire les équations
satisfaites par ug, ui, et us dans la cellule Y.

En déduire que ug(t,x,y) est une fonction propre associée & la valeur
propre \* d’un probléme spectral de cellule que 'on déterminera. Désor-
mais on admettra que \* est la premiére valeur propre de ce probléeme qui
est simple et correspond & une fonction propre positive ¥(y) > 0 (par le
théoréme de Krein-Rutman ou Perron-Frobenius).

Pour g(y) € L3(Y), on considére le probleme

{ o(y)w — div, (D(y)Vyw) = X" w=g dansY, (7.41)

y — w(y) Y-périodique.

Montrer que si w € H#(Y) est une solution, alors w + Cv est aussi une
solution pour toute constante C'. Montrer qu’une condition nécessaire pour
pouvoir résoudre (7.41) est que

/Yg(y) Y(y) dy = 0. (7.42)

A partir de maintenant, on admet que (7.42) est une condition nécessaire
et suffisante pour ’eristence d’une solution w € H#(Y) de (7.41), qui est
unique & addition prés d’un multiple de ¢ (c’est encore une alternative de
Fredholm,).

Vérifier que le second membre de I’équation pour uy satisfait la condition
de compatibilité (7.42) et montrer que

ol Ju
ul(t7 xz, y) = Z Zk(y)aixk(tv ZL’)
k=1

ot (zx)1<k<n sont des solutions de nouveaux problémes de cellule & déter-
miner.

Ecrire la condition de compatibilité nécessaire et suffisante pour résoudre
en us. Montrer que l’équation homogénéisée est du type
ou

5 divy (D*Vgu) =0 dans Q x (0,7,

avec une expression explicite pour D* en fonction des (z).
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Indications : pour la question 3, multiplier I’équation (7.41) par ¢ et intégrer
par parties. On rappelle que 'espace H;é (Y) de fonctions périodiques est défini
a la Remarque 7.1.2. De maniére générale il faut suivre la méthode de la section
7.2.2, en plus simple, puisqu’il s’agit ici de diffusion et non de transport. En
particulier le probléme est auto-adjoint, autrement dit ¢* = .

Exercice 7.4 (Homogénéisation pour un probléme de criticité) On va
étudier le probléme de criticité pour calculer la premiére valeur propre A, et la
premiére fonction propre u.
x x
o (f) ue — div (D (7) Vu€> = At dans €,
€ €
ue =0 sur 082,
ot ) est un ouvert borné de RN . On suppose que le tenseur D et le coefficient
o sont Y -périodiques, réguliers et que D est symétrique et coercif.

1. On étudie I’homogénéisation de cette équation a l'aide du développement
asymptotique suivant

+oo o +oo
ue(x) = Z €'u;(x, E) et A= Z €'\
i=0 i=0

ot les fonctions y — w;(x,y) sont Y-périodiques. Ecrire les équations
satisfaites par ug, w1, et us dans la cellule Y.

2. En déduire que uo(x,y) ne dépend pas de y, et que ui(z,y) peut s’écrire
comme

o) =3 )22 )
1\Z, Y _k_l kY (9xk

ot (wg)1<k<n sont les solutions du probleme de cellule habituel.

8. Donner la condition de compatibilité nécessaire et suffisante pour pouvoir
résoudre en ug(x,y). Montrer que I’équation homogénéisée est un probléme
de criticité ot Ao est une valeur propre et ug une fonction propre corres-
pondante. Donner un argument formel qui justifie que \g est la premiére
valeur propre du probléme homogénéisé.

Indication : pour la derniére question utiliser le théoréme de Krein-Rutman ou
Perron-Frobenius.

Exercice 7.5 (Modélisation physico-numérique) (difficile) On va étudier
dans cet exercice un calcul critique a un groupe de neutrons

vos(z)

— div(d(2)Ve(z)) + 0a(2)¢(2) = —F—6(2).

La structure en espace est hétérogéne (en pratique 40 000 crayons "c" de com-
bustibles)

Q=00
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C’est pourquot les fonctions d, o et soy sont variables en espace. L’exercice qui
suit est tiré de Méthodes mathématiques en neutronique [43] (page 194) par J.
Planchard.

La méthode de factorisation consiste a écrire

¢(x) = u(z)i()

dans lequel v est le flux neutronique obtenu par un calcul critique crayon par
crayon (avec une condition de Neumann homogéne au bord de chaque crayon).
L’idée sous-jacente est que u varie peu (en espace) méme si d(x), oq(x), of(x)
et ¥(x) varient beaucoup en espace.
1. Ecrire les équations pour ¥ en notant A, la valeur propre critique sur
chaque crayon (c’est donc une fonction constante par morceauz sur chaque
crayon). Expliquer pourquoi v > 0.

2. Montrer que l’équation réduite pour u s’écrit, dans chaque crayon,
—div(dyVu) + )\Euafu —dVyp.Vu = %l/ofu.
C

3. Montrer que, si on multiplie encore par 1, ’équation réduite pour u devient

¥? v?
— div(dy*Vu) + YOS = .

Quel est l'avantage de cette derniére équation sur la précédente ?

4. Montrer que les conditions aux limites entre le crayon a et le crayon b
s’écrivent & linterface (x € Q4 N )

Ya(@)ua(z) = P (x)up(),

et
da(2)tha () (Ontia)(x) = dp(x)s(x) (Onup)(2).

5. Proposer des formules o*, d* pour simplifier le probléme pour u.

Indications : la deuxiéme équation réduite pour u est plus avantageuse que la
premiére car elle conduit & rechercher les valeurs propres d’un probléme auto-
adjoint, ce qui est beaucoup plus facile. D’autre part, on peut lui appliquer les
formules de moyennes homogénéisées pour les coefficients obtenues a I’Exercice
7.4.
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