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1 Modéle aux moments pour I’équation de transport

1. On pose
1
Lii = ——— Q;Q,dS).
J |SN_1| /SN—l J

La mesure de Lebesgue sur la sphére (ainsi que la sphére elle-méme) est invariante par la symétrie
orthogonale d’hyperplan {x; = 0}. Par cette symétrie, (2;€); est changé en son opposé, sauf si
i = j. Ainsi, I;; = 0 si i # j. Par ailleurs, l'intégrale

1

— 2

est indépendante de j, car la mesure de Lebesgue sur la sphére est invariante par toute rotation
centrée sur l'origine. Donc

1 & 1 11 al 1
Ijj == e Q2O | = — 0F ) do=—.
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2. Le premier moment de f se calcule comme suit :
1 1 1
f(t,x,Q)dQ = E(t,z)dQ + ———— Q- F(t,x)dQ.
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Pour le premier terme, 'intégrande est constante, et pour le deuxiéme, c¢’est une fonction impaire

de Q. Donc )

|SN= Jgn-

Pour le deuxiéme moment, on a :

f(t,2,0)dQ = E(t,z).

1 1

1
W v Qf(t,x7 Q)dQ = m o QE(t, CC)dQ + ——— Q (Q . F(t,x)) dQ

[SN=1 Jgn-
Ici, c’est le premier terme qui est 'intégrale d’une fonction impaire, donc qui est nul. On obtient
donc, pour la composante j (1 < j < N) de ce vecteur,

1

N

1

S5 Janos Q; f(t, 2, Q)dQ = E |SNl|/5N1 Q;Q; Fi(t, x)dS2.
i—1



En appliquant le résultat de la question précédente, on a donc

1 1
v [ (8,02 = T (e.0),
pour tout indice j, c’est-a-dire

1

1
m N1 Qf(t,a:, Q)dQ = NF(t,fL')

3. On intégre I'équation vérifiée par f par rapport & €, et on a, en divisant le résultat par [S™V 1] :

OFE 1

g g
o OV, f(tae,0)d+2E=F
ot +5\SN*1| gN-1 Vaf(t:z, ) +52 g2

Par ailleurs,

1 1 1
OV, f(t, 2, 0)d2 = divy [ —a— Of(t, 2, 0)dQ ) = div, [ —=F ).
ST Jons Vo f(t,z,Q)d div (]SN_1] v f(t,xz, Q) ) iv <N )

D’ou

4. On multiplie ’équation de Boltzmann linéaire par € et on prend la moyenne en ), ce qui
donne :

1 oOF 1 1
A Vo f(ta,Q)d0 + ~ L F =
N8t+5]SN—1\ SN_IQQ Vaf(t,z, ) +N2 0,

car le membre de gauche de I’équation ne dépend pas de 2. Le deuxiéme terme s’écrit aussi
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Calculons, comme précédemment, I'intégrale apparaissant ci-dessus : pour tout indice ¢, on a

1

1
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1
0u0;£(t,2,0)d2 = B(t, )z /S 09,49 = B(t7)

car le terme / 2;Q; Q- FdQ s’annule par imparité en ). En reportant cela dans I’équation
SN-1

ci-dessus, on a donc

N
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On en déduit donc

1 0F 1 1o oFr 1 o

—_— F+ ——=F= dot — + -V, E+—=F=0.

N6t+ NV +N52 0, ou 6t+5v +52 0



2 Limite diffusion pour le modéle aux moments

1. On insére le développement en puissances de € donné par 1’énoncé, a savoir
E=Fy+cE1+e’Fy+..., F=Fy+eF +’F+...,

dans le systéme vérifié par E et F'. En identifiant les puissances de ¢, on a, pour le terme d’ordre

72,

Fy=0.
2. De méme, pour le terme d’ordre ¢!, on a d'une part div,(Fp) = 0, qui n’apporte pas d’in-
formation supplémentaire, et d’autre part V,FEy 4+ oF1 = 0, soit

vxEo = —O'Fl.

3. Enfin, en utilisant I'ordre €% de la premiére équation, on obtient

0FEy 1 .
W + Ndlvx (Fl) = 0,

donc, en utilisant la question précédente,

0Ey 1 . 1
W — Ndlvx (O_VxE0> = 07

Il s’agit bien la d’'une équation de diffusion. Comme on a supposé ¢ > 0, on a bien un coefficient
de diffusion strictement positif.

3 Schéma numérique pour le modéle aux moments

1. En sommant les deux équations du systéme, on obtient

En remarquant que 2F' = u — v, on obtient donc le systéme

ot " cor 22T YT (1)
@_1@+i(_)_0
ot cox 220 WTY

2. Dans le premiére équation du systéme (1), la vitesse est égale a 1/¢, donc est positive. Le
schéma décentré amont consiste & remonter le courant pour les différences finies en espace, donc



a décentrer vers la gauche. Au contraire, la vitesse est négative pour la deuxiéme équation, et on
décentre donc vers la droite. Le schéma correspondant s’écrit donc

n+l n .
u] UJ + 'U,] UJ 1 + i (un N ’Un) _ 0
At eAx 262V Y ’
n+l _ . n no__ .n
Yy Yy Vi1 — Y5 o n n\ __
M 9 (g - =0,
At eAx 2e

3. Considérons une solution réguliére du systéme, que ’on note (u,v). En utilisant un dévelop-
pement de Taylor, on a

+ DAt jAT) — u(nAt, jA 0 At 0%u
u((n+ At j sz u(nat, jAT) 8u( nAt, jAzr) + 5 92 (nAt + & AL jAx), & €]0,1],
At, jAx) — At, (5 — 1A Ax
unAt, jAT) Z(:: LU= 1)Az) gz (nAt, jAx) + 7?(11At JAT 4+ &Ax), & €]0,1].

Ce qui donne une erreur de consistance pour la premiére ligne du systéme qui vérifie

3

Ax
E,=0(At)+ 0O ( >
De méme, Ierreur de consistance de la deuxiéme équation vérifie

By =0 (At)+ 0 (Aw>

£

4. La limite diffusion étant obtenue en faisant tendre ¢ — 0, ’estimation de la question précédente
indique que le schéma ne reproduit pas la limite diffusion.

5. On fait la somme puis la différence des équations définissant le systéme discrétisé sur u et v,
puis on utilise les égalités u + v = 2F et u — v = 2F. On obtient alors

+1
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6. On développe au point (t,$j+1/2) :

Az OF Az? 9°E
E (t,x5) = E (t,2j412) — = 52 (t,jr1p0) + —— 1 82(1& z;+&— ) ¢ €]o,1].

La deuxiéme équation du systéme donne, en utilisant que 0F /0t est bornée,

oFE o
%(ta%‘) = _EF(t’ z;) + O(e)



Comme de plus 02F/0z? est bornée, on a donc
A
E(t,2;) = E (txj1 ) + %F(t, z;) + O(eAz) + O (Az?).

De méme, on a

Ax 0F Az? O’F Ax

On utilise & nouveau la deuxiéme équation, et on obtient de la encore

ocAx

?F(t’ z;) + O(eAz) + O (Az?).

E(t,xj1) = E(t,2j41)2) —
De méme, on a F(t,z;) = F (t,241/) — %%—i (t, 2412 + f%) , pour un certain £ €]0, 1[. La
deuxiéme équation du systéme et le fait que E et F' sont bornées ainsi que leurs dérivées implique
que g—i = O(e), donc
F(t,x;) = F (t,xj11/2) + O(eAx).

De méme, on obtient
F (t,$j+1) =F (t,$j+1/2) + O(&AZL‘)

7. Les équations données par I’énoncé sont équivalentes, aprés somme et différence, a

ocAx
FJR+F‘Jn+1+E;L— ;L_;'_l: <2+ < ) ]7'14_1/2)

1
Jn+1/2 ~ 9 (Ean +FP + Ef - Fyn+1) :

. . . n " . .
Ceci donne effectivement une unique valeur du couple <EZ L1y F /2> , & savoir

£
e = % t oAx (an + P+ B — Egn+1) ;

1
Jn+1/2 ~ 9 (Ean +FP + Ef - Fan+1) :

Le calcul qui vient d’étre fait peut étre fait & nouveau en partant des développements de Taylor
de la question précédente. Ils donnent alors :

F (nAt,zjq0) = S (F (nAt,xj) + F (nAt,zj41) + E (nAt,zj) — E (nAt,xj41))

2 +o0Ax
e2Az eAz?
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(E (nAt,zj) + F (nAt,zj) + E (nAt,zj41) — F (nAt, zj41))

e2Az eAz?
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| =

E (nAt,zj1p) =



Les restes tendent bien vers 0 quand Az — 0.

8. On utilise les valeurs de Fy | /2 et de B /2 obtenues a la question précédente dans le schéma
proposé. On obtient bien
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9. On utilise & nouveau un développement en puissances de €, et on identifie les puissances dans
le schéma. On pose donc

n _ n,0 n,1 2 n,2 n _ n,0 n,1 2 n,2
Ef =E;" +eb +e"E,°+ ..., Ff=F7" +eF;" +e7F;7 4 ...

Comme At et Ax sont fixés indépendamment de ¢, la premiére ligne ne contient que des termes
d’ordre £° ou plus élevé en e. Pour la deuxiéme ligne, I'ordre =2 donne

n,0
F;»" =0.
En reportant cela dans le terme d’ordre €° de la premiére équation, on a

En+1,0 o E'(L,O 2En,0 N E'(LLO o E@,O
J J J Jj—1 J+1
+ =0,

At Az(ocAx)

qui est bien une discrétisation consistante de I’équation
OE° 10%°E° B
ot o 0x2

10. En utilisant des développements de Taylor, on a :

E 1)At, z;) — E(nAt, z; B
(n+1) t,ﬂfAjt) (nAt, z;) :%(nAt’$j)+O(At)7
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et enfin
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Dans les estimations ci-dessus, les "O" sont entendus dans la limite Ax — 0, de fagon uniforme
en €. L’erreur de consistance pour la premiére ligne du systéme est définie par

E((n+1)At,z;) — E(nAt, ;) n F (nAt,zj41) — F (nAt,x-1)

&= At Az(2e + oAx)
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et on obtient donc
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Comme FE et F' sont solutions du systéme de départ, on a

n

i £(2e + oAz) O

2+ oAx 02

(nAt, x;)

O3F e O*F
93 = sotoer ~ 0

O*F 0*FE
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Ainsi,

e2Ax eAz? Az
n— O(A _car e e
& =0 +0 (25+0Aw> +0 <26+0Am) +0 <25+0Am>
On a, de plus,

eAz?
2 + oAz

e2Ax
2e + oAz

1 1
< jele, < §Ax2,
On obtient donc

£l =0 (At +eAz + Az?).



