
MP 567 Transport et Diffusion Xavier Blanc
Théorie du calcul critique

Approche analytique ou continue
Proposition de correction

Exercice I.

1. Le problème spectral direct (de solution λ,N)
s’écrit

{

λN(x) +N ′(x) = 0,
N(0) =

∫

∞

0
B(x)N(x)dx.

Donc

N(x) = e−λxN(0),

et encore

N(0) =

∫

∞

0

B(x)e−λxdxN(0).

La fonction

f(λ) =

∫

∞

0

B(x)e−λxdx

est telle que

f ′ < 0, f(0) > 1, f(∞) = 0.

Il existe donc une unique solution λ > 0.
Montrer qu’il possède une unique solution λ > 0,

N > 0.
2. Le point délicat concerne la deuxième

équation. Pour ce faire nous repartons de la formule
de dualité

(AN, φ) = (N,A∗φ),

pour le produit scalaire L2. D’où

∫

∞

0

(λN(x) +N ′(x))φ(x)dx

=

∫

∞

0

N(x) (λφ(x) − φ′(x)) dx −N(0)φ(0)

=

∫

∞

0

N(x) (λφ(x) − φ′(x) −B(x)φ(0)) dx.

D’où l’expression du problème adjoint

λφ(x) − φ′(x) −B(x)φ(0) = 0.

On a
(

e−λxφ(x)
)′

= −e−λxB(x)φ(0),

donc

e−λxφ(x) = φ(0)−

(
∫ x

0

e−λyB(y)dy

)

φ(0)

=

(
∫

∞

x

e−λyB(y)dy

)

φ(0)

ce qui prouve que φ > 0.
On trace la fonction

x 7→ e−λx

∫

∞

x

e−λyB(y)dy.

On observe qu’elle est bornée et nulle dès que x est
grand.
3. φ est la fonction d’importance.
4. On a la formule

n(t, x) ≈ e−λt (n0, φ)N(x) = eλtN(x)

∫

∞

0

n0(x)φ(x)dx

ce qui montre une croissance exponentielle: il
faudrait prendre en compte la mortalité pour rétablir
une situation stable (λ = 0).
Exercice II.

Dans le cas discret il suffit d’appliquer le résultat
du cours. Nous explorons dans ce qui suit le cas con-
tinu.
1. On fait un raisonnement par récurrence en p

pour montrer que les φ
(p)
1 et φ

(p)
2 sont tous positifs.

2. Soient les différences ϕ
(p)
1 = φ

(p+1)
1 − φ

(p)
1 et

ϕ
(p)
2 = φ

(p+1)
2 − φ

(p)
2 , avec

{

−∇ · (d1∇ϕ
(p+1)
1 ) + σa1ϕ

(p+1)
1 = νσf2ϕ

(p)
2 ,

−∇ · (d2∇ϕ
(p+1)
2 ) + σa2ϕ

(p+1)
2 = σrϕ

(p)
1 .
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On multiplie la première équation par ϕ
(p+1)
1 , on

intègre par partie. D’où
∫

Ω

d1|∇ϕ
(p+1)
1 |2 + σa1(ϕ

(p+1)
1 )2

=

∫

Ω

νσf2ϕ
(p)
2 ϕ

(p+1)
1 .

Donc

σa1‖ϕ
(p+1)
1 ‖2L2(Ω) ≤ νσf2‖ϕ

(p)
2 ‖L2(Ω) × ‖ϕ

(p+1)
1 ‖L2(Ω)

et
σa1‖ϕ

(p+1)
1 ‖L2(Ω) ≤ νσf2‖ϕ

(p)
2 ‖L2(Ω).

De même

σa2‖ϕ
(p+1)
2 ‖L2(Ω) ≤ σr‖ϕ

(p)
1 ‖L2(Ω).

Cela montre que

‖ϕ
(p+1)
1 ‖L2(Ω) ≤

νσf2σr

σa1σa2
‖ϕ

(p−1)
1 ‖L2(Ω).

La série converge alors géométriquement dès que

ν σf2 σr

σa1 σa2
< 1 ⇐⇒ ν <

σa1 σa2

σf2 σr

.

En fait l’inégalité précédente établit que le facteur
multiplicatif est < 1. On retrouve le critère du cours.
3. Il y au moins trois conséquences. Il n’y a

pas de solution au calcul de criticité car ν ≥ 1. La
série ne converge pas. La solution du calcul avec
source n’est pas physique (les solutions peuvent de-
venir négatives).
Exercice III.

1.

On part du modèle
{

−∇ · (d1∇φ1) + σa1φ1 = 1
λ
νσf2φ2,

−∇ · (d2∇φ2) + σa2φ2 = σrφ1,

dans lequel λ est le facteur de multiplication effectif.
Sous forme condensée

−Dφ+ σaφ =
1

λ
Fφ+Gφ, φ = (φ1, φ2).

Les variations sont reliées entre elles par
(

−D + σa −
1

λ
F −G

)

δφ

+

(

−δD + δσa −
1

λ
δF − δG

)

φ+
δλ

λ2
Fφ = 0.

La fonction adjointe φ⋆ est solution de

−D⋆φ⋆ + σ⋆
aφ

⋆ =
1

λ
F ⋆φ⋆ +G⋆φ⋆, φ⋆ = (φ⋆

1, φ
⋆
2).

Ici D = D⋆ et σ = σ⋆. Donc
(

φ⋆,

(

−δD + δσa −
1

λ
δF − δG

)

φ

)

+
δλ

λ2
(φ⋆, Fφ) = 0.

Cette formule permet de calculer la dérivée de λ

par rapport aux différents paramètres à partir des
dérivées des opérateurs.
On s’intéresse à présent à ∂νλ. On a directement

∂νλ

λ2
(φ⋆, Fφ) =

(

φ⋆,
1

λ
(∂νF )φ

)

.

Or ∂νF = 1
ν
F . Donc ∂νλ = λ

ν
. La solution est

λ
ν
= Constante. C’est une solution évidente et sans

intérét, car dans le modèle initial, seul le produit ν
λ

apparaissait.
2. On a

∂σa1
λ = −λ2

(

φ⋆, (∂σa1
σ)φ

)

(φ⋆, Fφ)

= −λ2 (φ⋆
1, φ1)

νσf2 (φ
⋆
1, φ2)

.

Toutes les fonctions φ⋆
1, φ2, · · · sont > 0 (c’est un

résultat extrêmement important). Donc ∂σa1
λ < 0:

si on augmente l’absorption alors le facteur multipli-
catif diminue.
3. Il faut diminuer l’absorption. On peut chercher

aussi à ralentir une plus grande proportion de neu-
trons rapides ce qui va favoriser les réactions de fis-
sion. Pour cela il faut augmenter σr.
Exercice IV.

1. On a

d

dt

∫

∞

0

n(t, x)dx =

∫

∞

0

∂tn(t, x)dx

=

∫

∞

0

(−∂xn−B(x)n(x) + 4B(2x)n(2x))dx
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=

∫

∞

0

B(x)n(x)dx > 0.

Et par ailleurs

d

dt

∫

∞

0

n(t, x)xdx =

∫

∞

0

∂tn(t, x)xdx

=

∫

∞

0

(−∂tn−B(x)n(x) + 4B(2x)n(2x))xdx = 0.

2. Le problème critique direct est

λN(x) + ∂xN(x) +B(x)N(x) = 4B(2x)N(2x).

Le problème adjoint est

λφ(x) − ∂xφ(x) +B(x)φ(x) = 2B(
x

2
)φ(

x

2
).

La condition en zéro est N(0) = 0. Il n’y a pas de
condition en zéro pour φ.
Au temps long on a

n(t, x) ≈ eλtN(x)

∫

∞

0

n0(x)φ(x)dx.

Malthus a théorisé la croissance de la population hu-
maine (et la compétition avec le peu de croissance des
ressources alimentaires).
3. Sur le problème adjoint on voit directement

que λ = b et φ(x) = 1 convient. Par ailleurs

∂xN(x) = N

∞
∑

n=0

(−1)n+1αn2
n+1be−2n+1bx,

et

4bN(2x) = 4bN

∞
∑

n=0

(−1)n+1αne
−2n+2bx

= −4bN

∞
∑

n=1

(−1)n+1αn−1ne
−2n+1bx.

La relation est vraie ssi

bαn − αn2
n+1b+ bαn = −4bαn−1, n ≥ 1,

et

bα0 − α02b+ bα0 = 0.

Prenons α0 = 1 puisque cette équation est triviale-
ment vérifiée. La récurrence s’écrit ensuite

αn =
4

2n+1 − 2
αn−1 =

2

2n − 1
αn−1.

4. Pour x suffisament grand (2bx ≥ 1) la série est
alternée de premier terme > 0. Donc le résultat est
positif.
5. C’est un peu technique mais sans difficulté

véritable. On commence par multiplier par la fonc-
tion sgn(N(x)). L’égalité

∫

∞

0

|N(x)|dx =

∫

∞

0

N(x)sgn(N(
x

2
))dx.

indique que sgn(N(x)) = sgn(N(x2 )) pour tout x. Or
N(x) > 0 pour x grand. Donc N(x) > 0 pour tout
x.
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