MP 567

Transport et Diffusion

Xavier Blanc

Théorie du calcul critique
Approche analytique ou continue
Proposition de correction

Exercice 1.
1. Le probleme spectral direct (de solution A, V)
s’écrit
AN(z) + N'(z) = 0,
{ N(0) = ;7 B(z)N(z)dx.

Donc
N(z) = e *N(0),

et encore
N(0) = / B(z)e *dzN(0).
0
La fonction
fo) = / B(z)e Mdx
0
est telle que
f1<0, f(0)>1, f(o0) =0.

Il existe donc une unique solution A > 0.

Montrer qu’il possede une unique solution A > 0,
N > 0.

2. Le point délicat concerne la deuxieme
équation. Pour ce faire nous repartons de la formule

de dualité
(AN,¢) = (N, A"¢),

pour le produit scalaire L. D’ot1

/O TN () + N'(2)) é(a)da

_ / " N(@) (M) — () dz — N(0)6(0)

- / " N(@) (M) — & (2) — B)g(0)) da.

D’ou I'expression du probleme adjoint
Ap(x) — ¢/ (x) — B(x)¢(0) = 0.
On a ,
(€7 6(2))" = =" B(x)¢(0),

donc

e N(z) = 9(0) — ( I eMB(y)dy) 5(0)

= ( / N e—AyB<y>dy) ¢(0)

ce qui prouve que ¢ > 0.
On trace la fonction

x ef)‘z/ e~ B(y)dy.

On observe qu’elle est bornée et nulle des que x est
grand.

3. ¢ est la fonction d’importance.

4. On a la formule

n(t,x) = e M (ng, @) N(z) = e’\tN(x) /OO no(x)¢(x)dx
0

ce qui montre une croissance exponentielle: il
faudrait prendre en compte la mortalité pour rétablir
une situation stable (A = 0).

Exercice II.

Dans le cas discret il suffit d’appliquer le résultat
du cours. Nous explorons dans ce qui suit le cas con-
tinu.

1. On fait un raisonnement par récurrence en p
pour montrer que les qbgp ) et qbép ) sont tous positifs.

2. Soient les différences <p§p) = ¢§p+1) - qbgp) et

) = o — o, avec

V(i) 4 0010 = vl
-V (szcpépH)) + aagsogpﬂ) = arwgp)-



On multiplie la premiere équation par @&p +1),

integre par partie. D’ou

1 1
/Qd1|v<,0§p+ )|2 +0a1(¢§1)+ ))2

on

1
:/Vo_f2(pép)(p§p+ )
Q
Donc
+1 +1
a3 20y < voplleo® Lz < 16V l2 @
et (p+1) (p)
+1
garlle?’ N2y < voralles” 2 q)-
De méme

+1
Gazll o L2 < onllo® L2 (0)-

Cela montre que

VO 20y

e+, < (e=1)y
ler iz < oo ler Lz

La série converge alors géométriquement des que
Vof2 Or Oal Oa2

Of2 Op

<le=v<
Oal Oa2

En fait 'inégalité précédente établit que le facteur
multiplicatif est < 1. On retrouve le critere du cours.

3. Il y au moins trois conséquences. Il n’y a
pas de solution au calcul de criticité car v > 1. La
série ne converge pas. La solution du calcul avec
source n’est pas physique (les solutions peuvent de-
venir négatives).
Exercice III.

1.

On part du modele

{ -V (d1V¢1) + 0a11 = %V0f2¢2a
-V (d2v¢2) + 0a2¢2 - UT¢1?

dans lequel X est le facteur de multiplication effectif.
Sous forme condensée

Db+ 0wt =y F6+Go, 6= (01, 02)

Les variations sont reliées entre elles par

<D+O—a§FG>5¢

1 oA
—0D — —0F — —F¢=0.
+( 0D + do, )\5 6G)¢+/\2 ¢=0
La fonction adjointe ¢* est solution de
1
—D¢* +out = S+ G, 67 = (41, 6)).

Ici D = D* et 0 = o*. Donc

(o0, (-50 50, Lor - 55) )

oA
+3 (07, F¢) =0.
Cette formule permet de calculer la dérivée de A
par rapport aux différents parametres a partir des
dérivées des opérateurs.

On s’intéresse a présent a d,A. On a directement

Oy A
\2

* * 1
(@.70) = (4. 50.)9).
Or 0, F = %F. Donc o, \ = % La solution est
% = Constante. C’est une solution évidente et sans
intérét, car dans le modele initial, seul le produit %

apparaissait.
2. Ona
0*, (95,,0)9)
Oy A= _)\2(—1
“ (¢*, F'¢)
_ e (61.6)

Vo f, (d’;v ¢2) .

Toutes les fonctions ¢7, @2, -+ sont > 0 (c’est un
résultat extrémement important). Donc 9,, A < 0:
si on augmente ’absorption alors le facteur multipli-
catif diminue.

3. Il faut diminuer ’absorption. On peut chercher
aussi a ralentir une plus grande proportion de neu-
trons rapides ce qui va favoriser les réactions de fis-
sion. Pour cela il faut augmenter o,

Exercice IV.

1. Ona

oo

), n(t,x)d:c/o ogn(t, z)dx

_ /O " (Coun — B(a)n(x) + AB2o)n(22))dz



:/ B(z)n(z)dz > 0.
0
Et par ailleurs

d oo o0
— n(t, z)xdx = / On(t, x)xdx

= / (=0 — B(z)n(x) + 4B(2x)n(2x))zdr = 0.
0
2. Le probleme critique direct est
AN(z) + 0;N(z) + B(x)N(z) = 4B(2z)N (2z).

Le probleme adjoint est

x

Ab(@) = De6(@) + Bla)o(w) = 2B(5)0(3).

x
2
La condition en zéro est N(0) = 0. Il n’y a pas de

condition en zéro pour ¢.
Au temps long on a

n(t,xz) ~ eMN(x) /OOO no(z)o(x)dx.

Malthus a théorisé la croissance de la population hu-
maine (et la compétition avec le peu de croissance des
ressources alimentaires).

3. Sur le probleme adjoint on voit directement
que A = b et ¢p(x) = 1 convient. Par ailleurs

8IN(:C) = N Z(il)n+lan2n+1b€72n+1bm,
n=0

et
DN (22) = 4N Y (~1)"Flaye 20
n=0

= —4bN Z(—l)”“an_lnednﬂbz.
n=1

La relation est vraie ssi

bay, — 2™ + bay, = —4bo,—1, n>1

)

et
bag — ap2b + bag = 0.

Prenons ag = 1 puisque cette équation est triviale-
ment vérifiée. La récurrence s’écrit ensuite

4 2

n = ondt g%l T gn g

Q1.

4. Pour z suffisament grand (2bx > 1) la série est
alternée de premier terme > 0. Donc le résultat est
positif.

5.  Clest un peu technique mais sans difficulté
véritable. On commence par multiplier par la fonc-
tion sgn(N(x)). L’égalité

[ @i = [~ Nasm G

indique que sgn(N(x)) = sgn(N(3)) pour tout 2. Or
N(z) > 0 pour z grand. Donc N(z) > 0 pour tout
x.



