ECOLE POLYTECHNIQUE
3éme année, MAP/MAT 567
Transport et diffusion (G. Allaire, F. Golse)
Examen écrit du 18 Mars 2019 (2 heures)

1 Equation de Boltzmann linéaire : 12 points
Soient £,0 > 0 et v > —1. On considére 'opérateur de Boltzmann linéaire

Af(z,p) = —p0u f (2, p) — o f (x, 1) + o (1 +7)(f)(z)

@ =4 [ olmn.

On étudie le probléme aux valeurs propres

(VP) Af(z’:u) = )‘f(xvﬂ)

dans V'espace de Hilbert $ des fonctions mesurables f = f(z, u) sur R x [-1,1]
vérifiant
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Pour tout f € $, on notera
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Flhk ) = / Ty ) dy .
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On rappelle que toute fonction de ) s’écrit

Pl ) = g7 3 Flhk, e/

keZ

la série étant convergente dans ).

(1) On suppose que A = —o. Existe-t-il f € HNC(R x [—1, 1]) solution de (VP),
non identiquement nulle, et telle que 9, f € C(R x [—1,1])?
On suppose désormais que A # —o.

(2) Soit f € HNC(R x [—1,1]) telle que I, f € C(R x[—1,1]), solution de (VP).
En supposant que X est réel, calculer f(k,u) en fonction de {(f(k,-)) pour tout
entier relatif k. R
(3) Déduire du (2) une équation vérifiée par (f(k,-)) pour tout entier relatif k.
(4) A quelle condition sur I'entier relatif k existe-t-il un réel A, (¢, 0,7) tel que
le probléme (VP) admette une solution non identiquement nulle p.p. en z, u?
(On remarquera que, pour a, b réels tels que a > 0, 'on a

1 a— by

a+ibp a2+ b2u2’

et que la partie imaginaire de cette expression est une fonction impaire de p.)



(5) Donner la suite des valeurs propres réelles A; (¢, 0,7) du probléme (VP).
(6) Préciser la plus grande valeur propre réelle du probléme (VP).

On s’intéresse au cas ot la période £ > 1 et ou v = I'/¢%.
(7) On pose X = z/l et F(X,u) = f(z,un). On suppose que f est solution du
probléeme (VP) avec A = A/¢2. Ecrire 'équation vérifiée par Fy.
(8) Rappelez (en utilisant les résultats du cours) ’équation de diffusion vérifié
par F; que I'on obtient & la limite lorsque ¢ tends vers I'infini.
(9) Quelles sont les valeurs propres du probléme de diffusion de la question (8) ?
(10) Quel est le comportement asymptotique de g (¢, o, T'/£?) quand £ — +o0o?
(11) Y a-t-il une notion de taille critique, c’est-a-dire de valeur critique de la
période 2¢ pour ce probléme ? Donnez une interprétation physique a votre ré-
ponse.

2 Schéma numérique : 8 points

Soit une vitesse constante et non-nulle a # 0. On considére I’équation d’ad-
vection linéaire dans (0,1) avec une condition aux limites de périodicité

Ou +a@ =0 pour (z,t) € (0,1) x R}
ot Ox (1)
u(t,0) = u(t,1) pour t € R}

u(0, ) = ug(z) pour z € (0,1),

ol ug(x) est une fonction continue sur le segment [0, 1]. Pour At > 0 et Az =
1/N > 0 (avec N un entier positif), on définit les noeuds d’un maillage régulier

(tn,xj) = (nAt, jAz) pour n >0, j € {0,1,...,N},
ainsi que les points “milieux”

(tns1/2,Tj41/2) = (n+1/2)At, (j + 1/2)Az) pour n > 0,5 € {0,1,...,N}.
n+1/2
(tn,j41/2) et (tn+1/2,xj]), respectivement, de la solution exacte u(t,x). On
considére le schéma de Thomée, pour 0 < j < N,

On note u7, ulig et ou , une approximation discréte au point (t,,z;),

n+l . n n+1/2 o n+1/2
Y1z Yiryz | Y T —0
At Az ’ (2)
2u” =u” , +u’ et u T2 = gyntl +u”
j+1/2 j+1 Jj J j J*

avec la donnée initiale u]Q = up(z;) et la condition aux limites de périodicité est
prise en compte en posant uf = u. On note U™ le vecteur de composantes uy,
pour 1 < j < N. Les deux derniéres équations algébriques de (2) sont appelées

"relations boite".

1. Montrer que le schéma (2) peut s’écrire
AU™! = BU™, (3)

avec deux matrices A et B que l'on précisera. Montrer que la matrice A
est inversible, donc que le schéma est bien défini.



2. Dans le cas ou la condition aux limites de périodicité est remplacée par
une condition aux limites de Dirichlet nulle en entrée (en z =0 si a > 0,
en z =1 sia <0), le schéma est il implicite ou explicite en temps ?

3. Montrer que le schéma (2) est consistant et précis a I'ordre 2 en espace
et temps. Indication : on choisira soigneusement le point (¢,x) autour
duquel on fera un développement de Taylor.

4. En multipliant (2) par u;’jrrll ha Uj, 1 /o, MONtTEr qUe

N N
n+1 n+1 _ n n\2
E (]+1 + Uy ) —E (Uj+1+“j)-
=1 =1
En multipliant (2) par u?jrrll —ulq = U?H + u}, montrer que
N
(u7_1+1 n+1
Z Jj+1 2 : J+1
j=1 j=1

5. Déduire de la question précédente que le schéma (2) est inconditionnel-
lement stable en norme L2. Que peut-on dire de la convergence de ce
schéma 7



