Introduction a ’optimisation continue
Controle
(9 janvier 2018)

Exercice | : algorithme de Dykstra et variantes

On considére X un espace Euclidien (de dimension finie). On rappelle que pour une
fonction convexe, semi-continue inférieurement (sci) f: X — RU {+o0},

1
prox;(z) = argmin f(z) + S|z — z|)?.
z 2

On considere f,g convexes, sci et on suppose quon sait facilement calculer prox; et
prox,. On cherche un algorithme pour calculer

_ . 1 _
prox,.4,(7) = argmin f(z) + g(z) + 5 | — 71 (4)
1. On introduit f*, g* les conjuguées de Legendre-Fenchel de f,g. Rappeler comment
on exprime prox¢. en fonction de prox;.

L’identité de Moreau dit que prox . (r) = & — prox,(z).

2. On suppose qu’il existe un point dans I'intersection des intérieurs relatifs de dom f et
dom g. Déduire de 1. que si & minimise (4), &£ = Z— ¢ — 2 ou (g, 2) minimise le probléme

min [*(y) + 9°(2) + 5 ly + = — 7l ()
Les hypothéses [Lemme 4.18 du cours| garantissent que 'inf-convolution
v [0y (z) = min f*(y) +97(2)
est convexe, sci et que le min est atteint. De plus, on a |Corollaire 4.19] f*Og* = (f+9g)*.

D’apres l'identité¢ de Moreau, & = & — prox; +g)*(af‘). Donc pour calculer z il suffit de
savoir calculer un minimiseur £ de

1
min [ min f*(y) + ¢*(2) | + =[|¢ — Z||?
in (s, 1) +9°()) + 5l )
ce qui (du fait que le min sur y, z est bien atteint [Lemme 4.18|) est équivalent a (B).
3. Montrer que 'on sait trouver, a y fixé, le point z, qui minimise

. 1 _
min g*(2) + 5 ly + 2 = &1 (B,)



et de méme, & z fixé, le point y, qui minimise
o 1 _
win £*(y) + 3y + 2 = 7P, (B.).

Donner une expression de y. et z, en fonction de y, z et en utilisant les fonctions prox,
et prox,.

A nouveau, c’est parce qu'on sait calculer prox; et proxg, et donc, par I'identité de
Moreau, prox;. et prox,.. On a plus particuliérement z, = prox,.(Z —y) = 7 —y —
prox, (7 —y) et de méme y, = prox;. (T — z) =T — 2 — prox,(T — 2).

Algorithme de minimisations alternées. On introduit pour (B) un algorithme de mi-
nimisations alternées : étant donné y°, on définit pour k > 0 z* solution de (Byk) puis
y**+1 solution de (B.x). On pose x* k
z¥ — & solution de (A).

On introduit, pour y fixé, la fonction

=T —y" — 2k pour k > 0, et on veut montrer que

. 1 _ N 1 _
G*(y) :==ming*(2) + slly + 2 — Z[|* = " (2) + 5 lly + 2y — Z|*.
z 2 2

4. Montrer que G* est convexe, C! & gradient 1-Lipschitz, et que VG*(y) = 2y +y—T.
En déduire que y**! = Prox f« (y* — VG* (y")).

G*(y) est la régularisée de Moreau-Yosida de ¢g* au point Z — y (notée (¢*)1(Z — y)
dans le cours). Son gradient est donc bien 1-Lipschitz, voir par exemple la section 4.3 du
cours. On a V(g*)1(§) = § — prox,« (), donc VG*(y) = 2y +y — T.

5. En notant (g, 2) une solution optimale de (B) et & = Z — § — Z, montrer que pour
tout (y, 2),

et en déduire que pour tout k,
* * * [ A * [ A 1 ~
P+ = () + G () > §l\wk — 2.

La premiére formule est une conséquence du fait que le probléme est fortement convexe
par rapport a (y + z). On peut par exemple écrire que si on pose { =y + 2, { =7+ 2,

x . 1 . PR 1 .
F@)+ 9"+ Slly+ 2= ol = £ + 5 l1E — 3l

> £°0"(€) + 1€ - 7l + Sl ~ &I



en remarquant que € est le minimiseur (unique) de la fonction fortement convexe f*Og*(&)+
Lje — a2

La deuxiéme formule s’obtient en remarquant que 2 minimise (Bj), de sorte que g (2)+
9+ 2 —z||> = G*(9). Par ailleurs, par définition G*(y*) = g*( M)+ gllyF + 28—z
On déduit alors la seconde formule de la premiére.

6. En déduire que ||zF — 2| < ||y° — §||/Vk. Proposer une variante de 1’algorithme
améliorant ce taux et vérifiant [|2* — 2|| < 2||y° — 9|l /(k + 1).

La formule (42) du cours (avec 7 = 1) montre que f*(y*) +G*(y*) — (f*(9) +G*(9)) <
ly° — 9]12/(2k), par conséquent |z*F —z||> < ||y° — 9||?/k. Pour accélerer, on peut ici
appliquer I'algorithme « FISTA ». Ainsi, on va poser plutét pour tout k : g% = y*+ B (y* —
yF1) avec B = (tg — 1)/tk+1, te = (k+1)/2, et Y"1 = (I +0f*) "L (g" — VG* (7)) ;
en pratique cela implique qu’on trouve z* en minimisant (B k) puis y**1 en minimisant
(B,x). D’aprés le cours, on a alors ||zF — z|2 < 4/(k + 1)?[jy" — 9|2

7 - Algorithme de Dykstra. Montrer (utiliser les expressions demandées en 3.) qu’on
peut réécrire l'algorithme de minimisations alternées (pour y° = 0) sous la forme

[

1.y°=0,2"1'=0,272 = 7; tpourk>0
2. ¥ = prox, (2" ~2 4 ok D), 2% = 2F1 4 (2F %—zk);
3. Mt = prox(zF + y¥), g = y¥ + (a* :ck+%)
On a vu que zF = prox,«(z —y kY =z —9F —proxg(a_?—yk) et de méme yFt! = prox s« (7 —

K =7 —2F - proxf(:c — M. Donc

T — yk - Zk = prOXg(j — yk) = prOXg<]_/' _ ylf _ Z]i—l 4 Zk‘—l)’
=y = 2" = prox(z — ) = prox,(z — y* — 2 + 5.
En posant 2F~2 := Z — y¥ — 26=1 on obtient bien que z¥ = proxg(xk—% R et

23 = proxf(x + 9¥). Les formules pour calculer 2* puis y*! sont aisément déduites.

8 - Un cas particulier. On suppose maintenant que f = dg et g = dp ou E et F sont
des ensembles convexes fermeés, d’intersection non vide ie. : f(z) = 0si ¢ € E, +o0
sinon). Que valent prox,(z), prox,(r)? Quelle est la limite de I'algorithme de Dykstra ?

On suppose de plus que E et F sont des espaces affines. Montrer que pour tout k,

k1 Fety® L E. En déduire que 'algorithme de projections alternées : 20 = Z,
k+2 Mg (z*), 281 = TIp(z**2) converge vers Ipnp(Z), ont II4 est la projection
orthogonale sur ’ensemble A.

Bien stir, prox¢(r) = arg mingep 1€ — 2||? est IIg(x), la projection (orthogonale) de
sur E. Et l'algorithme de Dykstra, qui converge vers prox; +g(iﬂ), converge vers le projeté
de x sur £ N F puisque 0 + 0 = dgnp-

Dans le cas ou E est affine, on verifie par récurrence que y* L E. En effet, 40 = 0, et
si on suppose y* L E., alors :r“‘? = proxf(:L +yF) = Op(zF + %) = HE( ), tandis



que yFtt = yF + (2F — J,]H_%) L E puisque ¥ — IIg(2¥) € E+. Donc on n’a pas besoin
d’utiliser ¥ (ni de le garder en mémoire) au cours des itérations. De méme si F est affine,
on peut oublier z¥. Dans ce cas 'algorithme de Dykstra est équivalent & un algorithme
de projections alternées.

Exercice Il

Calculer les « prox » des fonctions suivantes :

L 7f,7>0, f(x) = |[2>/3 (z € R);

2. la fonction de « Huber » h(z) = 2%/2si |z| < 1, |z| — 1/2si |z| > 1.
3. Sa conjuguée h*(y) = y?/2 si |y| < 1, o0 sinon.

4. f(z) = max¥, z;, * € RY (on écrira le probléme sous la forme

. 1 2\ . o1 2
win (o i+ 3o ol ) = min (14 min Yo — %)

i=1,...,

pourquoi 7) Sans restreindre la généralité, on pourra supposer qu’on calcule prox f(f)
pour T tel que 1 > To > -+ - TN

5. f(u) = [% (u)?/2dz, u € L*(R) (+o0 siu ¢ H'(R)) : on montrera que v = Prox su
est donné par p * u, on p(t) = e~ /2.
Exercice IlI

Suggérer des algorithmes pour résoudre :

1. PowzeRY N>1:
min | Az — b||?
s | <Lyi=1,...,N

(norme Euclidienne, A € RN p ¢ RY).

2. Pourz,ze€ RN N>1:

N
mim{”x—az\2 g <1,i=1,..., N, fo < 52}
=1

(0 > 0 donne).

Lorsque c’est possible, donnez les taux de convergence.



Exercice IV : splitting de trois opérateurs

On veut résoudre

AL+ BE+CES0 (Zer)

ou A, B,C sont des opérateurs maximaux monotones dans un espace de Hilbert X et
C est co-coercif : (Cx — Cy,x —y) > 7||Cz — Cyl||? pour tout z,y (notamment donc,
1/~-Lipschitz).
On introduit le Splitting de Davis et Yin (2015), pour 7 > 0 :
Tr:=1—Jp+Jrao (2, — I —7CoJ,),
ot comme toujours J, 4 := (I +7A)~!. On introduit alors I’algorithme : 20 € X, zF*+1 =
T,z pour k > 0.

1. Quels sont les points fixes de T 7
On a x = T,x si et seulement si
Jrpr = JraA(2J;px — v — 7CJgx)
& Jpr+T7AJ.gr=2J.gr —x —7CJ. gr
& x—Jgr+ 1A, gr+7CJ g >0
& BJ.pr+AJ.pr+CJ-px >0

en utilisant que x — J.px = 7BJ;px. Donc x est point fixe si et seulement si J.gx résout
(Zer).

2. Que devient I'algorithme si A=07si B=07siC =07

Pour A = 0, J;4 = I, et on trouve T = (I — 7C) o J,,. Il s’agit d'un algorithme
implicite-explicite (ou explicite-implicite décalé d’une demi-itération).

Pour B=0, T, = J;a0 (I —7C), il s’agit d'un algorithme explicite-implicite.

Pour C' =0, il s’agit du splitting de Douglas-Rachford introduit en cours.

3. Montrer que (I — 7C') est un opérateur #-moyenné pour 0 < 7 < 27, ou § = 7/(27).
On peut donc écrire I — 7C' = (1 — 0)I 4+ 0S pour un opérateur 1-Lipschitz S.
C’est une question de cours. On a
I(I = 7C)a — (I = 7C)y||* + ||7Cx — 7Cy|?
= |lz =yl = 27 (x — y,Cx — Cy) + 27°||Cx — Cy|?
< & = yl* +2r(r =)0z = Cy|? < ||z - y|?
lorsque 7 < . Ainsi, pour 7 < 7, I — 7C est « firmly non expansive » et donc (1/2)-

moyenné (on peut donc l'écrire (I + S)/2 avec S non expansif, i.e., 1-Lipschitz).
S10 <7 <2y, enposant § =7/(2y) € (0,1), on a

I—7C=1-2v0C =20(I —~4C) + (1 —20)] = 6S + (1 — 6)I

qui est f-moyenné.



4. Pour 7 < 27y on a donc:
Tr=1—-Jp+Jrao(Jry — I+ (1 —0)I+6S)0 J.p),

et l'on rappelle que J.p = (I + R;p)/2 et J-, = (I + R+4)/2, ot R;4, R.p sont non-
expansifs. On peut donc écrire (avec Sy = (1 — 0)I + 65S) :

1 1
T = 5 (I -+ SGJTB) + iRTA © (JTB -1+ SOJTB> . (1)
Notamment, par convexité et en utilisant que R, 4 est 1-Lipschitz,

1
HTTx - TTZ/H2 < §H(I - JTB + SQJTB)x - (I - JTB + SOJTB)yH2

1
+ §HRTA (J’TB -1+ SGJTB) T — RTA (JTB - I+ SHJTB) yH2

IN

1
N = Jop + Sodep)z — (I = Jop + S o)yl

1
+ §H(JTB — I+ SpJp)z— (Jrp — I+ SeJ-p) y|°.

k

En déduire que T’ est non-expansif. Peut-on en déduire que " converge ? Proposer une

modification de 'algorithme qui garantit la convergence.
L’identité du parallélogramme entraine que

1
SIT = Jop + SoTep)e = (I = Jop + So Ty

1
+ I (Jep — I+ SpJep)x = (Jrp — 1+ Sp o)y’
= (I = Jrp)x = (I = Jrp)yl* + 1S0Jrpx — SpJrpyll” < [l =yl (3)
en utilisant que Sy est non-expansif et J,p « firmly non expansive ».

Mais on n’a pas montré que 7 était moyenné : on n’est donc pas sir de la convergence.
Une méthode convergente consisterait a poser 21 = az® + (1 — a)Tr2* pour a € (0,1).

5. On peut montrer (difficile) que T, est effectivement moyenné (on n’a pas utilisé
jusqu’ici le fait que Sp Iétait). On remarque que les expressions qui apparaissent dans (1)
s’écrivent :
I—Jp+SeJrg= 1—-0)I+60(I—-J,p+SJ:B),
Jp—1+SeJip= 2-0)J;p—(1—-0)I+0(—1+ SJ;p)
= (1-0)R.5+0(J;p—I+SJ.p).

L’équation (1) se réécrit :

T, =0T+ %(I~J5+STp)+3Ra (1 - 0)Ryp+0(Jop — I + SJrp))
= (-4 0



ou
T =140~ Js+S)B)+ gRea (1= 0)Rep +0(Jr5 — I+ SJ;p)).

En s’inspirant de la question 4. (en particulier (2)), montrer que T est non-expansif.
Conclure. (Remarque : le papier original de Davis et Yin montre un taux de moyennage
légérement meilleur (2/(2 — 0))).

On écrit a nouveau

1Tz — Tyl|*> < %511 = Jrp + STep)x — (I — JTB + SJ-B)y|?

+ g | Rra((L = 0)Rrp + 0(Jr5 — I + SJ-p))x — Rea((1 = 0)Rep + 6(Jrp — I+ SJr5))yl?
< LGH(I J.p+ SJp)x — (I — T3+ SJB)y|?
+ (1 - +0(Jrp—I+SJ.58)x—((1—=0)Rrp+0(Jrg — I+ SJ.5))yl>

puisque R4 est 1-Lipschitz. De plus,

(1= O0)Ryp+0(Jrg — I+ STrp))z — (1 — 0)Rep + 0(Jrs — I + SJ-5))yl?
< (1 =0)|Rrx — Rypyl* +0||(Jrp — I+ SJ;p)x — (Jrg — I + SJT-)yl>
<=0z —yl>+0|(Jrs — I+ STB)x — (Jr5 — I+ SJ,8)y|?

puisque R.p est 1-Lipschitz. Donc :
HTx - Ty\\z < fﬁ”(l —Jrp+SJp)r— (I — Jrp+ SJrp yH2
+ 155l (Jrp = I+ STrp)e — (Jop — I+ STrp)yl® + 1551w — yl®

Comme a la question 5., I'identité du parallélogramme donne

(I — Jop + SJop)x — (I — Jop + SJ-5)y|
+|(Jrp — I+ 8Jr5)x — (Jrp — I + SJ:5)yl
=2(II = Jrp)z — (I = J-p)yl* + |1ST-px — SJT-pyl?)
<2(I(I = Jrg)z — (I = J-B)yl? + || Jrpz — Jrpyl®) < 2|z -yl

puisque S est 1-Lipschitz et J;p est « firmly non expansive ». On en déduit que
2
1Tz = Ty|* < Fplle = ylI> + 1551w = yl* = llz — y)*.

Donc T est moyenné (de facteur (1+86)/2). Il en résulte, d’aprés le théoréme de Krasno-
selskii et Mann, que ¥ converge (faiblement) vers un point fixe z, et donc tel que J, gz
résout (Zer) (on suppose qu’il y a des solutions).



