Fonctions génératrices, Fonctions caractéristiques, Convolution

1 Fonctions génératrices

Si X est une variable aléatoire a valeurs dans N, la fonction génératrice de X est définie comme
o
Gx(s) =E(s¥) = 3 pis*
k=0
oil p, = P(X = k) et ou on adopte la convention 0° = 1.

Proposition 1.1. La fonction génératrice vérifie les propriétés suivantes

(7) Son rayon de convergence est supérieur ou égal a 1 et elle est C* sur (—1;1).
(ii) Elle caractérise la loi de X (i.e. deux fonctions génératrices égales correspondantes a des v.a.
de méme loi). /

(791) limy - Gx(s) = E(X).
(iv) Si X etY sont deuz variables aléatoires a valeurs entiéres indépendantes alors Gx 1y = Gx .Gy

On rappelle que si E(X) < oo, la dérivée de Gx est prolongeable par continuité en 1 et Gx
devient dérivable a gauche en 1.

Théoréme 1.1. Si Xy, Xo, ... est une suite de v.a.i.i.d. de fonction génératrice commune Gx et
si N est une variable aléatoire a valeurs dans N indépendante des X; et de fonction génératrice
Gn, alors Sy = X1+ Xo+ ... + XN a pour fonction génératrice

Gsy(s) = Gn(Gx(s))-

1) Moyen mémotechnique : pour se souvenir de l'ordre dans lequel les fonctions sont composées,
remarquer que si N est déterministe (P(N =n) = 1) alors on doit retrouver la formule donnant la
fonction génératrice de n v.a.i.i.d. soit Gg,(s) = Gx(s)", et I'on a Gn(s) = s".



2) Démonstration : Par le théoréme de Fubini et indépendance de N et (X; : i € N),

Gsy(s) = E(Q_L(N =n)s™1H+)

1.1 Exercices

Exercice 1.1. On rappelle que si X est une variable aléatoire a valeurs dans N, la fonction
génératrice de X est définie comme

Gx(s) =E(s¥) = 3 prs*
k=0

ot pp = P(X = k) et olt on adopte la convention 0° = 1.
0) Rayon de convergence de la série ?
1) Montrer que la fonction génératrice de X caractérise complétement sa loi.
2) Montrer que Gx est C™ sur (—1;1) et que si X est intégrable alors
lim Gy (s) = E(X)

s—1—

Donner un résultat analogue pour la variance. Montrer de méme que E(X(X —1)...(X — k +
1)) = G®(1-). Indication. On utilisera et montrera le théoréme d’Abel : Soit a, > 0 et G(s) =
Y onen ans”. Si G(s) est fini pour s < 1, alors lims_1 G(5) =),y tn.

3) Montrer que si X et Y sont deux variables aléatoires a valeurs entieres indépendantes alors la
fonction génératrice de X + Y est le produit de Gx et de Gy. Réciproque ?

4) Calculer les fonctions génératrices des distributions suivantes : v.a. constante X = ¢, variable
de Bernoulli de parametre p, distribution géométrique (P(X = k) = p(1 — p)¥~! pour k& > 1),
distribution de Poisson, distribution binomiale B(n,p). Vérifier sans calcul que la somme de deux
variables indépendantes B(n,p) et B(m,p) est B(n + m,p).

5) On appelle fonction génératrice jointe de deux v.a. X; et Xy a valeurs dans N la fonction
GX1,X2(51v S2) = E(S{ﬁ‘s;{Q)'
Montrer que X; et X9 sont indépendantes si et seulement si
Gx, xa (51, 82) = Gx,(51)Gx;, (s2)

pour tous si et so.



Solutions : 0) Le rayon de convergence de la série est supérieur ou égal a 1.

1) Remarquer que l'on a py = %Gg];) (0).

2) Gx est une série entiére et donc en tant que telle C™° sur son disque de convergence. D’autre
part, pour tout s € (—1,1), on a (en utilisant le théoréme d’Abel)

Gx(s) =3 kpes*™ 121 Y kpr = E(X)
k=1 k=1

De méme, on montre que si X a un moment d’ordre 2

Var(x) = lim [6Q(s) + GY (s) - GV ()]

3) Gxyy(s) = E(sXsY) = E(s¥)E(sY) = Gx(s)Gy(s) par indépendance de X et Y. La réciproque
est fausse (comme elle l’est pour les fonctions caractéristiques, cf Exo 2.5). Ce qui est en revanche
vrai, c’est que si la fonction génératrice du couple (X,Y) (définie par G x y)(s1,s2) = E(s7sd))
s’écrit comme le produit direct de Gx et Gy (i.e. G(ny)<81,82> = Gx(s1)Gy(s2)) alors les deux
variables X et'Y sont indépendantes (voir la question 5)).

4) On obtient successivement G(s) = s¢ (variable constante), G(s) = (1 — p) + ps (variable de

Bernoulli), G(s) = > 32, sfp(1 — p)F~t = % (variable géométrique de parametre p), G(s) =
Yoreo sk),;—];e_’\ = =1 (variable de Poisson), G(s) = (q + ps)" (variable binomiale B(n,p),

g = 1—p.) On peut voir que la somme d’une B(n,p) et dune B(m,p) indépendantes est une
B(n+m,p) de deux maniéres : d’une part on peut interpréter la somme comme la somme de n+m
variables de Bernoulli indépendantes. Mais on peut simplement multiplier les fonctions génératrices
en utilisant le 3)

5) Si Xy et Xy sont indépendantes, s;'' et s5% aussi et on a donc E(s3's5?) = E(s7")E(s5?).
Réciproquement, si cette relation est vraie, on a

> P(Xy =m; Xp =n)sTsh = (Y P(X1 =m)sT)(D_P(Xy = n)s).

Il suffit de développer le deuxiéme membre et d’identifier terme a terme pour déduire que P(X; =
m; Xo =n) =P(X; = m)P(Xe =n).

Exercice 1.2. Une poule pond N oeufs, et N est une distribution de Poisson de parametre A.
Chaque oeuf éclot avec probabilité p et les éclosions sont des évenements indépendants. Soit K
le nombre de poussins. Calculer la fonction génératrice de K et en déduire que K suit une loi de
Poisson de parametre Ap.

Solution : On a Gx(s) = q+ps, Gn(s) = D00 g s"2re ™ = A=Y Done Gk (s) = Gn(Gx(s)) =
eMatps—1) — M(s=1) K suit donc une loi de Poisson de paramétre \p.



1.2 Processus de branchement : ’extinction des grands noms

Source : Grimmett G., Stirzaker D., Probability and Random Processes, 5.4 pp.
171-174 On pourra aussi consulter I’Ouvrard tome II p 529 quand on connait les chaines de Mar-
kov et les martingales. Ou Modélisation stochastique et simulations - Bercu Chafai, p125, pour des
simulations.

Au dix-neuvieme siecle, en 1873 exactement, H-W. Watson répond & une question posée par F.
Galton la méme année. 11 s’agit d’expliquer la tragique et progressive disparition des grands noms
de T'aristocratie anglaise. Des noms des grands personnages de Shakespeare, bien peu ont laissé
descendance : ou sont maintenant les Gloucester, et les Buckingham ? Les processus de Galton-
Watson, appelés aussi processus de branchement, modélisent la reproduction et permettent de
calculer la probabilité d’extinction. On suppose qu’une population évolue par générations et que
Zyp, désigne le nombre d’individus de la n-iéme génération. Chaque membre de la n-iéme génération
donne le jour & une famille de membres de la n 4+ 1-iéme génération et la taille de cette famille est
une variable aléatoire. On fait les hypotheses suivantes :

(a) Les tailles X; des familles de tous les individus sont des variables indépendantes
(b) Toutes ces tailles X; ont méme loi et on note G leur fonction génératrice et m leur moyenne.

On supposera dans la suite que Zg = 1. On appelle G,,(s) = E(s%") la fonction génératrice de
Z,. Notre but est de savoir quand la population s’éteint, i.e. Z,, stationne a zéro :

Théoréme 1.2. Quand n — oo, P(Z, =0) - n=P(In € N: Z, =0). La probabilité d’extinction
1 peut étre calculée comme la plus petite racine positive de ’équation s = G(s).
De plus, n=1ssim<1etP(X=1)<1.

Interpréter ce résultat, que nous allons maintenant prouver (question 3.c)), et observer un
exemple de v.a. convergeant vers 0 sans que son intégrale ne le fasse.
Exercice 1.3. 1) Montrer que Gy, (s) = G(G(...(G(s))...)), l'itérée n fois de G.

2)On pose m,, = E(Z,) et 02 = Var(Z,). En dérivant une fois, puis deux fois en s = 1 la relation
Gn(s) = G(Gn_1(8)), montrer que E(Z,) = m", Var(Z,) = no? sim = 1,

0_2 (mn _ 1)mn71

m —

Var(Z,) =

si m # 1.

3) a) Montrer que P(Z,, = 0) = G,,(0) est une suite croissante qui converge vers 1 et que
n=P(EFneN:Z,=0)=inf{s € [0,1] : G(s) = s}.

b) Montrer que si m < 1, alors n < 1 implique P(X =1) = 1.
c¢) Prouver le théoréme énoncé plus haut.

4) On suppose que les tailles de familles ont la distribution géométrique P(X = k) = ¢p¥, avec
qg=1-—p.



a) Avez-vous une interprétation pour cette hypotheése ? Vérifier que G(s) = ¢(1 — ps)~! et, par
récurrence, que
n—(n-1s . 1
G S)—m——7-—"—— 1 = = -,
n(s) =7, sp=a=5
q pn _ qn —ps pn—l _ qn—l
Gy A ( )

pn+1 _ qn+1 _ ps(pn _ qn)

si p#q.

b) En déduire que

n . 1

n+1
q(p" —q" :
P<Zn_0)_pn(+1_qn—21 sip#q.

c¢) En conclure que, sous les hypotheses précédentes, la probabilité d’extinction 7 de la population
des descendants vérifie

n=1sip<q n="2 si p>q.
p
Obtenir directement ce résultat a partir du théoréeme.

Solution

1) C’est tres simple, mais la démonstration du Grimmett-Stirzaker est pourtant un peu confuse. On
a sz, = ZZZ:"l X;, ou X; est la taille de la famille du ¢-eéme individu de la génération n — 1. Il s’agit
d’une somme d’un nombre aléatoire de v.a.i.i.d. de fonctions génératrices GG, ce nombre aléatoire

Zyn—1 ayant une loi G,,. Donc par le théoreme 1.1, on a G,, = G,,_1 o G et on conclut parce que
Gi1=0G.

2) On rappelle que si X est une v.a. de fonction génératrice G, alors EX = G'(1) et var(X) =
G"(1) + G'(1) — G'(1)2. En dérivant comme indiqué, on a G/,(1) = G'(1)G’_;(1) et donc m,, =

n—1
mmy—1, soit m, = m". En dérivant deux fois, on obtient G (s) = G"(Gn-1(5))G,_1(s)* +
G'(Gp1(5))G"_,(s), soit G (1) = G"(1)m>™=Y £ mG”_,(1). On en tire la relation de récurrence
02 = o?m?>™=1) 4-mo2 | qui donne bien les résultats annoncés.

3) a) La croissante de la suite u,, = P(Z,, = 0) vient de la croissance de G et du fait que u; > 0 = up.
Définir ensuite n comme le premier point fixe, et utiliser la stabilité de [0, n] pour conclure par crois-
sance majorée. Enfin I’événement {Z,, = 0} croit vers {3n € N: Z,, = 0}.

b) Faire un dessin : c’est la convexité de G. Utiliser que si m < 1, la courbe est au dessus de
sa tangente donc au dessus de la premiere bissetrice. Pour qu’il y ait un point fixe avant 1, il faut
donc qu’elle se confonde avec la premiere bissectrice sur un segment, ce qui par analycité implique
G(s) =setdonc P(X =1)=1.

Sim > 1, alors il existe un point fixe strictement inférieur a 1 par TVI puisque G(0) > 0 et
G(z) < x dans un voisinage de 1 (exclu).

4)a) Simple calcul.
b) On a P(Z, = 0) = G,(0), ce qui donne tout de suite le résultat annoncé en utilisant la question
précédente.

Passons a l'interprétation, du point de vue de Galton et Watson :sip < g,onap < % et donc la
distribution des tailles décroit tres vite. De plus on vérifie facilement que ’espérance du nombre de



descendants par individu est G'(1) = %p. Doncsip < %, cette espérance est inférieure a 1. Dans ce
cas, il y extinction! Si p > %, I’espérance du nombre de descendants est supérieure a 1 et tend vers
I'infini quand p — 1. Dans ce cas, il y a une probabilité de ”survie du nom”. Mais la probabilité
d’extinction reste importante puisque elle est égale a %. Il peut y avoir extinction méme dans une

famille prolifique et les grands noms, donc, peuvent disparaitre.

2 Fonctions caractéristiques

Bien que 'on présente souvent la transformée de Fourier de maniere autonome en probabilités,
I’essentiel de la théorie, et en particulier les théoremes d’inversion, sont plus complétement décrits
grace a la théorie des distributions. Voir par exemple Bony J.M., Cours d’Analyse. Dans ce T.D.
nous suivrons essentiellement le Tome II d’Ouvrard (chapitre 12) car la fonction caractéristique y
est traitée pour des v.a. & valeurs dans R%. Pour un traitement tres élégant et rapide dans le cas
de v.a. réelles, voir le chapitre 16 de Williams, Probability with martingales. On a besoin de v.a.
vectorielles a cause, notamment, du traitement des vecteurs gaussiens.

2.1 Généralités

Définition 2.1. Soit 1 une mesure finie sur RY. On appelle transformée de Fourier de p appli-
cation de R% dans C définie par

(Fu)(t) = ft) = / et (d).

R4

(Ici, x.t est le produit scalaire usuel de x et t € RY)
On appelle fonction caractéristique d’une variable aléatoire X la transformée de Fourier de sa loi
w=1Px. Elle est notée px et vaut

px(t) =E(e) = p(t), (teR?).

Proposition 2.1. Propriétés élémentaires
1) f(0) = p(RY), ox(0) =1.

2)Vt e RY, |a(t)] < p(RY), |ox(t)] < 1.

3) vt € Rd? ﬂ(it) = /l(t)’ SDX(*t) = SDX(t)'
4) Soient A € L(RY R*) et b € R, alors

vt € R¥, paxsb(t) = px(A)e,
ou A* désigne l’adjoint de A.

On va montrer pour deux mesures bornées p1, (s que
— fui1 = fi2 implique py = pa.

= [F(u ® pa)] (t1,t2) = [Fua](t1)[Fuz](te)-



Deux v.a. qui ont méme transformée de Fourier sont égales (injectivité).
Pour deux v.a. aléatoires indépendantes X7 et X5 :

Px,x0) (T 12) = ox, (B)ex, (t2),  px+x, () = px, (D) ex, ()

Exercice 2.1. Montrer que les fonctions /i et ¢x sont uniformément continues sur R
Indication : Fizer € > 0 et choisir n tel que u(B(0,n)¢) < e, montrer et utiliser l'inégalité |e"** —
et < lu—tf] |||

Exercice 2.2. Exemple trés important : la gaussienne

On pose
1 _ll=l)?

9o(x) = me 207

Vous devez savoir démontrer sans aucune hésitation les relations suivantes :
1) La fonction gq est une densité de probabilité sur R?.
2) Pour tout f € Cy(R%), limy_o(f * go)(x) = f(z).

3) Montrer (de trois facons) que pour tout ¢t € R?,

qity=e "2 = (Vam)lgi(t).

Solutions :
1) Se ramener au cas de la dimension 1 avec Fubini et et se souvenir comment l’on montre que

fR e~ /2dx = \/2r. Il faut pour cela regarder fRQ exp(—[2? 4+ y?]/2)dzdy en polaire
2) Utiliser le théoréme de Lebesgue aprés changement de variable y = oz.

3) On commence a se ramener au calcul en dimension 1 par le théoréme de Fubini.

— Premiére méthode trés simple que l’on peut trouver dans le chapitre 9 de Bony, Cours d’Ana-
lyse, sur la transformée de Fourier. Poser g(s) = fR 5T~ dx et montrer en utilisant le
théoréme de dérivation sous le signe somme que g est C et déduire de Uexpression de g' en
intégrant par parties que g est solution de 'équation différentielle 2g'(s) + sg(s) = 0.

— Une autre méthode utilise la formule de Cauchy appliquée a la fonction holomorphe g(z) =
exp(—22/2) sur le circuit composé des segments [(—r,0), (r,0)], [(r,0), (r,t)], [(r,1), (=7, 1)],
[(—=r,t), (—7,0)] en faisant tendre r vers l'infini.

— Une troisieme méthode élégante consiste a remarquer que

_@=i)? 2

1
gl(t):%/ﬂf z e 2dx.

f(z) = /R 5 .

On démontre trés soigneusement en utilisant le théoréme de dérivation sous le signe somme

On pose alors

que f est holomorphe sur C. Comme f est constante et €gale a /27 sur R par un changement
de variable trivial, on conclut par prolongement analytique.



2.2 Injectivité de la transformée de Fourier

Définition 2.2. (Convolution d’une mesure bornée et d’une fonction). Soit ;. une mesure bornée
sur R? et f une fonction borélienne telle que, pour tout x, la fonction y — f(y—x) soit p-intégrable.
On pose

(Fem@ = [ 1=y

Exercice 2.3. Théoreme d’injectivité de la transformée de Fourier sur les mesures
bornées

Il s’agit de montrer que deux mesures bornées sur R® qui ont méme transformée de Fourier sont
égales. Cette démonstration suit Ouvrard, Tome II, pp. 202-204.

1) Soit 1 une mesure bornée sur R?. Montrer en appliquant le théoreme de Fubini et la relation (d)
de I'exercice précédent que

e =) = (\/21?)d /Rd () g1 (ov)e” ¥V dv.

2) Expliquer pourquoi une mesure bornée sur R? est déterminée par la donnée pour tout f € Cx (RY)
des intégrales [pq fdpu.
En déduire qu’il suffit de donner une expression de [ fdu en fonction de i pour montrer 1'unicité.

3) Montrer en appliquant le théoréme de Lebesgue que
[ g =t [ (7 ) @du(o).
Rd c—0 JRd
4) En appliquant le théoreme de Fubini, en déduire que

/Rd fdu = lim /Rd FW)(go * 1) (y)dy.

5) En utilisant le 1), déduire que

[ rin = m%d tim [ (v ( / ﬂ(v)m(av)e—mdv) dy.

6) Enoncer le théoreme d’injectivité de la transformée de Fourier.

7) Application : soit x4 une mesure bornée sur R? telle que /i soit Lebesgue-intégrable. Alors p est
absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue et sa densité est donnée par

1 .

h(z) = —— [ [(t)e tat.
(@) = o7 [, i0e

Indication :

1) On utilise gl(a.)(y —x) = 91(0-)(33 —y) = V2rgs(z —y) pour
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2) Il suffit de montrer que ces mesures coincident sur les ouverts car ils forment un mw-systéme
des boréliens. On montrera brievement que toute fonction caractéristique d’ouvert est une limite
croissante de fonctions continues a support compact (En effet, soit g,(x) = max(0,1 — r||z||).
Quand r — 0, cette fonction tend en croissant vers 1. Posant h,(z) = inf(1, 1d(z,Q°)), puis
kr(x) = gr(x)he(z), on vérifie que cette suite de fonctions convient, quand r — 0).

7) Commencer par montrer en appliquant le théoréme de Lebesgue que

. 1 ‘
~ —iy.v A —iy.v
/Rd fi(v)g1(ov)e™ " dv — Vo) /Rd fie”"Vdy

Puis, appliquer a nouveau le théoréme de Lebesgue dans la relation 5) avec f € Cx (RY).

Exercice 2.4. Transformée de Fourier et indépendance (Ouvrard, tome II, pp. 204-208).
On considére des mesures bornées g et ps sur R et R% et la mesure produit pu; ® po.

1) Montrer en appliquant le théoreme de Fubini (on rappelle que F désigne la tranformation de
Fourier) que

[F (1 @ p2)] (t1,t2) = [Fua](t1)[Fual(ta).

2) Soit X = (X1,X3) une v.a. a valeurs dans R% x R9. Déduire du 1) que X; et Xy sont
indépendantes si et seulement si

P(x1,x2) (B, t2) = @, (t1)px, (t2).
On utilisera I'injectivité de la transformée de Fourier.
3) Remarquer que ¢y, (t1) = ¢x, x,(t1,0).

4) Si g et pg sont des mesures bornées sur R?, on a F (g * o) = Fuy Fpo.
Rappel (Ouvrard p. 63) : la convolée de deux mesures py et pa, pi * po est la mesure image de
w1 ® po par Uapplication somme. Cela signifie que pour toute fonction mesurable positive,

/ fur * po = / f(z1 + z2) 1 ® po(deides).
Rd Rdx R4

Appliquer cette formule avec f(x) = 't et utiliser le théoréme de Fubini.

Exercice 2.5. Un contrexemple (Brémaud P., Introduction aux probabilités : Modélisation des
phénoménes aléatoires, p. 134, exercice 13).
On consideére le sous-ensemble de R?,

1 1
C={(y) e, z-g<y<zouy>z+ .}

1) Dessiner C.

2) Soit X et Y deux variables aléatoires de densité de probabilité fxy constante sur C, nulle
ailleurs. Calculer la valeur de la constante et les densités de X et Y. En déduire que X et Y ne
sont pas indépendantes.



3) Calculer les fonctions caractéristiques de X, Y et X + Y pour montrer que
ex (t)ey (t) = pxv (b).

Solution

Un calcul élémentaire montre que la constante vaut 2. On désigne par fx la densité de X et par
fy cellede Y. On a

+o0
fx(z) = / Ifxy(z,y)dy = 1o qy(z)

et )
fy(y) =L (y)-

X et Y ne sont pas indépendantes puisque

Ix@)fy(y) # fxy(z,y).

et — 1 2 e — 1
90X+Y(U):< in ) ,SOX(U)=<PY(U)=< n )

Exercice 2.6. (Williams, Probability with martingales p. 238) Calculer la fonction caractéristique
de la loi uniforme sur [—1, 1]. Montrer qu’il n’existe pas de variables aléatoires i.i.d. X et Y telles
que X — Y ait cette loi uniforme sur [—1,1].

Or on a

2.3 Fonctions caractéristiques : ce qu’il faut absolument savoir

1) La défénition d’une fonction caractérisque.
2) Retrouver rapidement les propriétés élémentaires sur les fonctions caractéristiques.

3) Connaitre par coeur la fonction caractéristique de la Gaussienne et connaitre une méthode pour
la retrouver. Savoir aussi comment calculer les fonctions caractéristiques des lois usuelles.

4) Savoir que la fonction caractéristique caractérise completement la loi d'une v.a. (injectivité de
la transformée de Fourier) .

5) Etre au courant de la formule d’inversion de Levy. Aller y jeter un oeil, ou méme les deux ([?],
pp. 175-177).

6) Savoir que si X et Y sont indépendantes alors la fonction caractéristique de (X,Y) s’écrit comme
le produit direct des fonctions caractéristiques de X et Y et réciproquement.

7) Connaitre le théoreme de Lévy.

8) Savoir que si X posséde un moment d’ordre n alors la fonction caractéristique de X est n-fois
dérivable et le théoreme de dérivation sous le signe somme s’applique. Etre au courant aussi que la
réciproque est fausse : On peut avoir une fonction caractéristique dérivable en 0 sans que la variable
aléatoire X ait un moment d’ordre 1 (Voir ouvrard tome 2 par exemple).
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3 Convolution de mesures

La convolution de deuz objets (fonctions/mesures, en discter ou en continu) en x est donné par

[ Fz—y)gy)

Définition 3.1. (Convolution de deux fonctions). Soit fi et fo deux fonctions boréliennes intégrables
sur de R% dans R. On pose

(e (@) = [ A=) )

Définition 3.2. (Convolution d’une mesure bornée et d’une fonction). Soit p une mesure bornée
sur RY et f une fonction borélienne telle que, pour tout x, la fonction y — f(y—x) soit p-intégrable.
On pose

(Fen@ = [ fa=uldy).

La convolée de deux mesures 1 et pa, (1 * po est la mesure image de p1 ® po par U'application
somme. Cela signifie que pour toute fonction mesurable positive,

/ fuaxpg = / f(z1 4+ 22) 1 ® po(dzides).
R4 R4 x R4

Plus spécifiquement, on peut définir la convolée de deux mesures sur R, py et ps, par

o0
pr s pa() = o0.al) = [ (] = o,z = yl)aldy)
— 0o
Proposition 3.1. Si X et Y sont deux variables aléatoires indépedantes de lois respectives u et \,
alors la loi de X +Y est la convolée de la loi de X et p.

Ce qui fait que la loi de la somme de n variables i.i.d. est la convolée nieme de la loi commune.
Nous explorons dans le probleme suivant la question de la répartition des points qui se trouvent a des
distances i.i.d. Les convolées successives jouent un role primordial dans ’approche fonctionnelle de
ce probléme, dont les applications en modélisation et en statistiques sont multiples. Nous donnons
par ici une conséquance naturelle (le théoréme de renouvellement) et une conséquence paradoxale
(le paradxe de I’autobus)

3.1 Probleme : Théorie du renouvellement

Ce probleme mélange différentes notions d’analyse : convolution, point fixe, uniforme continuité,
densité, espace de fonctions... Il est motivé par des questions de probabilités abordées a la fin. Il
s’inspire beaucoup de Feller tome II Introduction to probability. Parmi les applications possibles,
on donne a la fin la loi du temps d’attente du prochain bus passant a une station ou les temps
d’interarrivées des bus sont i.i.d. : elle fait apparaitre un paradoxe flagrant puisque le temps moyen
d’attente n’est pas le temps moyen entre deux bus divisé par 2, mais peut méme étre supérieur au
temps moyen entre deux bus.
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On considere une mesure positive A sur les boréliens de R et on note supp A son support :
supp A :={x € R:Ve >0, N[z — €,z +¢€]) > 0}

La convolution entre deux mesures positives A et p est notée A u et définie (quand elle existe) par
oo
M= oo, = [ A0 = oo, — yhuldy).

— 00

On va s’intéresser dans ce probleme aux convolées successives d’une mesure de probabilité \ a
support dans RT :
)‘(] - 0070[) =0, /\([0700)) =1

et Pon note \** la suite de mesure définie par
)\*O — 50 )\*k+1 = A% )\*k

ol dg est la masse de Dirac en 0. Plus précisement, on consideére la mesure positive

U= i )\*k
k=0

qui est la clef pour comprendre la répartition asymptotique des points disposés a intervalles
indépendants identiquement distribués.

3.2 Densité a ’'infini

1) Vérifier que supp U = U2 jsupp N
2) Montrer que supp U contient 0 et est stable par addition, i.e. 0 € supp U et Va,b €
supp U, a + b € suppU.

Le support de U est un ensemble qui tend a se densifier quand x augmente et on va déterminer
dans quel cas il devient dense & 'infini. On dit que D C [0, 00 est dense & 'infini ssi

Ve>0, Fzg>0, Vr>x9: DNr,x+¢€ #0.

On pose r =inf{b—a : a <b, a,b € supp U}.
3) Montrer que si r > 0, alors supp U C rN.
4) Montrer que si r = 0 alors supp U est dense a 'infini.
5) Montrer que si {1,v/2} C supp A, alors suppU est dense & I'infini.

En conclusion, ou bien supp U est dense a 'infini, ou bien il est inclus dans un réseau. On se

place désormais dans le premier cas, c’est a dire que pour tout r > 0, supp U C rN, et on dit que
A n’est pas arithmétique.
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3.3 Equation de convolution

On définit la convolution f * u entre une fonction f : R — R et une mesure positive p comme
(quand elle existe)

e /fm— uldy).

On cherche ici a résoudre ’equation

f=g+fxx (R)

ou g est une fonction mesurable par rapport aux boréliens de R, bornée et a support compact inclus
dans R et \ est une mesure de probabilité & support dans R™ qui n’est pas arithmétique (voir la
question précédente). Pour cela on introduit la mesure U,, définie par

U, = zn: N
k=0

1) Montrer que pour tout h > 0, il existe C' > 0 tel que pour tout z > 0, U([z,z + h]) < C.

Ce résultat dit simplement que l'intensité du nuage de points n’explose pas quand z — oo.

2) Montrer que f, = g * U, converge simplement vers g x U et est uniforment bornée en n sur
R.

3) Montrer que si ¢ : R — R est bornée, uniformement continue et vérifie ( = (*x A et Vr € R :
¢(x) < (0), alors Yz € R : ((x) = ¢(0).

4) Montrer que I’équation (R) admet une unique solution bornée sur tout compact qui est égale
agxU.

5) On suppose ici g continue & support dans [0, K] et on note f = g x U la solution considérée
dans la précédente question.
a) Montrer que f est bornée et uniformement continue.
b) En supposant que g est C! & support dans [0, K], montrer que f est dérivable puis que limsup,,_, ., f'(z) =
0 en considérant ¢, (.) = f/(t, + .) avec lim,, o0 f/(tn) = limsup,_,, f'(z).
En déduire que pour tout a > 0, f(z +a) — f(x) — 0 quand z — oo.
c¢) Montrer que pour tout a > 0, f(z+a) — f(z) — 0 quand z — oo.

3.4 Théoremes de renouvellement

1) On note Cx (R) I'ensemble des fonctions continues sur R a support compact que I’on munit
de la norme infinie sur R. On dit qu’une suite de mesures v, converge faiblement vers v quand pour

tout f € Cx(R),
/ f(z)v,(dr) "*“/ f(x

Soit vy, des mesures positives sur R telles que pour tout pour tout compact K, sup,,cy vn(K) <
00.
a) Montrer qu’il existe une sous suite extraite Vg(n) qui converge faiblement vers une mesure positive
.
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b) Montrer que si v, converge faiblement vers la mesure de Lebesgue dz, que f est intégrable par
rapport a v, et directement Riemann intégrable sur R (voir la définition plus bas) alors,

/ f(z ynd:n”_m/f

2) Montrer que si une mesure positive v est finie sur tout compact vérifie que pour tous z € R et
feclx® f f(@)v(z+dz) = ffooo f(x)v(dx), alors v est proportionelle & la mesure de Lebsegue.

3) On peut maintenant démontrer le résultat fondamental de renouvellement, pour toute mesure
A non arithmétique. Ce résultat indique que quand x — oo, le nombre de points moyen du nuage
qui se trouve dans [z, x + h| devient proportionnel & h.
a) Montrer que si A n’est pas arithmétique, pour toute fonction f Riemann directement intégrable

sur RT,
/fx— U(dy) = m~ / e

Tr—00

En particulier, pour tout h > 0, U([z,z + h]) — h/m.
b) Montrer que ce dernier résultat est faux si A est arithmétique.

3.5 Interprétation probabiliste

On considére maintenant un espace de probabilité (€2, P).
1) Pour tous A, u mesures de probabilité, vérifier que A x u = px A puis que A x p est la loi de
la somme de deux variables aléatoires indépendantes de loi respectives A et p.

Dorénavant, A est une mesure dont le support est inclus dans [0,00[ et de moyenne finie :
JoS zA(dx) < oo.
On consideére (X; : ¢ > 1) des v.a. sur (2,P) indépendantes identiquement distribuées de loi
commune A. On s’intéresse a I’ensemble aléatoire discret

k
w) = {ZXZ(UJ) ik >0}
i=1

C’est & dire que a chaque w on associe un ensemble £(w) tel que la distance entre le iéme et le
1+ leme point est égale a Xj.

On note

00 k
m = / zA(dx) = E(Xy), N, =sup{k: ZX" <z}
0 i=1

On commence par un résultat simple qui dit que le nombre de points du nuage dans 'intervalle
[0, z] croit linéairement en x avec une vitesse inverse a m.
2) Montrer que N, /x — 1/m p.s. quand = — oo.

L’étude plus fine de ce nuage de points repose sur son intensité donnée par la mesure U définie

au début. En effet \¥ donne la loi de I’abscisse du kéme points de &£, U([a,b]) donne le nombre
moyen de points de £ entre a entre b.
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3) Montrer que pour tout 0 < a <b, U([a,b]) = E(#{z(w) € ENJa,b]}).

Le résultat 3.3.a) indique donc que si la loi de X n’est pas arithmétique, alors le nombre moyen
de points de & entre x et = + t converge vers t/m. Ce qui est trés naturel mais tout de méme faut
si la loi de X est arithmétique et aboutit au paradoxe suivant.

3.6 Application au paradoxe de ’autobus

On suppose toujours que la loi de X n’est pas arithmétique et on considére maintenant que les
points de £ sont les instants de passage d’un bus a une station. Ceci signifie que les temps suc-
cessifs entre deux bus sont indépendants et identiquement distribués comme la variable aléatoire X.

Lorsqu’'un passager arrive a I'instant ¢ > 0, le bus suivant arrive lui a 'instant
Ty =inf{x >t:z €&}

et il attend donc un temps
Ay =T —t.

1) Montrer que pour tout = > 0,
T
P(A; < x2) 200 m_l/ P(X > y)dy.
0

2) Montrer que si E(X?) < oo, alors

E(4,) =%

Définition d’une fonction directement Riemann intégrable sur I C’est une notion plus
forte que Riemann intégrable, méme si elles coincident sur un segment. Pour un recouvrement [
par des intervalles disjoints

I= I—liENIn

on définit les petites et grandes sommes de Darboux par

d(f,(I; i €N) =3 || inf f(x),  D(f,(lii €N) =) |L|sup f(x).
iEN !

ien %€l

On dit alors que f est directement Riemann intégrable sur I d’intégrale || ; f(x)dz quand pour toute
suite de recouvrement ((I : i € N)n € N) dont le pas tend vers zéro :

sup 17| "= 0
1€N

les sommes de Darboux convergent vers la méme valeur, i.e.
D(f, (I :i € N)) —d(f,(I]':i € N)) =370

et on note alors

n—oo

/If(:r)dx = Jim D(f, (17 +i € N)) = lim d(f. (I} : i € N)).
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Par les méthodes usuelles, on vérifie que cette définition est bien indépendante de la suite de
recouvrement.

INDICATIONS.

1.2) Montrer d’abord que supp g1 + supp g C SUpp fiq * fio.

1.3) Poser hg =b—a € supp U o a < b et r < hg < 2r. Faire un dessin en remarquant que les
points de la forme na + k(b — a) € supp U pour 0 < k < n. Montrer que hg = r et supp U C hoN.
1.4) Faire un dessin. Soit € > 0, il existe a,b € supp U tel que a < b < a+ €. Considérer alors n € N
tel que (n + 1)a < nb.

2.1) Considérer Uy ([0, x]) — A+ Un ([0, z]).

2.3) En utilisant ¢ = ¢ x A¥, montrer que ((—x) = ¢(0) pour = € supp U puis ((—z) — ¢(0) quand
T — 00.

3.1.a) Utiliser qu’il existe une suite de fonctions dense dans Cx (R) (séparabilité). Faire alors une
extraction diagonale et utliser le théoreme de Riesz.

3.1.b) Encadrer une fonction Riemann intégrable sur un segment par ses sommes de Darboux.
3.2) Construire une suite de fonctions qui converge en croissant vers la fonction indicatrice d'un
segment.

4.1) Utiliser Fubini avec A(] — oo, z]) = [*__A(y)-

4.2) Utiliser la loi des grands nombres.

CORRECTION.

1.3) On pose hg = b —a avec a < b € supp U et et r < hg < 2r. . Introduire ensuite n > 0 tel
que (n+1)a < nb. Alors (n+1)a € [na,nb] et il existe 0 < k < n tel que |(n+1)a— (na+kho)| < 7.
Or (n+1)a, (na+khg) € supp U par additivité de supp U. Donc (n+1)a = na+ khg. Ceci implique
a = khg et b = (k+ 1)hp. On en déduit de méme que pour tout z € supp U, il existe n € N tel
que |z — nhg| = |z + a — (a + nhy)| < r et donc z = nhy puisque z + a, (a + nho) € supp U. D’ou
supp U C hgN.

2.1) Pour tout n € N et x > 0,
Un([0,2]) = A+ Un([0, 2]) = /Oz Mz =y, 00D Un(dy) = 1 = X" ([, 00])

En posant 7 > 0 tel que A([r,00[) > 0, cette identité entraine que pour tous n € N et x > 0,
A([7, 00[)Un([z — 7,x]) < 1. En faisant tendre n — oo, on a pour tout = > 0 :

U(lx — 7,z]) < 1/A([r, 00]).

Le résultat est alors en obtenu en écrivant [z, x + h] C U?:(lé) [x+iT, x4 (i+1)7] avec n(h) = inf{n €
N:(n+1)7 > h}.

2.3) Pour tout k € N, ¢ = (*A* et donc [;¥[¢(0) — ((—2)]A**(dz) = 0. En utilisant la continuité
de C et le fait que pour tout z > 0, ((—) < ¢(0), on obtient que ¢(—x) = ¢(0) pour tout z € suppA**
et donc pour tout z € supp U.

Comme supp U est dense a l'infini et ¢ est uniformement continue, ((—x) — ¢(0) quand = — oo.
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Fixons alors > 0 et notons M un majorant de |(|. Pour tout A > 0,

()~ C(0)] = /0 L — ) — C(—p) A (dy)
< 2MA¥([0, A]) + sup{[¢(z — y) — C(—y)| 1 y > A}.

Pour tout € > 0, on peut choisir A > 0 tel que sup{|¢(z —y) — {(—y)| : y > A} < e. Grace a 2.1),
on peut ensuite trouver k tel que A\¥([0, A]) < e. Ceci implique que ¢(x) = ¢(0).

2.4) On pose f = g U. Grace a 2.2), f, — f simplement et par convergence dominée,
fn* A — fx X simplement. En utilisant fh,+1 = g + fn * A, on obtient que f x A est solution
de (R).

Pour 'unicité, on remarque que si f = f % A, alors pour tout k > 1, f = f « A**. On conclut grace
a |f(z)| < supjg g | £]-A**(]0, z]) puisque le deuxieme terme tend vers 0 quand k — oo par 2.1).

2.5.a) En remarquant que |f(z)| = |[¢gxU(z)| < U([z — K, z]) sup |g|, on obtient que f est bornée
sur R grace a 2.1). Comme pour tout a > 0, f(a+.) — f(.) =[g(a+.) —g(.)] x U, pour tout z € R,

lg(z +a) — g(z)] < U([z - Karv+a])ztel§ l9(x +a—y) —g(z —y)|

et le membre de droite tend vers 0 uniformement en = quand a — 0 en utilisant 2.1) et le théoréme
de Heine qui assure 'uniforme continuité de g.

2.5.b) Grace a 2.1), on peut appliquer le théoréeme de dérivation sous le signe inétgrale et
fl=9g U =g + f «X. Comme ¢ est continue a support compact, la question précédente assure
que f’ est bornée et uniformement continue.

On note L = limsup,_,., f'(z) et on introduit une suite ¢, — oo tel que lim, . f'(t,) = L.
Considérons la suite de fonctions sur R : ¢,(.) = f'(tn +.). (¢ : n € N) est une famille bornée
de fonctions en norme infinie car f’ bornée. De plus c’est une famille equicontinue par uniforme
continuité de f’. Donc, par le théoréme d’Ascoli Arzela, on peut extraire une sous suite qui converge
uniforment sur un compact donné. Par extraction diagonale, on peut extraire une suite qui converge
uniformement vers  sur tout compact de R.

Or ¢, = g(tn + .) + o *x A implique que ¢ = ¢ * A. De plus, pour tout z € R, {(z) < L = ((0) et
on peut appliquer 2.4). On obtient que pour tout = € R, {(z) = L et donc f'(t, + ) — L quand
n — oo.

Alors pour tout a > 0, f(t, + a) fo (tn, + z)dz — aL quand n — oo par convergence
dominée ou convergence uniforme sur un compact Mais f bornée donc L = 0.

Par symétrie, on obtient que lim,_. f'(z) = 0 et de méme pour tout a > 0, f(z +a) — f(x) =
Jo f'(z +y)dy — 0 par convergence dominée.

2.5.c) On considére une suite g, de fonctions C! & support dans [0, K + 1] qui converge uni-
formement vers g. Elle peut etre obtenue par exemple facilement a partir de g grace a un noyau
régularisant.

Alors f,, = gn, x U converge uniformément vers f = g U en utilisant 2.1) e

|9 x U(x) =g Ux)| <U(fer = K = 1,2]) [ gn = ¢ lloo -
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Le résultat se dérive alors directement de la question précédente.

3.1.a) On construit d’abord une suite de fonctions continues denses dans les fonctions continues
a support dans [—N, N] ou N € N. Pour cela, on peut utiliser la densité de la suite formée par
les polynomes a coefficients rationnels dans les fonctions continues pour la norme uniforme sur
[N, N]. On obtient alors une suite dense (fy : £ € N) dans Cx(R) en faisant une extraction
diagonale a partir de ces suites pour N € N.
Or par hypothese, pour tout segment I, sup,cyvn(f) < oco. Donc pour tout k£ € N, la suite
(/7 fu(@)vn(dz) : n € N) est bornée. Elle admet donc une sous suite convergente et par extraction
diagonale, il existe une sous suite v, telle que

Vk e N, / fr(2) 7 (dz) == ay.

On définit ainsi une application ¢ de (fx : k € N) dans R. Or cette application est uniformement
continue puisque pour tous k, &’ € N,

[e.9]
[ faptin) — [ fu@itdn)] < = fi L -supa(h)

—00 neN
ou I est un intervalle contenant le support de fi et de fi. De plus (fx : k¥ € N) est dense dans
Ck(R) qui est complet donc ¢ se prolonge en une application uniformement continue de Cx(R)
dans R.
Cette application est positive et le théoréme de Riesz implique qu’il existe une mesure positive v
telle que pour tout f € Cx (R = [7 f(z)v(dz).
On conclut en montrant que pour tout fec K( )

[ f@wntdn) [ sein)

< sup v (suppf Usuppfi) || f — fi oo +] / Fi(@)Pn(der) — / fuol@)v(dz)).

neN

Le terme de gauche tend vers zéro quand n — oo en utilisant une sous suite de f; qui converge
uniformement vers f et qui est & support dans un segment [—N, N] qui contient le support de f.
Ceci acheve la preuve.

3.1.b) Commencons par montrer que la convergence a lieu pour f = 1([a,b]) la foncton indica-
trice du segment [a, b]. Pour cela, encadrons f par deux fonctions continues fi, f? dans [0,1] qui
valent 0 sur | — 0o, a] U [b,00[ et 1 sur [a + 1/n,b—1/n]. Alors

imsup | Z f@plds) - [ Z F(@)vn(da)

liglszp /OO f2(z)vn(dx) _/oo fi(z)v(d

/ fi(x)v(de) / fi(z

< v(a,a+1/k[Ub — 1/k, b))

IN

IN
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qui tend vers 0 quand k — oo.

On obtient alors que la convergence a lieu pour les fonctions de la forme f = Ele A 1([ag, bj]) puis
pour les fonctions f directement Riemann intégrable sur R & nouveau par encadrement puisque
que les petites et grandes sommes de Darboux d,(f), Dn(f) convergent vers la méme valeur :

[0 f(@)d

3.2)Pour tout a,b € R, on construit f, une suite de fonctions a support dans [a, b] tel que pour
tout = €|a, b], fn(x) croit vers 1. Ceci se fair par exemple en posant f,, la fonction affine par mor-
ceaux qui vaut 0 sur | — oo, a]U[b, 00 et 1 sur [a+1/n,b—1/n]. Alors en faisant tendre n — oo dans
75 fav(dz) = [0 fav(z+dz), la convergence monotone implique que v(Ja, b[) = v(]z +a, z+b]),
puis v([a, b)) = v([z + a, z + b]).
On peut maintenant prouver que v est proportionelle a la mesure de Lebesgue. Posons C' =
v([0,1[). Pour tout k,n € N, v([k/n,(k + 1)/n]) = v([0,1/n]) et par sommation on obtient
v([k/n,(k 4+ 1)/n]) = C/n. Enfin pour tout a < b, en écrivant [a,b] comme limite croissante
d’ensemble de la forme Uzikl [k/n,(k+1)/n[, on en déduit v([a,b]) = C(b— a).

3.3) Par 2.1), pour tout intervalle borné I, U(I +t) est borné pour ¢ € R. On sait que U (t+ dx)
admet une valeur d’adhérence quand t — oo d’apres 3.1.a). Pour obtenir la convergence faible de
U(t+ dz) quand t — oo, il suffit de prouver que 'unique valeur d’adhérence possible de cette suite
est dz/m.

Soit donc une suite t; — oo telle que U(ty + dz) converge faiblement vers v(dzx).
Pour tout g a support compact, pour tout a,k > 0

o0 (e}
ftra)= [ g-aUs+u+a) =S [ gpulatdo).
—0o0 —0o0

D’apres 2.5.c), f(ty +a) — f(ty) — 0 quand k — oo et on obtient [~ g(—y)v(a + dz) =
[ g(—=y)v(dz). D’apres 3.3), il existe donc ¢ > 0 tel que v(dz) = cdx.

Il reste a prouver que ¢ = 1/m. On considere pour cela g(z) = A([z, 00[) pour x > 0 et g(z) =0
pour z < 0. On constate que f(xz) = g* U(xz) = 1 pour > 0. De plus on peut appliquer 3.1.b)
puisque g est monotone d’intégrale finie sur R et donc directement intégrable sur R. On obtient
que f(ty +x) — ¢ [%_ g(—y)dy = em quand z — oo.

4.2) En notant S, = ZZ:l Xi,ona Sy, < x < Sn,+1. Or par la loi des grands nombres,
Sp/n — m quand n — oo et N — oo quand x — oo. Donc Sy, /N, — m et Sy, +1/Ny — m quand
x — 00 p.s. Le précédent encadrement implique que N, /x converge p.s. vers 1/m.

5.1) On note T, := Y i ;| X; le temps de passage du niéme bus & la station. Alors

[ee] o0
P(A, > z) = ZIP(Tk<t Tep1 >t+a)=> P(Tp <t, Xppq >t+a—Tp)
k=0 k=0
oo t
2/ (€ dP(X 2 t+a—y) = [ POX 240 y)U(dy)
k=0 0

/ (X >t+z—y)dy.
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en utilisant 3.3.a). En intégrant cette limite, on obtient la convergence de 'espérance de A; quand
t — o0.
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