TD LM115

Nombres réels

Cours

A C R admet une borne sup si A est non vide et majoré. Alors
Ve A, < M,

supA =M & { (2 )nen € AN tel que x,, "M

A C R admet une borne inf si A est non vide et minoré. Alors
Vere A, x>m,
I(zn)nen € AV tel que z, "ZFm

infA=m @{

(Ve e A, x <b) =supA <hb. (Ve e A, ©>b) = inf A >b.

(Vxe A, x<b)etbec A= supA=h. (Vre A, x>b)etbe A= inf A=b.

Exercice 1:
Que peut-on dire d’un nombre réel x tel que :

a) Ve >0 x <4000
b)Ve >0 —4e<z<e
c)Ve>0 —4+e<z<e

Exercice 2:
Déterminer si elles existent (le justifier) les bornes inf et sup des ensembles suivants

A=1[0,1, B=0,1, C={1—-1/n, neN}, D={V2n—vn+2, neN}, Q"

Exercice 3:
Déterminer si elles existent (le justifier) les bornes inf et sup des deux ensembles suivants :
A={1/2"4+(-1)"/n, n e N*},

B={azx+b; v €[-2,1]}, oua et bsont deux réels donnés.

Exercice 4:
Soient A et B deux ensembles de R majorés. On note A+ B={z+y:x € A, y € B}.

1) Montrer que sup(A + B) < sup(A) + sup(B).
2) Montrer 1'égalité sup(A + B) = sup(A) + sup(B).

Exercice 5:
Soient A et B deux parties de R non vides et telles que : Vx € A Vye B x <y.

a) Montrer existence de sup A et inf B.
b) Montrer que sup A < inf B



¢) Montrer I'équivalence supA=infB & Ve>0 dr€ A Jye B |zr—y|<e.

d) Donner un exemple d’ensembles A et B satisfaisant c)

Exercice 6:
Soit f fonction continue de R™ dans R telle que Vo € RT, Vy € RT, f(z +y) = f(z) + f(y)-

1) Déterminer I’ensemble des applications affines qui sont continues et qui vérifient Vo € RT, Vy €
RF, fla+y) = f(@)+ fy).
2) Montrer que Vn € N, f(n) = f(1)n et que Vn € N*, f(1/n) = f(1)/n.
3) Monter que Vg € Q, f(q) = f(1)q.
4) Montrer que Vo € R, f(z) = f(1)z.
5) Déterminer I’ensemble E formé des fonctions continues f de RT dans R telles que Vo € RT, Vy €
RT, fla+y) = f@)+ fy).
6) Soit f fonction continue non identiquement nulle de R™ dans R telle que Vz € RT, Vy €
RT, fla+y) = fz) x f(y).

a) Montrer que f est strictement positive sur R+.

b) En déduire qu’ il existe o € R tel que Vo € R, f(z) = e,

c¢) Déterminer 1'ensemble F formé des fonctions continues non identiquement nulles f de R™
dans R telles que Vo € R*, Yy € RT, f(z+y) = f(z) x f(y).

Exercice 7:
Soit G un sous groupe de (R, +) avec G # {0}. Soit @ = inf{z € G : = > 0}.

1) Montrer que si a > 0, alors a € G et G = aZ.
(indication : montrer que x € G et x > a = x > 2a.)

2) Mountrer que si a = 0 alors G dense dans R, c’est a dire que tout élément de R est la limite
d’une suite d’éléments de G.

3) Application. Soit & € R — Q. Montrer que Z[o] = {n +am : n € Z,m € Z} est dense dans R.
En déduire que {€®™™ : m € Z} dense dans {z € C: |z| = 1}.



