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Introduction : position du probléme

Probléme d’électromagnétisme en régime périodique (& fréquence
fixée) dans un milieu hétérogéne borné :
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Introduction : position du probléme

Probléme d’électromagnétisme en régime périodique (& fréquence
fixée) dans un milieu hétérogéne borné :

)

e>0 Diélectrique Métamatériau e<0
Métamatériaux négatifs Alliance
= Diélectrique + Métamatériau
Structures a permittivité € et = applications intéressantes
perméabilité ;. négatives Exemple : la “superlentille”

Cadre mathématique inhabituel pour le probléme de transmission a
cause du changement de signe de € et p.
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Introduction : modélisation du probléme

Difficulté du probléme scalaire concentrée dans ’étude du probléme

Trouver u € H}(Q) tel que :

() —div(c Vu) = f  dans Q.
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Introduction : modélisation du probléme

Difficulté du probléme scalaire concentrée dans ’étude du probléme

() Trouver u € H}(Q) tel que :
—div(oc Vu) = f dans Q.

e H}(Q) = {veL?Q)| Vv e L3(Q); v|sq = 0}

@ f est la donnée dans H—1()

Trouver u € H}(Q) tel que :

()& TP du,0) = 1(0), o € HI(Q).

avec a(u,v) = / oVu-Vo et l(v) = (f,v).
Q

» Pour simplifier les notations, 0| et oo constants resp. sur 21 et sur {29

DEFINITION. Probléme () bien posé si pour tout f € H~1(2), (2) posséde
une unique solution dépendant contintiment de f.
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Introduction : difficulté mathématique 1/2

o Le cas classique ¢ > 0 partout :
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Introduction : difficulté mathématique 1/2
o Le cas classique ¢ > 0 partout :
a(u,u) = / o |Vu|? > min(o) HUH?VI(Q) coercivité
Q 0

Théoréme de Lax-Milgram = (27) bien posé.

o Le cas o change de signe :

a(u,u) = C HUH%[(%(Q) perte de coercivité

» Si u solution du probléme homogeéne (f = 0),
/U\Vu|2:0 A  u=0.
Q
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Introduction : difficulté mathématique 2/2

Considérons le cas {2 symétrique et oo = —o7.
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Introduction : difficulté mathématique 2/2

Considérons le cas () symétrique et oo = —07.

0 Soit g € €5°(X). Pour k =1,2,
soit uy, € H' () tel que

Auk _ O ................................................... 3 ‘
ukloonan, = 0 .
Uk |y =g

9 Par unicité de la solution, us(z,y) = ui(—z,y).

= (conservation du flux) o1 d,yu; — 09 Ozug = 0 sur X.

9 Lélément u de Hy(€) défini par ujg, = uy, vérifie div(o Vu) = 0.

PROPOSITION. Pour la géométrie symétrique avec oo = —oq, le pro-
bléme homogéne (£?) posséde une infinité de solutions (mal posé).
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Objectifs et plan

@ La méthode de la T-coercivité
@ Principe de la T-coercivité
o Géomeétries particuliéres
o Géométrie générale
@ Approximation numérique des solutions
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Objectifs et plan

1) Trouver un critére sur o et la géométrie de l'interface pour assurer que le probléme
(Z) est bien posé.

2) Déterminer une méthode d’approximation numérique de cette solution.

3) Revoir la modélisation du probléme lorsque (£?) n’est pas bien posé.

@ La méthode de la T-coercivité
o Principe de la T-coercivité
o Géométries particuliéres
o Géométrie générale
@ Approximation numérique des solutions
© Etude dans l'intervalle critique
@ Un phénomeéne de dégénérescence des singularités
@ Analogie avec un probléme de guide d’ondes
@ Méthodes numériques
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@ La méthode de la T-coercivité
@ Principe de la T-coercivité
e Géométries particuliéres
o Géométrie générale
e Approximation numérique des solutions
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Principe de la T-coercivité 1/2

Soit T un isomorphisme de H}(€2).

Trouver u € H}(Q) tel que :

(Z) PV au,v) = 1(v), Vo € HL(Q).
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Trouver u € H} () tel que :
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(2) & (Pv) & (V)
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Principe de la T-coercivité 1/2

Soit T un isomorphisme de H}(€2).

Trouver u € H} () tel que :

(2) & (Pv) S (PV)| 40 Tw) = 1(To), Vo € HL(9).

Objectif :  Trouver T tel que a soit T-coercive : a(u, Tu) > C ”u”%’é(ﬂ)'
Dans ce cas, Lax-Milgram = (27) (et donc (Zy)) bien posé.

Uy dans 4
—U2 + 2R1U1 dans QQ ’
Ry opérateur de transfert linéaire continu de €2y vers 29

Riup =u;  sur ¥

9 Ty 0Ty = Id donc T est un isomorphisme de Hg (£2)

Q Définissons Ty u = avec
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Principe de la T-coercivité 2/2

e On a a(u, Tu) z/ |a||Vu\2—2/ o2 Vu - V(Ry uy)
Q

2
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Principe de la T-coercivité 2/2

9 On a a(u, Tu) z/ |a||Vu\2—2/ o2 Vu - V(Ry uy)
Q

2

Inégalité de Young = a est T-coercive lorsque a1 > ||R1||? |o2| -

u; — 2Roug  dans €

“uy dans QQ , ou HQ : QQ — le

9 En travaillant avec Tou =

on prouve que a est T-coercive lorsque || > ||Rz||? o1 .

9 Conclusion :

THEOREME. Si le contraste s, = ga/01 ¢ [—||Ral|? —1/||R1]|?] (intervalle
critique) alors le probléme (&£?) posséde une unique solution dépendant conti-
niiment de f.
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» Coin droit :
>

Action de R,

0y
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Choix de Rl,RQ ?

» Ouvert symétrique :

>

Q1| Qo

» Coin quelconque :

el

1/2

symétrie par rapport a X
= SZ et R2 = SZ
(Z) bien posé & Kk, # —1

R1 et Ry obtenus a partir
des symétries S, et S,
(Z) bien posé < k, ¢ [—3;—1/3]

R et Ry obtenus a partir
de symétrie/dilatation en
() bien posé < ko ¢ [—2=9; — o]

2T—a
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» Coin extérieur :

A
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Choix de Rl,RQ ? 2/2

» Coin extérieur :

R, : symétrie en 6 + prolongement par 0
Ry : symétrie + dilatation en 6
() bien posé < ko & [ —1]
A

» Cube de Fichera :

R, et Ry obtenus a partir de symétries
(Z2) bien posé <= Kk, ¢ [—7;—1/7]

(rapport des volumes)

» Plus généralement, 17, et Ry doivent minimiser
[ 21w 3 ) M Rousll gy o)

Hulqu(Ql) Uz ||U2||H5(Qz)
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Géomeétrie générale

Idée : raisonner par localisation
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Idée : raisonner par localisation

@ Partition de 'unité.

@ Inversion locale.

On utilise les résultats obtenus pour les cas
particuliers.

© Estimation a priori.
Si ky = 03/01 ¢ I, pour tout u € H(Q),

||U||H5(Q) < C(||div(e VU)HH*(Q) + ||U||L2(Q))
+ injection compacte de H'() dans L?(Q)

THEOREME. Si le contraste x, = 03/01 ¢ Ix (intervalle de R_) alors le
probléme (&) est bien posé au sens de Fredholm (possibilité d’existence
d’un noyau de dimension finie).

» L’intervalle Is; contient toujours —1.

> Si linterface ¥ est réguliére sans extrémité (¢1), alors I, = {—1}.
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Meéthode des éléments finis

O

Espace de discrétisation :

Vi, = {vn, € €°(Q) | vp|7 affine sur T,VT € T} € Hi(Q)
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Meéthode des éléments finis

Q4

Espace de discrétisation :
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Meéthode des éléments finis

O

Espace de discrétisation :

Vi, = {vn, € €°(Q) | vp|7 affine sur T,VT € T} € Hi(Q)

o Si T' (V) C Vi, (maillage stable par T')

(Zn)

Trouver uy € Vj, tel que :
a(up,vp) = l(vy), Yoy, € V.

Lemme de Céa :
a = ,‘,;

Trouver uy € Vj tel que :
a(up, Top) = (Tvy,), Yoy, € V.

lo=unllmyey < © if llu =il o)

-

(vrai aussi si maillage localement stable par T') -

9 Si T(Vp) & Vi, , plus délicat : interpolation de T', méthode de

pénalisation, ... (travail en cours) 12 on
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() Etude dans intervalle critique
@ Un phénoméne de dégénérescence des singularités
@ Analogie avec un probléme de guide d’ondes
o Méthodes numériques
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Présentation des idées

Fixons Q :

)

» Pour k, & [—1;—1/3], probléeme (Z?) bien posé dans H}(Q).

Si f € L?(Q), lanalyse de Mellin montre que

Uregle, € H? ()

s(r,0) = 1M (0) € HY(Q) (Red; > 0)

U = Ureg +CS avec

» Pour s, € —1;-1/3[,Re £\ =0= s, s* € L*(Q)\H ().

||U||Hg(Q) pS i o) T Jullz2(@)) M

PROPOSITION. Pour k., € [—1;—1/3], le probléme (&) n’est pas bien posé
au sens de Fredholm.
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Demi-bande B

Secteur borné €

[4

(2,0) = d— Inr,f)
l B,

) =
(r,6) =1(c*,8) B, oo
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Méthodes numériques

» On utilise des PMLs (Perfectly Matched Layers) pour borner B
+ éléments finis dans la bande tronquée

amb i

s

ko =1/1.05
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Un phénoméne de trou noir dans 'intervalle
critique

ko =—1/13€] —1;-1/3]

(Film en attente ...)
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DansInterTer.wmv
Media File (video/x-ms-wmv)
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to\o\\eﬁ\e 0=n/4
¥ (2) Trouver u € Hy () tel que : A
—div(c Vu) = f  dans Q.

21 / 23



Conclusion : résumé des résultats

0=r/1
’(,@) Trouver u € Hg(Q) tel que :
—div(c Vu) = f dans Q.

O (0

21 / 23



Conclusion : résumé des résultats

10‘0\éme 0=n/4
v () Trouver u € H{(Q) tel que : A
—div(oc Vu) = f  dans Q.

BR)
O‘O.\ec)ﬁﬁ O (o

1) Trouver un critére sur o et la géométrie de 'interface pour assurer que le probléme
(Z) est bien posé. J

2) Déterminer une méthode d’approximation numérique de cette solution. J
3) Revair la modélisation du probléme lorsque (£?) n’est pas bien posé. J
Yw’es“\mﬁ
Pour k. € C\R_, (&) bien posé dans Sm ke A

H(Q) (Lax-Milgram) (E.F.)

| | Re ko

21 / 23



Conclusion : résumé des résultats

10‘0\éme 0=n/4
¥ (2) Trouver u € Hy(Q) tel que : A
—div(oc Vu) = f  dans Q.

BR)
O‘O.\ec)ﬁﬁ O (o

1) Trouver un critére sur o et la géométrie de 'interface pour assurer que le probléme
(Z) est bien posé. J

2) Déterminer une méthode d’approximation numérique de cette solution. J
3) Revair la modélisation du probléme lorsque (£?) n’est pas bien posé. J
?»'es\x\““ﬁ

Pour k. € C\R_, (&) bien posé dans
H(Q) (Lax-Milgram) (E.F.)
mm Pour x, € RZ\[-1;-1/3], (&) bien
posé dans Hj(Q) (T-coercivite) (BE.F.)

21 / 23



Conclusion : résumé des résultats

-[O‘o\\ewe 0=m/4
¥ (2) Trouver u € Hy(Q) tel que : A
\0'360)("\&5 —div(oc Vu) = f  dans Q. A
Q)
1) Trouver un critére sur o et la géométrie de 'interface pour assurer que le probléme
(Z) est bien posé. J

2) Déterminer une méthode d’approximation numérique de cette solution.

3) Revair la modélisation du probléme lorsque (£?) n’est pas bien posé. J

%5“\@@

Pour k. € C\R_, (&) bien posé dans
H(Q) (Lax-Milgram) (E.F.)
mm Pour x, € RZ\[-1;-1/3], (&) bien
posé dans Hj(Q) (T-coercivite) (BE.F.)

Pour ks €] — 1;-1/3[, (£) pas bien
posé au sens de Fredholm dans Hg(Q)
mais bien posé dans V" (PMLs)

21 / 23



Conclusion : résumé des résultats

-[O‘o\\ewe 0=m/4
¥ (2) Trouver u € Hy(Q) tel que : A
\0'360)("\&5 —div(oc Vu) = f  dans Q. A
Q)
1) Trouver un critére sur o et la géométrie de 'interface pour assurer que le probléme
(Z) est bien posé. J

2) Déterminer une méthode d’approximation numérique de cette solution.

3) Revair la modélisation du probléme lorsque (£?) n’est pas bien posé. J

%5“\@@

Pour k. € C\R_, (&) bien posé dans
H(Q) (Lax-Milgram) (E.F.)
mm Pour x, € RZ\[-1;-1/3], (&) bien
posé dans Hj(Q) (T-coercivite) (BE.F.)

Pour ks €] — 1;-1/3[, (£) pas bien
posé au sens de Fredholm dans Hg(Q)
mais bien posé dans V" (PMLs)

® 4, =—1,(2) mal posé dans Hj(Q)

21 / 23



Conclusion : généralisations et perspectives

Généralisations

@ T-coercivité fonctionne également pour o non constant (L°).

@ Méthode de la T-coercivité exploitable pour d’autres problémes
(Maxwell, probléme de transmission intérieur, ...).
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@ T-coercivité fonctionne également pour o non constant (L°).

@ Méthode de la T-coercivité exploitable pour d’autres problémes
(Maxwell, probléme de transmission intérieur, ...).

Perspectives

@ Preuve de la convergence de la méthode des éléments finis incompléte
en dehors de l'intervalle critique.

@ Analyse asymptotique lorsqu’on régularise l'interface ?

@ Le cas kK, = —1 est encore incompris (physiquement et
mathématiquement) : apparition de singularités sur toute l'interface.
Peut-on définir un cadre dans lequel ce probléme est bien posé?
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