TD MA201 Calcul Scientifique

Séance n°l1

Introduction aux EDP et aux différences finies
Corrigé

2 Novembre 2004

Exercice 1. Principes du maximum discret et continu -
Convergence L.

1.1 - On suppose que f € C%(f2), «a > 2, on a donc u € C*4(€). u est une fonction
continue sur un domaine compact €2, elle atteint donc ses bornes sur ce domaine. Notons
Ty €  le point ou u est maximale. On a deux alternatives :

- Premier cas : z,, € 9Q = T, alors u(z,,) = 0.

- Second cas : z,, € . Comme u est maximale en ce point et u € C*(Q),ona Vu = 0 et
2 2

% <0 g—yz < 0. Donc Au(z,,) <0et u(zy,) = flrm) + Au(z,) < flon,)

On a par conséquent, :

u(z) < u(zy,) < max(0, f(x,)) < max (O,fvnea%(f(x)) Vo € Q

On effectue le méme raisonnement sur le maximum de —u, on obtient I'inégalité demandée :

min (0, mn{;)f(x)) < u(z) < max (0, maéf(x)) Vo € Q

Suppons que le probleme admette deux solutions ui, us. La différence u; — wuy vérifie le
systeme
—A(uy —ug) +up —ug =0 dans

up — us =0 sur I'
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En appliquant le principe du maximum, on a :

0<u —uy <0 Vel

On en déduit que u; = usq; la solution est unique.

1.2 - On associe au point de coordonnées (ih, jh) (O <i,j<Nh=+,Ne¢ ]N*) le numéro
J(N +1) 4. On note ujn41)+i = Uiy, et le vecteur U = (U )1 <m< (v+1)2- Le vecteur U
est solution d’un systeme linéaire, dont la matrice s’écrit

I 0 0
I I
—s H =35 0
A:
I I
0 e B
0 0 I

1 0 0
1 4 1
e TR TR
H =
.
0 .. 0 1

Cette matrice peut étre symétrisée car on a une condition de Dirichlet homogene.

1.3 - Notons le point (i, jm) tel que w;,, ;,, = maxu,; ;. Comme dans la question 1, on
Zi]

distingue deux cas :

- Premier cas : le point M, appartient au bord I', on a alors u;,, ;,, = 0

myjm
- Second cas : le point M; est a l'intérieur du carré ]0, 1[x]0, 1], par définition de w;,,, j,,

on a

msJm

Wiy i 2 Wi 41,5 s Wi —1 g s Wi o — 1> Wiy jim+1
, .
D’oU Wiy +1,jp + Winy =1 + Wiy gt 1 + Wiy =1 — 4y, 5y < 0.
En utilisant I’équation du schéma on trouve w;,, .. < fi,. jn-

On a donc
Wi < Uiy < i jn < MAX (Oaﬂzl.é}x fij)

2
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Par un raisonnement analogue sur —u on aboutit a 'inégalité
min (0, min fi;) < uy; < max (0, max fi;)
Zh] Z?]

Soit U la solution du systeme AU = 0, par le principe du maximum u,; = 0. U = 0,
ce qui prouve que la matrice A est de noyau nul. De plus, c’est une matrice carrée, elle est
donc inversible. La solution du schéma est unique.

1.4 - Notons l'erreur du schéma ¢;; = u(M; ;) — u; ;. Cherchons maintenant le systeme
linéaire vérifié par €;;.0n rappelle le développement de Taylor-Lagrange de u(Miy14),
qu’on peut écrire jusqu’a Pordre 4 car u € C*(Q)

ou N h? 0%u N h? 3u N h464u( )

ox 2 Ox? 6 O3 24 924!

0 h? 92 h? o3 h* o

_u + __U __u + __u(M2)

ox 2 Ox? 6 Oz3 24 Ox*

ou N h? 9%u n h? u n h484u(M)

Ay 2 Oy? 6 Oy3 24 Oy* 3

ou n h? 9%u h? Pu n h* 0*u
oy 2 0y? 6 0y3 24 Oyt

u(Miy1;) = u(Ms;) + h

u(Mi_1;) = w(M;;) — h
u(Mij1) = u(M;;) + h

u(M;j1) = uw(Mi;) — h (My)

En sommant, on obtient

u  OPu ht 0*u *u

w(Mig15) +u(Mio1j) + u(Miji1) +u(Mij1) —4du(M;;) = hz(w+a—y2)+ﬁ(w(31)+a—y4(32))

By, By sont des points intermédiaires. Or u est solution du probleme, donc

Pu  O%*u
—(w + a—y2)(Mw) + U(Mi,j) = fivj
On a
_U(Mz'+1,j) + u(M;—1;) + U(]\}{;,j—i-l) + w(Mi ;1) — 4u(M; ;) + u(M;)
+ Ui+ i1y + Wigjn +Wij1 — dug; Uij

h2

h? 0*u *u
=fi; — fij + ﬁ(@(Bl) + 8—y4(32))

L’erreur ¢, ; vérifie le méme systeme linéaire que u; ;, avec un second membre égal a

~ h? 9*u o0*u
fig = E(@(Bl)ﬂLa—yéL(Bﬂ)
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On a une estimation du second membre :

4 4

U 0*u
+ max |—1|) < Cyh? .
[ max S 20) < Cullullex

ax|f. ;| < Ch%(max|—
H},jx‘fz,]‘ <G (Teé{‘ S

Or
ullcay < Cllfllez)

En utilisant le principe du maximum, on en déduit que

llu —uplloo = HZ@XW(MM)—W,J'\ < Cclh2Hf||CQ(Q)

)

On a ainsi prouvé que le schéma introduit est un schéma d’ordre 2.

Exercice 2. Sur I’équation de la chaleur 1D.

2.1 - On cherche la solution sous la forme

u(z,t) = Z u,(t) sin(nmx)

n=1

Cette forme est adaptée au probleme car sin(nmwz) est une fonction propre du probleme

La valeur propre associée vaut A = (n7)?. Les fonctions sin(nmz) forment une base
orthogonale, car

/0 sin(n wz) sin(mrx)dr = /0 %cos((n — m)mx) — %COS((R + m)mx)d

- _5n,m

On peut décomposer u,(x) sur cette base

[e.e]

uo(x) = Z ug sin(n wz)

Chaque mode u,(t) est solution d’un probléeme indépendant

du,,
% b un(t) = 0 t>0
un(O) = ug
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La solution de ce probleme est égale & u,(t) = ul exp(—n?n?

u(x, t) recherchée

t). On en déduit la solution

t) = Z u exp(—n*n?t) sin(nmr) ze|0,1],t>0

On remarque que

1 — o=, ,
lulagoy = 55 (Plexp(-nm D < o3 (@) = IuollZaqon
n=1 n=1

On en déduit ’estimation suivante de la solution :

[ull 2oy < [luol|r2o,1)

Les exponentielles sont toutes décroissantes, ( la série étant par ailleurs absolument conver-
gente), la limite de la solution est

lim u(z,t) = 0

t—oo

L’estimation trouvée est a rapprocher avec celle démontrée dans le cours sur ’équation de
la chaleur 2-D.

2
u
2.2 - Dans cette question on change le signe de ——. La solution du probleme devient

02

alors
o0

Z ul exp(n’t?t) sin(nmz) rel0,1],t>0

Dans ce cas, la solution est exponentlellement croissante, on ne peut obtenir d’estimation
sur la solution, le probleme est mal posé.

Exercice 3. Problemes stationnaires bien et mal posés.

3.1 -

3.1-(a) Soit uy,us deux solutions du probleme. u; — uy est solution de

0 ou
) _8_x<a(x>%) =0 z€]0,1],
u(0) =u(l)=0
on integre une premiere fois 1’équation
ou
—a(m)a—x = c
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On integre cette équation entre [0, 1]

1
1
w(0) —u(l) = 0 = —c/ 1
o a(z)
: . s ou :
Comme a(x) est strictement positive, on en déduit que ¢ = 0. Donc e 0, soit
x

u(z) = constante = u(0) = 0.Finalement

ul = uq
3.1-(b) Comme u(0) = 0, on a la relation
/ i
En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a :
\/ dt|2§/1dt/\ |2dt
<o [ 120
0

On integre sur [0, 1] |/ Ju(z)Pdr < 5/ | = \ dt
0

On vient de démontrer en 1-D l'inégalité de Poincaré. On multiplie maintenant 1’équation
par u et on effectue une intégration par parties :

—l—/ol a(z )% %dw = /01 F(@)u(z)de

Les termes de bord de l'intégration par parties sont nuls car u(0) = u(1) = 0. En appli-
quant 'inégalité de Cauchy-Schwarz sur le second membre de la relation, on obtient

\/ dx|2 \/fudx|2 /f dx/ Vo < /f Vda O@dx

On note a- = inf f(z). On a alors
z€]0,1]

a?\/ d|2<|/ —d\2 /f 0—2dx

En utilisant I'inégalité de Poincaré, précédemment démontrée, on trouve

! 1 ! a’lL2
2
dr < = — f
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3.1-(c) On integre une premiere fois I’équation entre 0 et ¢

oG =~ [ fwdy = e~ P

On note F la primitive de f, qui s’annule en 0. On divise par a(t), qui ne s’annule pas et

on integre sur |0,x
) o ()—d+/xidt—/z@dt
R TS R T

Les constantes ¢ et d sont déterminées par les deux conditions aux limites u(0) = u(1) = 0.
La premiere condition aux limites fournit «(0) = d = 0. La seconde condition aux limites

fournit la relation ) )
1 F
[ [EO,
o a(t) o a(t)

Comme a est strictement positive
Jy a(t)" F(t) dt
[ a(t)~Ldt
¢ est donc déterminé, ce qui donne la solution explicite du probleme.

~ Jye®'F@adt r1 1
= L awtt = [ agroe

1
3.2 - Supposons que / a(z) 'dz # 0. On a a(t) g—? = c.

0
En intégrant sur [0,x] et en utilisant la condition u(0) = 0, on obtient :

La condition u(1) = 1 donne la relation :

1
c/ at) tdt = 1
0

Jy a(t)~tdt
[Fa(t)-1dt

0

La solution du probleme est :
u(z) =

Le probleme admet donc une unique solution.
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Pour montrer la condition nécessaire, nous allons démontrer la contraposée. Supposons

1
que / a(r)"'dr = 0. Supposons par I'absurde qu'il existe une solution u. Les calculs
0

précédemment effectués sont vrais jusqu’a la ligne

1
c/ at)tdt = 1
0

1
Comme / a(t)"*dt = 0, on en déduit que :
0
0 =1
Ce qui est absurde, le probleme n’admet par conséquent aucune solution, il est mal posé.

3.3 -

3.3-(a) Si u est solution du probléme, il est trivial que u 4 ¢ - ol ¢ est une constante
quelconque - est alors également solution du probléme. On ne peut donc avoir unicité de
la solution. Nous remarquons que la condition fQ udr = 0 élimine cette indétermination
de la constante.

3.3-(b) Supposons que le probleme admette une solution u. On integre alors 1'équation

sur €2. On a 5
/f(x)dx = —/Audx = | Y = /gda
Q Q r on r

On en déduit que/fdx + /gda = 0.
Q r



