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Exercice 1. Masse de Dirac sur R

On considère la suite de fonctions {fn}n≥1 définies sur R par,

fn(x) =


0, x ≤ − 1

n

n2( 1
n

+ x), − 1
n
≤ x ≤ 0

n2( 1
n
− x), 0 ≤ x ≤ 1

n

0, x ≥ 1
n

On considère de plus la distribution de Dirac δ défini par

〈δ, ϕ〉 = ϕ(x = 0), ∀ϕ ∈ D(R)

1.1 - Etudier la convergence de la suite {fn}n≥1 dans L2(R), L1(R) et D′(R).

1.2 - Montrer qu’il n’existe aucune fonction fδ ∈ L2(R) telle que

〈δ, ϕ〉 =

∫
R

fδ(x)ϕ(x)d x

Exercice 2. Equations différentielles

2.1 - Soit I un ouvert de R. Montrer que si la distribution u ∈ D′(I) vérifie

u′ = 0

alors il existe une constante C ∈ R telle que u = C.
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2.2 - Montrer que pour tout v ∈ D′(I) , l’équation différentielle,

u′ = v

admet une solution u ∈ D′(I).

Exercice 3. Exemples de fonction H1

On note χΩ la fonction caractéristique de l’ouvert Ω ⊂ Rd.

3.1 - Les fonctions

u(x) = χ]0,1[(x) + (2− x) χ]1,2[, v(x) = aχ]0,1[(x) + b χ]1,2[

appartiennent-elles à H1(]0, 2[) ?

3.2 - Soit Ω ⊂ R2 tel que Ω = Ω̄1 ∪ Ω̄2 avec Ω1, Ω2 deux ouverts disjoints. On note
Γ = Ω̄1 ∩ Ω̄2. On considère une fonction u ∈ C0(Ω̄) telle que u = u1χΩ1 + u2χΩ2 avec
ui ∈ C1(Ω̄i) pour i = 1, 2.
Calculer ∇v dans D′(Ω). La fonction v appartient-elle à H1(Ω) ?

3.3 - Etudier la fonction
u(x, y) = | log(

√
x2 + y2)|k

sur la boule BR2(0, R) avec R < 1.

Exercice 4. Application trace sur R+

4.1 - On considère la suite de fonctions vn = exp (−n x) pour x ≥ 0 et n ≥ 0. Etudier
sa convergence dans L2(R+) et en déduire que l’on ne peut pas définir d’application trace
continue sur cet espace.

4.2 - En utilisant la densité de D(R) dans H1(R+) montrer que l’on peut définir une
application trace

γ0 : H1(R+) → R
u 7→ γ0u = u(0)

linéaire continue sur H1(R+). ( On démontra que v(0) ≤ ‖v‖H1(R+) pour v ∈ D(R).)
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4.3 - On note R2
+ =

{
(x, y) ∈ R2 | y > 0

}
. Montrer de la même façon que l’on peut

définir une application trace

γy
0 : H1(R2

+) → L2(R)

u 7→ γy
0u = u(., 0)

Exercice 5. Changement de variable dans H1

Soient Ω̂ ∈ Rd un ouvert borné de frontière C1 par morceaux et F un C1-difféomorphisme
de Rd.

5.1 - Montrer que l’ensemble Ω = F(Ω̂) est un ouvert borné de Rd dont la frontière est
aussi de classe C1 par morceaux.

5.2 - Montrer que l’opérateur de composition

F : H1(Ω) → H1(Ω̂)

v 7→ v ◦ F

est bien défini, linéaire et continu. En déduire qu’il définit un isomorphisme de H1(Ω) sur
H1(Ω̂).
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