TD MA201 Calcul Scientifique

Séance n°2

Distributions et espaces de Sobolev
Enoncé

9 Novembre 2004

Exercice 1. Masse de Dirac sur R

On considere la suite de fonctions {f,},>1 définies sur R par,

0, xg—%
nz(%—i—a:), —% <zr<0

fal) = 2(1 1
0, IL‘Z%

On considere de plus la distribution de Dirac ¢ défini par

(0,) = p(x =0), Vo€ DR)

1.1 - Etudier la convergence de la suite {f,},>1 dans L*(R), L'(R) et D'(R).

1.2 - Montrer qu'il n’existe aucune fonction fs € L*(R) telle que

6.9) = [ Blaela)is
Exercice 2. Equations différentielles

2.1 - Soit [ un ouvert de R. Montrer que si la distribution u € D'(I) vérifie
u'=0

alors il existe une constante C' € R telle que u = C.
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2.2 - Montrer que pour tout v € D'(I) , 'équation différentielle,
u =

admet une solution u € D'(I).

Exercice 3. Exemples de fonction H'

On note yq la fonction caractéristique de I'ouvert 2 C R

3.1 - Les fonctions

U(l’) = X]0,1[<I) + (2 - I) X]1,2[» U(l’) = aX]o,l[(I) + bX]l,z[

appartiennent-elles & H'(]0,2[) ?
3.2 -7Soit 7(2 C R? tel que Q = Q; UQy avec Ql,Qg deux ouverts disjoints. On note
' = Q; N Q. On considere une fonction u € C°(Q) telle que u = uyxg, + U2Xq, avec

u; € CH(Q;) pour i = 1,2.
Calculer Vv dans D'(2). La fonction v appartient-elle & H*(2)?

3.3 - Etudier la fonction
w(z,y) = |log(v/22 +y?)|*

sur la boule B2(0, R) avec R < 1.

Exercice 4. Application trace sur R"

4.1 - On considere la suite de fonctions v, = exp (—nz) pour x > 0 et n > 0. Etudier
sa convergence dans L?(RT) et en déduire que 'on ne peut pas définir d’application trace
continue sur cet espace.

4.2 - En utilisant la densité de D(R) dans H'(RT) montrer que l'on peut définir une
application trace

Y : HY(RT) — R

u +—  you = u(0)

linéaire continue sur H'(R*). ( On démontra que v(0) < [|v]| g1 r+) pour v € D(R).)
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4.3 - On note Ri = {(aj,y) eER? | y> O}. Montrer de la méme facon que 1'on peut
définir une application trace

W H'B) - L(R)

u = yu=ul.,0)
Exercice 5. Changement de variable dans H'

Soient 2 € R un ouvert borné de frontitre C! par morceaux et F un C*-difféomorphisme
de R,

5.1 - Montrer que I’ensemble Q2 = F(Q) est un ouvert borné de R? dont la frontiere est
aussi de classe C! par morceaux.

5.2 - Montrer que 'opérateur de composition

F:HYQ) — HYQ)

v — voPF

est bien défini, linéaire et continu. En déduire qu’il définit un isomorphisme de H'(f2) sur
HY(Q).



