TD MA201 Calcul Scientifique

Séance n°3

Formulations variationnelles
Enoncé

16 Novembre 2004

Exercice 1. Probleme de transmission

Soit 2 C R? tel que © = 01 U Qy avee O, s deux ouverts disjoints. On suppose que
les frontieres ¥ = Oy N Qy et T' = 9O sont régulieres. Soient k; > 0,ky > 0, (f,g9) €
L*(Q) x L*(I), on recherche u = 377, u; xq, avec

8”“ - g7
(1) k1 Opuy = ks Opus,

Uy = Ug,

™M™

ol n désigne la normale a ¥ pointant vers le domaine §25.

1.1 - Montrer que la formulation variationnelle associée consiste a rechercher v € H'(f2)
tel que

(2) /(kVu-Vv+uv):/fv+/kgv,Vv€ H'(Q)
Q Q r
Oﬁk:k1XQl+k2XQQ.

1.2 - Montrer a 'aide du théoreme de Lax-Milgram que la formulation (2) admet une
unique solution.

1.3 - Montrer qu'une solution reguliere de cette formulation est aussi solution forte du
probleme (1).
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Exercice 2. Convection-diffusion

Soit © un domaine régulier de R? de frontiere I'. On considére un champ de vecteur
u e (LC’O(Q))2 et 'on recherche ¢ tel que

{ —Ap+Vp-u=f Q

(3) p =0, r

2.1 - Montrer que la formulation variationnelle associée consiste a rechercher ¢ € H}(Q)
tel que

. . = L0
n [ vevoaxt [ Veuvdx= [ fodx voem®

2.2 - A Taide du théoreme de Lax-Milgram, établir I'existence et 'unicité d’une solution
de cette formulation sous la condition

u (0
(L>(Q))? CQ’

ou Cq désigne la constante dans l'inégalité de Poincaré.

Exercice 3. Systeme de 1’élasticité

Considérons un solide homogene isotrope occupant le domaine régulier borné ) C R?
de frontiere I'. On se place dans 'hypothese des petits déplacements u qui sont solutions
du systeme de 1’élasticité linéaire,

Q {oyw=r g

ot {0 ; }1<ij<3(u) désigne le tenseur des contraintes élastiques relié au tenseur des déformations

€(u) :%(Du—l—*Du)

a l'aide de la loi de comportement suivante
o(u) = A(divu) [ +2p¢(u)
ou (A, ) désigne les coefficients de Lamé. On a utilisé les notations suivantes,
(dive); = 0j0;;  diva = d;u;
(Du);; = 0ju;, (*Du);; =0
L,=2¢

J Y]
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3.1 - Montrer que la formulation variationnelle associée consiste a rechercher u € (Hg(2))?

tel que

(6) A /Q(divu) (divv)dx +2u /Qe(u)~-e(v)dX:/Qf-udx,‘v’V€ (Hs(Q))?

3.2 - Etablir la premiere inégalité de Korn,

1
(7) le(@)lEzzapes = 5l Dtz

3.3 - Démontrer alors que pour A > 0, 4 > 0 et £ € (L?(Q))3, cette formulation varia-
tionnelle admet une unique solution.

Exercice 4. Minimisation dans un Hilbert

Soit (V,(.,.)) un espace de Hilbert réel muni du produit scalaire (.,.) et de norme
associée ||.||. Soit U C V une partie convexe fermée non vide.

4.1 - Pour tout f € V, montrer qu’il existe un unique élément u € U tel que
(8) If—ul <|f—vll, YoeUu

4.2 - Montrer que le point minimum u € U est caractérisé par la relation,
9) (f—u,v—u) <0, Voel

4.3 - Soit une forme af(.,.) sur V x V bilinéaire, symétrique, positive, continue et coercive
et ¢ une forme linéaire continue sur V. Montrer que la fonctionnelle

(10) J(v) = %a(v, v) — €(v)

admet un minimum unique u € U sur U caractérisé par la relation,

(11) a(u,v —u) <Ll(v—u), Yvelu

4.4 - Montrer ’équivalence entre la formulation variationnelle
a(u,v) =L(v), YveV

et le probleme de minimisation de J lorsque U = V.



