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Séance n°3

Formulations variationnelles
Corrigé

16 Novembre 2004

Exercice 1. Formulation variationnelle

1.1 - Soit v € HY(Q), on pose v; = v|q, et I'on multiplie la premiére équation par v; ce
qui donne apres intégration sur §2;,

avec f; = flq,. Nous obtenons par application alors la formule de Green

2
En sommant sur ¢ et en posant k = Z ki xq,, on obtient, compte tenue de la condition

(2
aux limite sur I,

/(kVu~Vv+uv)—/(klﬁmulvl—l—kg@mmvg):/fv—i—/l{:gv
Q b Q r

Or v € H'(2), et I'on sait qu’elle est alors continue a l'interface ¥, de plus n; = —ny, ainsi
en vertue de la relation de continuité reliant les dérivées normales a l'interface, l'intégrale
sur ¥ est nulle. On aboutit ainsi & la formulation variationnelle suivante : trouver u € H'((Q)
tel que

(1) /Q(kVu-Vv—i—uv):/va—l—/Fkgv, Vve HY(Q).
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1.2 - On introduit la forme bilinéaire
a(.,.):Hl(Q) le(Q) — R
(u,v) +— a(u,v) = / (kVu - Vo +uwv)

Q

et la forme linéaire

(:H'(Q) — R

(U é(v):/ﬂfv—i-/rkgv

L’équation (1) est bien de la forme : Trouver u € H'(Q) tel que
(2) a(u,v) =€(v) Yve HY(Q)

avec H'(Q) un espace de Hilbert. Pour pouvoir appliquer le théoréme de Lax-Milgram il
faut vérifier :
1 - Continuité de a : par I'inégalité de Cauchy Schwartz
|a(u, v)] max(k1, k)| Vul 20| Vol L2 + [Jull2@ vl 229
max(ky, ko) |[ull o llvll @) + lull @ llvllm @
CalVull oI Voll g @)

(IIRVARVAN

avec C, = max(ky, ko) + 1.
2 - Continuité de ¢ : par I'inégalité de Cauchy Schwartz

)| < ([ fllze@ vl o) + max(ky, ko) [l gl L2 [Jv]l 22 ()

Par la continuité de Papplication trace de H*(2) dans L*(T), il existe une constante Cq > 0
tq
HUHLQ(F) < CQHUHHl(Q) Yov & Hl(Q)
Ainsi,
(L) < (Ifllz2@) + Camax(kr, k2)llgllz2ary) 1ol (o)

3 - Coercivité de a :

a(w,w)] = f, HVulde + [, ufde
min(lﬁ, kQ) fQ ‘VU‘ZdiU + fQ ‘UPd.ﬁE

O‘HUHJ%P(Q)

VIV

avec o = min(ky, ko, 1).
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1.3 - En prenant v = ¢ € D(€);), dans la formulation (1) on déduit

/kiVqude—i-/ ucpdx:/ fodx

qui s’écrit aussi en notant u; = ), et fi = fio,

(kiVui, Vo) + (ui, 0) = (fi, )

pour tout ¢ € D(€);). Soit, en utilisant la définition de la dérivation au sens des distribu-
tions,

pour tout ¢ € D(£);), ce qui s’interprete par

(3) —div /@Vuz + u; = fl dans D/(QZ)

La relation de continuité u; = wuy a linterface ¥ provient du fait que la solution u €
H'(Q). Pour retrouver la condition des sauts sur les dérivées normales nous reprenons la
formulation (1) et utilisons la formule de Green dans chaque domaine §2; (en supposant que
les u; sont suffisamment régulieres pour pouvoir appliquer cette formule). Il vient apres la
simplification due aux équations (3),

/k@nuv dy + / (k10pur — kaOpus) v do = /k:gv dry

r > r

Par densité des traces des fonctions H'(€) dans L?(X UT) on déduit que d,u = g sur T et
klﬁnul — k‘g@an =0 sur .

Exercice 2. Convection-diffusion

2.1 - On multiplie I'équation par ) € H}(2), on inteégre sur € , puis on utilise la formule
de Green. Ainsi on cherche ¢ € H}(Q) tel que

. ) _ 1
(4) /QVQO V@bdx—k/QVgo uydx /Qf@/)dx, Vi e Hy(Q)

2.2 - On introduit la forme bilinéaire
a: Hy(Q)x Hy(Q) — R
(p.) = alpw) = [ V-Vt Vo uvdx
ainsi que la forme linéaire
(:H;(Q) — R
v oo )= [ fudx

3
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Ainsi on recherche ¢ € HJ () telle que

a(p,¥) = L(¥), Vv € Hy(Q)

On possede les estimations de continuité suivantes,

Cauchy—Schwartz

()] < 1 fllze @ 1Pl 22
< Nl 2l a0

Cauchy—Schwartz

A

lap, ¢)] IVl @l VPll2@) + [l Vel @l 2@

< (1 + [[allze) [l @ [¥] me
Pour conclure grace au théoreme de Lax-Milgram, on prouve la coercivité de a(.,.),
IVellia @) = lulle= Vel 2@ el

(1= Callullz=) IVl
(1= Callullz=) IVl

la(p, #)]

(VAR AVARY/

ol on a utilisé I'inégalité de Poincaré : il existe une constante Cq > 0 tq.
(5) lellze@) < CallVellzg Ve € Hy(Q).
Cette inégalité implique aussi que
el Eg) < 1+ CO)IIVelTeq Ve € Hy(R)
ce qui nous pert de conclure

Ainsi pour
1
ul|(peeyz < —,
[al|(rec)2 o

la constante de coercivité est strictement positive, ce qui permet d’appliquer le théoreme.
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Exercice 3. Systeme de 1’élasticité

3.1 - Onrecherche u € (H}(2))3. On multiplie I'équation par v € (H}(Q2))3, et on integre

sur {2,
/—@-ai,j(u)vidx:/f-udx
Q Q

Green
i(w)oiv;dx — i : , dl= | f-ud
[ aswomax— [own) [ £-uix

/ A (le U)(SZ'J a]'Vi + 2uei,j(u) 8jvi dx = / f-udx
Q Q

1 1
/)\(leLl) (leV)+2M [—eijajvi+—eji8ivj} dX:/f'lldX
Q 27 27 Q
€ij = €5 )\/Q(divu) (divv)dx+2,u/Qe(u)--e(v)dx:/ﬂf-udx

On définit alors la forme bilinéaire suivante,
a:(Hy(Q)* x (Hy(Q))* — R
(w,v) — a(u,v)=2A\ /(div u) (divv)dx+2u / e(u) - -e(v)dx
Q Q

et la forme linéaire
MR — R
vV €(v):/f-udx
Q

Ainsi on recherche u € (H}(Q))? tel que
(6) a(u,v) =L(v), v e (H(Q))°

3.2 - On considere u € (D(Q))3,
el = [ astweswix
— /Z\@uz\2+|8uj|2 /8u18ujdx

= /|Du|2 /uZ 0;ju; dx

9j,iu;

_ /|D 2 /ydwu|2dx

§|| D 11||(L2(Q))3><3

v
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Cette inégalité reste valide pour u € (H}(Q))? par densité de (D(Q2))? dans (H(Q))3.

3.3 - On vérifie facilement la continuité de a(.,.) et de £(.). La coercivité de af(.,.) est
fournie par l'inégalité suivante,

la(uu)] = Al divul[faq) + 2ufle() ||tz oyxa
Au>0 )
> plDullfzzq)sxs
Poincare

X 2
> T+C2 [allCr )2

ou la constante Cq est celle qui intervient dans I'inégalité de Poincaré (5).

Exercice 4. Minimisation dans un Hilbert

4.1 - Posons
—inf||f —
J =it [|f =]

On consideére une suite {vy, }m>o d’éléments de U telle que

J = lim |f—on

m—-400

Montrons que v,, est de Cauchy.
va_quQ = H'Up_fHQ"‘”Uq_fHQ"i‘Z(Up_favq_f)
2(a,b)=1la+b||2—1||a—b||2 1
= 0 o, — FI? + [lvg — fII? + —||vp vgll* — Sl2f = (o + v)l?
Ainsi

1 v +v
§||Up—vq||2= lvp = FI* + llvg = FII? =21 f = 25—
Or f — % € U, du fait que U est convexe, ainsi par définition

Up + Vy

T <f -2

ce qui permet de conclure que

1
gllop = vgll® < llvp = FI° + llvg = fI° =27

et ainsi que v, est de Cauchy. Or U est fermé, ainsi il existe un élément u € U tel que
T =|f—ul
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L’unicité de u se prouve en considérant deux solutions u; # us. On a alors

Rl i A TR
2 2 2

1 1
= §j2+§<f_u17f_u2)

If =

Or, du fait que u; # u9, on a

(f —us, f =) < |If —wlllf — w2l = T°

ce qui permet de conclure que
Uy + Us

Ir-

qui est en contradiction avec la définition de 7.

I<J

4.2 - Soit u € U une solution et v € U, comme U est un ensemble convexe, alors pour
0 <t<1lélément u+t(v—u) €U et ainsi par définition de I'optimalité de u , on a

If =ull® < I = (utt(v—u)|?
< f =l + v —ull* = 2¢(f —u,v —u)

ce qui permet de conclure facilement que

(f —u,v—u)<0,Yvel

4.3 - Les propriétés de a(.,.) permettent de construire un produit scalaire dans V' tel que
[.,.] = a(.,.) et le théoreme de représentation de Riesz nous donne 'existence d’un élément
f eV tel que

() =1[fv], veV

On note ||.||y la norme associée. Ainsi

Jw) = ga(f —v.f —v) = ga(f. )

et sa minimisation est équivalente a celle de ||f — v||y .



