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Séance n°4

Elements finis en dimension 1 et 2

23 Novembre 2004

Exercice 1. Interpolation dans les espaces de Sobolev
et estimations d’erreur en dimension 1

Dans ce qui suit, p(z) et ¢(z) désignent deux fonctions continues par morceaux définies
sur I = ]a,b| et vérifiant :
0<p.<pzx)<p*<+4+0 pp.zxzel
0<¢<qr)<g*<+x pp.zel

f(z) désigne une fonction donnée de L?(I), o et 3 sont deux réels positifs ou nuls. On
s’intéresse a la résolution du probléme aux limites (P) :

(—%(pj—Z)Jrqu = f =zel
Jo0)SE0) + sty = 0
pla) 4(a) + Bula) = 0

1.1 - Ecrire la formulation variationnelle de ce probleme et démontrer I’existence et I'uni-
cité de solutions v € H*(I).
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1.2 - On suppose que B B

(p,q, f) € CH(I) x C°(I) x L*(I).
Montrer alors que la solution du probléme variationnel appartient & H?(I) et vérifie les
équations du probléme (P).

1.3 - On s’intéresse a I'approximation de u par éléments finis. Pour cela, on introduit le
. —a L, .
maillage de pas h = N défini par les points :
;g = a+jh j=0,1,...,.N
On considere ’espace des éléments finis P; de Lagrange défini par :

Vi, = {vn € C°([a,b]) tel que vy 1€P, j=0,1,...,N -1}

[z,%5+1]
Donner I'expression des fonctions w; € Vj,, 0 < j < N, définies par
wj(zi) = Oiy

et vérifier qu’elles forment une base de V},.

Nous définissons I'opérateur d’interpolation IT, de V = H*(I) dans V}, par
YveV Myo(z Zv z;) w;(z
7=0

La suite de I’exercice a pour but d’obtenir une estimation de I’erreur d’interpolation v — I[T,v
dans H'(I) et d’en déduire des estimations d’erreur correspondant & ’approximation de u
par éléments finis a I'aide de I’espace d’approximation V},.

1.4 - En utilisant 'identité

v(z) = v(z;) + (. — )0 () + /z(xZ —t)0"(t) dt

%

pour = € [x;,x;11], montrer qu'il existe une constante C' > 0 indépendante de h tel que

Yo € HQ(I) ||U — Hhv”LZ(I) < Ch2||’l)||H2([)
dv dIl,v
Yo e HY(I _— — < Ch
v (1) ' dzx dz L2(I) N HUHH2U)

1.5 - On désigne par u, € Vj la solution du probleme variationnel de la question 1 obtenu
en remplacant H'(I) par Vj,. Montrer que sous les conditions de régularité de la question
2, il existe une constante C' > 0 indépendante de h tq.

||U —_ uhHHl(I) S Ch



TD MA201 Calcul Scientifique

1.6 - Dans cette question, nous allons illustrer 'importance d’avoir v suffisamment réguliere
(dans H?(I)) afin d’avoir une erreur d’interpolation en O(h). Soit

v(z) = 2% Ve el

Pour quelles valeurs de «, v appartient & H*(I)? On se place dans ce cas, calculer :

r

2

d dIl
Y Y dz.

dx dx

Conclure.

Exercice 2. Eléments finis P, en dimension 2

Soit K un triangle de R? de sommets (S, Ss, S3) € (R?)?, non-alignés.
2.1 - Montrer qu'’il existe un et un seul triplet (A1, Ao, A3) € P} tel que :
Vz € Rz, )\1(37) Sl + )\2(37) 52 + )\3(.’1)) Sg = T

Vz € R?, A (z) + Ao(x) + A3(x) =1

qui sont par définition les coordonnées barycentriques associées a K. Caractériser le triangle
K alaide des fonctions (A1, Ay, A3) et démontrer que (Aj, A9, A3) forme une base de P;.

2.2 - Soit un domaine Q2 et (7});=1..; une partition du domaine §2, ou
1. T} est un triangle d’intérieur (Int(7;)) non vide
2. Int(T;) NInt(T}) = Det Uy T = Q

3. Toute aréte d’un triangle est soit sur le bord I', soit une aréte d’un autre triangle.

On note (Mj);—1,n I'ensemble de tous les sommets des triangles 7} et on introduit I’espace
suivant :

Vi = {vp € C%Q) telle que v,|7; € Pr}
2.3 - Expliquer pourquoi V,, C H}(Q).
2.4 - Montrer qu’il existe une unique fonction W; € V,, telle que :

W[(MJ) - (SIJ VJ: 1,..,N.

On représentera graphiquement cette fonction, et on la reliera aux coordonnées barycen-
triques.
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2.5 - Montrer que les Wy, 1 < I < N forment une base de V},.

Exercice 3. Eléments finis % en dimension 1

On s’intéresse a ’approximation de par éléments finis P,. Pour cela, on introduit le

maillage de pas h = % défini par les points :
zj = a+jh j=0,1,..,N

On désigne par P, 'espace des polynomes de degré inférieur ou égal a 2. On introduit
I’espace de dimension finie défini par :

Vi, = {vn € C°([a, b)) tel que vy 1€P, j=0,1,..,N -1}

Zj>Tj+1

3.1 - Exhiber une base adéquate {w;(x),0 < j < N}U{w;j(z),0 < j < N—1} de 'espace
Vi, telle que :

SCZ'+.T,' 1
wi(z;) = i wj(%) =0
Ti + Tit1
wi(z;) = 0 w;(T) = 0iy

3.2 - Représenter sur l'intervalle [z;_1,z,41] les deux fonctions de base w; et wjl-. Quelle
est la différence entre ces deux types de fonctions de base?



