Séance n°4

Elements finis en dimension 1 et 2
Corrigé

13 Novembre 2004

Exercice 1. Interpolation dans les espaces de Sobolev
et estimations d’erreur en dimension 1

Dans ce qui suit, p(z) et g(z) désignent deux fonctions continues par morceaux définies
sur I = |a, b et vérifiant :
0<p.<plr)<p"*<+4+c0 ppzel
0<q<qz)<q¢g" <40 pp.zel

f(x) désigne une fonction donnée de L?(I), a et 3 sont deux réels positifs ou nuls. On
s’'intéresse a la résolution du probleme aux limites :

(—%(pj—z)Jrqu = f zel
pO)TA0) + Ful) = 0
~pla) o(@) + Gula) = 0

\

1.1 - On multiplite I’équation par une fonction test v, et on effectue une intégration par

parties
du dv du du
— — p(b) —(b — =
/Ipdxdx +/Iquv p(b) () + pla) —(a) /va
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En utilisant les conditions aux limites en a et b, on obtient la formulation variationnelle
du probleme :

Trouver u € H*(I) tel que

v € HY(I) / S—Zj—z—i—/lquv—l—ﬂu()()—l—ﬂu /fv

En faisant une intégration par parties sur la formulation variationnelle, on obtient

voe HU(D) [5G de + qu = flo + pOTE+8u)0) + (o) -0+ su(a)lo(@) = 0

1

En choisissant v € D(I), les termes de bord sont nuls, on obtient alors

d d
__(p_u) + gqu = f au sens des distributions
dz v dz

En choisissant une fonction test dans H*(I), qui vaut 1 en b et 0 en a, on obtient :

du

p(b)— =

(b) + Bu(b) = 0

De la méme maniere, on retrouve la condition au limite en a. On a ainsi montré I’équivalence
de la formulation forte avec la formulation variationnelle. L’existence et 'unicité se démontrent
en utilisant Lax-Milgram. On vérifie la continuité de a(u,v)

du dv
a(u,v) = aa + quv

oot < e [ o [

2 2
(5 ) (@) + 2 (=) [ #)
< 2mam(p*2,q*2)</lg—zz+/Iu2)</lg—;2+/lvz

la(u,v)] < V2maz(p?,q2) [ullm o]

La coercivité de a est immédiate :

IA

du? )
a(u,u) = /pd— + /qu2 > min(ps, ¢)||[ul[ g
 ar I

Le théoreme de Lax-Milgram peut donc s’appliquer, on a existence et unicité de la solution.
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1.2 - Pour k = 1, on a I'expression suivante de w;, 0<j <N
j—1 J
wi(r) = —— x € v,
]( ) T — [ Jj—1 J]
< _ T T X
wi(z) = —/—/— x € [x;, T
J Tis1 — @5 [ g i+ ]
| wi(z) = 0 ailleurs
Pour k quelconque, on considere la fonction w; € Vi, qui vaut lenzj, Oen z;_1, xyll, 1<
[<k—1letOenaz, 2\, 1<1<k~— 1 Ellesécrit :
( k-1
¢
Hx — T
=1 Tj—1 — T
wi(r) = 33 T — 7 T € [z 1, 14
1) J J
H.Qi'j — .T]_l
=1
k—1
Hx _ O
=1 Tjiy1 —
w;(x) = T € [xj,xj41]
J k-1 o Tip1 — o]
ij %
=1
L wi(z) = 0 ailleurs
On vérifie que w;(z;) = 1 ce qui assure la continuité de w;. Posons
( k—1
H z— zt™
=1,m#l r—x;)(r—x;_
w]('l)(x) = mk_1m75 ((l) ])( 0) ? l) YIS [xjaxj-i-l]
! o (@ —x)(z — i)
H xr. —
J J
m=1,m#l
mne (r) = 0 ailleurs
L

@

w; " possede les propriétés suivantes :

w(zy) =0 Vk=0,.,N

J

w (@) = §nds Vk=0,..N -1 ¥m=1,. k-1

J
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Démontrons dans un premier temps, que ces fonctions forment une base libre. Soit une

»

combinaison lindire de coefficients A; )\ telle que :
N N—1k-1
Z)\j wi(x) + )\gl)w](-l)(x) =0 Veel
=0 j=0 I=1
L’évaluation en z = x; donne
L’évaluation en z = z\™ donne
A =0

Les coefficients sont tous nuls, ce qui prouve que la base est libre.

Démontrons dans un second temps, que ces fontions forment une base génératrice de
I'espace V. Soit v € Vj,, v est un polynome de degré k sur l'intervalle [z}, z;41]. Or un
polynome de degré k est déterminé de maniere unique par les valeurs qu’il prend en k+1
points distincts 2 a 2. On en déduit que :

v(z) = v(a)wi(e) + v(zp)win() + Y v (@) Ve e v, am)

. On a ainsi décomposé v dans la base exhibée. C’est donc une base génératrice.
L’opérateur d’interpolation est défini pour v € H'(I) comme

N N—-1 k-1
[ [
Myo(z) = Y v(a;)w;(z) + v(zMyw (z)
j=0 7j=0 I=1

Il vérifie trivialement les propriétés demandées.

1.3 - Montrons I’équivalence des normes. On cherche d’abord a démontrer 'inégalité de
Poincaré-Friedrichs :

/ Vdr < / —dx+ /Olu(x)da:)2 vu e HY(I)

Soit u € H'(I), on note
On part de 1'égalité :

En intégrant sur [0,1]
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On en déduit que :

1 1 d 2
/ v(z)idr < / & i
0 o dx

[ eera = [Cuwre - o[ w@wr + [ o

On en déduit I'inégalité souhaitée :

/ r)’dr < / — dx + /1 u(z)dr)?

Pour u € H*(I), on a la suite d’inégalités :

1 1 du? 1
/ u(z)?de < / — dr + (/ u(z)dr)?
0 o dz 0
Pdlu, L qitty,? Vdtu
- < i — (2)dzr)?
/0 o (x)°dr < /0 pFprS dr + (/0 = (x)dx)

1 3k 1 3k+1,,2 1 9k
d*u, ., d"u d*u
—(2)%dx < —— dxr + — (z)dx)?
/0 daxk (z)°dw < /0 ae+ (/0 daxk (z)dz)
En combinant ces inégalités, on trouve :

k 1 4

d'u
lul2,, ;< 2 lol2,; + S +1)( / @)y
=0

L’inégalité
k

Laly
lullen 2 Py + () e

1= Y0
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est une conséquence directe de I'inégalité de Cauchy-Schwarz. On a donc 'encadrement :

sl < s + ([ S < i,

La norme
1

ol = [lol2 s + Z ([ Gaw]

est une norme équivalente & la norme ||.|[, ,, ;.
Soit v € H*(I). On note p € P, le polynome tel que :
dlp
bl =0..k
jdxl / dat
k

Un tel polynome existe et est unique car les coefficients (a;) tels que p = Z a;z’ sont
i=0
solutions d’un systeme linéaire triangulaire dont les termes diagonaux sont égaux a i!,

non-nuls par conséquent.
dk+1p

EpREsY = 0. On a donc :

Comme p € P,

|||U - lek+1,f = |U‘i+1,f

Du fait de ’équivalence des normes, on obtient I'inégalité :

Vv € Hk+1(j) inf ||v +p||k+1f < é|v‘k+1f
pEPk ’ ’

1.4 - Soit IT un opérateur linaire continu tel que :
Vp € Py, f[p =
D’apres le résultat montré a la question précédente, dp € Py tel que :
||U+ka+1,f < Cl‘“|k+1,f
Par continuité de ﬂ, on a
Hﬂv+p||k+1j = ||ﬂv+ﬂka+1,f < 02||U+ka+1,f < CICQ‘U|k+1,f

En utilisant I'inégalité triangulaire, on a

(v +p) — (f[v +p)||k+1j < v +ka+1,f + ||f[v +p||k+1,f < O‘U|k+1j

Réciproquement, supposons I un opérateur lindire continu tel que :
Yo € H* (1), v — Hv||k+1[ <Clol},, ;

On applique l'inégalité pour v = p p € P, Comme |p|,,,; = 0, 0on a

A

Vp € B, IIp = p
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1.5 - On note
Fo(@) = 24(1 = 2) + g1

F, est trivialement une bijection, et la dérivée est égale a dF, = h. On définit [I,0F, = 1.
Un changement de variables fournit :

[ e = [, i
I, i

Soit v € H*(I,) m<k+1,ona

|U - quﬁn,lq = " |@ - ﬂmfn,f
< h_m||v—Hka+U
< Ch™o |I<:+1I
< CpHtm |U‘i+1,1q

1.6 - II se déduit de II, par simple changement de variable. On introduit, les fonctions
de base sur l'intervalle unite I :

y(7) = =
-1 k
[z —m) ] m - k)
~ A~ m=0 m=
in(2) = T =1 (k=1)

IT est défini par la relation :
i T
m=0 k

1.7 - Soit v € H*(I) .On somme la relation (2) sur tous les intervalles I, = [z;,z;41] :

Tj41 dk—l-l

Ti+1  qm . v
Z/ (v — Hyo)|’de) < CHF Z/ d k+1‘2dx
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On en déduit I'inégalité demandée
i+l qm
Z I (v = To)fPde) < CHH o]l

m = 0 fournit I'estimation L2
||U — Hh UHLQ(I) S Chk+1||UHL2(I)
m = 1 fournit I'estimation H*

||U — HhUHHl([) S OthUHH’“H(I)

1.8 - La solution discrete est définie par
Yv eV, a(up,v) = (f,v)

ol a est la forme bilinéaire introduite a la question 1.
La solution u est définie par

Yoe H'(I)  a(u,v) = (f,v)
Comme V;, C H'(I), on fait la différence pour v € V, :
Yv eV, a(up, —u,v) = 0

Yo eV, a(llpu — u,v) = a(llp u — up,v)

On choisit la fonction test v = Il u — wuy,. On a alors
a(llpu — u, Mpu — up) = a(lly u — up, Hpu — up)

On va utiliser la coercivité et la continuité de a démontrée a la question 1.

aHHhu—uthql(I) < a(Ily u—up, Myu—uy)| = |a(lyu—u, Dyu—uy)| < C||IL v —ul|g o

D’ou
Mhu — ||y < Cllpu — ullm)
A Taide de I'inégalité triangulaire

lu = unllmy < [lw = Waullmey + [Maw = upllmgy < (C+ DIMpuw = ullm

Or [[Ihu — ul[may < ClthuHHkHu) < CQthfHHk—l(I)
On obtient 'estimation d’erreur désirée :

lu—unllmy < CHF

La constante C fait intervenir la constante de coercivité «, la constante de la continuité de
a, la constante de I'erreur d’interpolation, et || f||gr-1(7). Elle ne dépend pas de h.

8

I v — [
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Exercice 2. Espaces d’éléments finis en dimension 2

2.1 - On suppose l'existence du triplet (A1, A2, A3), on va montrer l'unicité. Nous allons
prouver d’abord que :

)\1(&1) =1 )\2(&1) =0 )\3((1,1) =0
Supposons par 'absurde que A;(a1) # 1. Nous avons alors :

)\g(al)ag + )\3(&1) as
1 - )\1((1,1)

a; =

(A2(a1), As(ar)) # (0,0)

a1, ay et ag sont donc alignés, ce qui est exclu. Donc A\j(a;) = 1.
Supposons par 'absurde que Ay(ai) # 0. On a alors

Xo(ar)(az — az) = 0

Les points asy et az sont confondus, ce qui est exclu. On a donc Az(a;) = A3(a;) = 0. On
démontre de la méme maniere que

)\1(&2) =0 )\2(&2) =1 )\3(&2) =0 )\1(&3) =0 )\2(&3) =0 )\3(&3) =1
On cherche \; de la forme
M(z,y) = a(r—x2) + By —y2) +7

A(az) = 0 donne y = 0
A(az) = 0 donne a(xs —x) + B(ys —y2) = 0
Donc A; est de la forme :

M(wy) = C | = s) (2= 22) + (25— 23) (y — o)
La constante C est déterminée de maniére unique par ’équation A\j(a;) = 1 :

(Y2 — y3) (x — x2) + (23 — 22) (¥ — ¥2)
(Y2 — y3) (71 — 22) + (73 — T2) (Y1 — ¥2)

Al(xvy) =

Le dénominateur est proportionnel a I'aire du triangle, qui est non-nulle car les points ne
sont pas alignés. De la méme maniere, on trouve une expression unique pour As et A\3. On
vérifie que le triplet obtenu vérifie bien les propriétés demandées, ce qui prouve ’existence.
Le triangle K est caractérisé par

A >0 Ao >0 Ag > 0

1,2,y est une base de P! générée par les fonctions (Ai, A2, A3). (A1, A2, A3) est donc une
famille génératrice de P! et comme dimP; = 3, c’est aussi une famille libre. (A, A, A3)
forme une base de P;.
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2.2 -

k+1)(k+2
dimP, = % = CardM,

2.3 - Soit p € Mj. Supposons qu’il existe un polynome p, € Py tel que :
pulay) = 6, Yv € M,

Si puz > 0, p, est nul sur k+1 points de la ligne A3 = 0. Or p, est un polynéme d'une
seule variable de degré k sur cette ligne. On peut donc factoriser p,, par Az :

P = >\3Q($,y>
Le polynome @ est dans P;_q. Si ug > 1, ce polynome est nul sur k points de la ligne
A3 = %, il est donc factorisable par A3 k£ — 1. En itérant le procédé, sur A3 et sur les autres

coordonnées barycentriques, on trouve p, de la forme :

Py = CEA )k — pr 4+ 1) (kX )o (B Ao — o+ 1)(kAg)oa(k As — pig + 1)

p1—1 po—1 pu3—1
po = CTL N = &) [T =) [T (kAs — &)
i=0 j=0 k=0

C est une constante afin d’avoir p € P,.. La constante C' est déterminée par ’équation
pulay) = 1:

p1—1 p2—1 p3—1
[Tkx =) [T = 3) [T k2s — k)
=0 =0 k=0
b= pa ! pas!
Par construction p,(a,) = d,,, et il est unique.

Prouvons que les polynomes p, forment une famille libre. Soit une combinaison linéaire :

Z aupu(r) = 0

Pour z = a,, on trouve o, = 0. Donc les composantes o, sont toutes nulles. La famille
des polynomes p, p € My, est libre. De plus le cardinal de M), étant égal a la dimension
de I'espace Py, la famille est également génératrice.

2.4 - Supposons que les deux polynomes v; vy coincident sur k + 1 points de [ :

v1(&) = v2(&)

Or v; et vy sont des polynomes de degré k a une seule variable sur le segment I. Un
polynome de degré k étant déterminé de maniere unique par les k + 1 valeurs qu’il prend,
on a

Ul|1 = Uz|1

v est donc continue sur K. v est également dans H'(K;) et H'(K5). Par conséquent v est
dans H'(K) (cf TD2).

10
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2.5 - On distingue les fonctions de base associées aux sommets, celles associées aux arétes
et les fonctions de base intérieures.

11



