TD MA201 Calcul Scientifique

Séance n°9

Schémas pour 1'équation de transport

11 Janvier 2005

Dans les exercices 1 a 3, on s’intéresse a ’approximation numérique de ’équation de
transport
ou ou

par des schémas aux différences finies de pas de temps At sur une grille spatiale réguliere
de pas Az. On pose A = a%.

0 (a>0)

Exercice 1. Schémas d’ordre un

On considere les trois schémas suivants :
Le schéma explicite centré

n+tl _ n n _n
y  =U 5 (uf —uja)
le schéma implicite centré
A
n+l _ ,n 7 n+l _  ntl
U =U 5 (i — i)

et le schéma explicite décentré vers 'amont
n+l _ ,n n__ ,n
uwitt =uy — A (uj uj_l) .
Vous avez vu en cours que le premier schéma est inconditionnellement instable.

1.1 - Dans les deux autres cas, étudier l'ordre du schéma, puis calculer le coefficient
d’amplification et étudier la stabilité du schéma.
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1.2 - FEtudier ensuite les erreurs d’amplitude et de phase du schéma (on obtiendra un
équivalent de ces erreurs pour {Ax petit).

1.3 - Discuter des avantages et inconvénients des différents schémas.

Exercice 2. Le schéma de Lax-Wendroff

Soit u une solution réguliere de I’équation de transport.

2.1 - Montrer que

_ _ ou a’At? 9%
u (Z’j, tn-‘,—l) =U (.Tj,tn) — aAta—x (.Tj,tn) —+ T@ (I’j, tn) + O(Atg) .

2.2 - Indiquer comment, a partir de cette égalité, on peut construire le schéma suivant
(Lax-Wendroff)

2
n+l _ . n n n

uj u; — By (u?"-]. - uj—l) + B (uj+1 2uf + u;‘_l) ,

et étudier son ordre en distinguant le cas A = 1.

2.3 - Calculer le coefficient d’amplification et en déduire la stabilité du schéma sous
condition CFL.

2.4 - Etudier 'erreur de phase et d’amplitude du schéma.

Exercice 3. Le schéma saute-mouton

On considere le schéma saute-mouton pour approcher 1’équation de transport
n+1 1

U;

=uy = A (U —ufy)

oun>1et u(; et ujl sont donnés.

3.1 - Quel est 'ordre de ce schéma ?
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3.2 - On suppose que
u(; = Upexp(i§jAx) et u]l = Uy exp(i§jAx) Vj.
Montrer que la solution du schéma peut s’écrire sous la forme
u; = Uy, exp(i{jAr) Vj
avec
Up=A(ry)" +B(r-)",

avec r et r_ solutions d'une équation que ’on précisera. En déduire une condition nécessaire
et suffisante de stabilité du schéma.

3.3 - On suppose A < 1. Montrer que la solution est la superposition d’une onde se
propageant dans le méme sens que la solution exacte et d'un onde se propageant en sens
inverse (onde “parasite”). Comparer la vitesse de phase de ces ondes avec la vitesse de
phase de la solution exacte.

3.4 - On suppose que Uy est donné et que le schéma décentré amont est utilisé pour
calculer U;. Calculer A et B dans ce cas et montrer que I'onde parasite est de module petit
devant celui de I'onde principale lorsque {Axr < 1.



