TD MA201 Calcul Scientifique

Séance n°10

Correction

18 Janvier 2005

Exercice 1. Equation de transport scalaire en dimen-
sion N

1.1 - Soit v(t) = u(X(t),t). Nous avons

dv dX Ou
20 = (1) - Vu(X (1) 1) + = (X(0).1).

Pour que v soit identiquement nulle, compte tenu de I'équation vérifiée par wu, il suffit
d’avoir le résultat demandé dans la question.

1.2 - La caractéristique en question est par définition X (s;z,t) et nous avons, toujours
par définition = = X (¢; x,t). Puisque u est constante le long de cette caractéristique, nous
avons

u(z,t) = uw(X(tx,t),t) = u(X(s;x,t),s) Vs
= u(X(0;z,1),0)
= uo(X(0;z,1)).

1.3 - Une solution classique de (2)-(3) vérifie, par intégration de (2) entre t, et t,

t

t

X(t) = X(to) +/ c(X(s),s)ds = xo + / c(X(s),s)ds = D(X)(¢)
to to

et est donc point fixe de ®. Inversement, si X est un point fixe de ®, alors c¢’est une

fonction C! car ¢ est continue et par dérivation on obtient (2), et (3) est retrouvé car

X(tg) = ®(X)(to) = xo.
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1.4 - On va montrer par récurrence que
LF(t —to)*
k!

ce qui permettra de conclure. La propriété est vraie pour k = 0 ; supposons la vraie jusqu’au
rang k — 1, nous avons alors

((IJk(v) — (IDk(w)) (t) = /t [c(@k_l(v)(s), s) — c(@k_l(w)(s), 5)] ds .

0

[(BF(v) — BF(w)) ()] < lo—wl|| Vte [to,to+T),

On a donc par hypothese sur ¢ puis par hypothese de récurrence

‘((I)k(v) — q)k(w)) (t)} < / L ‘@k_l(v)(s) — @k_l(w)(s)} ds

to

th(s _ to)k_l
< Sl S VA - .
< /t =1 |lv —wl|| ds

Le calcul de la derniere intégrale prouve le résultat au rang k, ce qui acheve la démonstration
par récurrence.

0

1.5 - D’apres la question précédente, il existe un rang K pour lequel I'application ®X
est strictement contractante; on note pour simplifier A < 1 son facteur de contraction. En
partant d’un élément Xy quelconque de C[tg, o + 7], on définit la suite (X,) d’éléments
de Ctg, to+T] par 'égalité X, 1 = ®F(X,). Cette suite est de Cauchy dans C[ty, to+T).
En effet,

X1 — Xoll
1

p p
[ Xg+p — Xl < Z [ Xg+i — Xgwizall < Z)\ﬁl_l [ X1 = Xof| < A'—— 3

=1 i=1

qui tend vers 0 lorsque ¢ croit. L’espace C[tg,ty + T] étant complet pour la norme
considérée, la suite (X,) tend vers une limite notée X appartenant a C°[ty, to + 7. L’ap-
plication ®X étant continue, et par définition de (X,), on a alors

PE(X) =X,

ce qui prouve l'existence d’un point fixe de ®*. L'unicité de ce point fixe s’obtient en
considérant deux points fixes X et Y. L’application ®¥ étant strictement contractante, on
a alors
IX =Y = [[@"(X) - " (YV)[| <A X - Y| (A< 1),
ce qui n’est possible que si X =Y.
On montre alors que ®(X) est aussi point fixe de ®¥ en calculant

P (R(X)) = @(P" (X)) = ®(X).

Par unicité du point fixe de ®¥ on déduit que ses deux points fixes X et ®(X) sont égaux
et que X est donc point fixe de ®. Ce point fixe est unique car si Y est point fixe de P,
alors c’est aussi un point fixe de ® qui n’en possede qu’un.
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1.6 - On peut tenir un raisonnement similaire a celui des questions précédentes en tra-
vaillant sur C°[tg — T, to]. On obtient alors existence et I'unicité de la solution classique a
(2)-(3) sur l'intervalle de temps [to — T, to]. Le raccord entre la solution sur cet intervalle de
temps et la solution sur l'intervalle de temps [to, to + T est bien C! en considérant d’une
part (3) pris au temps to et ensuite (2) au temps ¢y, la fonction ¢ étant continue.

1.7 - Les deux membres de gauche de I'équation (5) vérifient la méme équation différentielle
(2) en la variable s. Ils vérifient en outre la méme condition initiale (3) en s = ¢ : par
définition, on a

X(t; )((lf7 Zo, to), t) = X(t, Zo, to) .

Par unicité de la soltion a (2)-(3), on en déduit 1’égalité (5) pour tout s.
On dérive ensuite I'égalité (5) par rapport a t. Cela donne

X d
O = aa—t(S;X(t;xo,to),t) + %X(t;antO) . VIX(S;X(t;xo,to),t) s
soit 9x
E(s; X (t; o, to), t) + (X (t; zo, to), t) - VX (s; X (t;20,1),t) =0.

Le résultat est obtenu en appliquant cette relation en prenant xqg = x et t{y = t; on a alors
X(t; o, to) = X(t; 2, 1) = .

1.8 - Si ug est C', alors Papplication (z,t) —— uo(X(0;z,t)) est elleméme C' sur
RY x R* et le théoréme de dérivation des applications composées et 1’égalité (6) montrent
que cette application est solution de I'équation de transport ; d’autre part elle vérifie bien
la condition initiale. Inversement pour montrer que cette solution est bien la seule, on
commence par montrer que toute solution classique u(z,t) est constante le long des ca-
ractéristiques

%u(X(t; xo,to),t) =0
grace a l’équation vérifiée par X. Nous avons donc pour tout (y,t)
w(X(t;y,0),t) = u(X(0;y,0),0) = u(y,0) = uo(y) - (%)
On applique ensuite (5) pour ¢t = 0 puis s = to =t et xy = x, ce qui donne
X(t;z,t) = X(t; X(0;2,1),0).

Mais X (t; z,t) vaut aussi bien str x. En choisissant y = X (0;z,t) dans (%), on aboutit a

u(z,t) = ug(X(0;2,1)).
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1.9 - Si u est solution classique du nouveau probleme, alors la fonction F' définie par

Fla,t) = exp (/Ota(X(s;a:,t), ) ds) u(z, )

est solution classique de (1), et réciproquement. En effet

et =ew ([ oCxtsin 0,005

(%(x,t)+o—(X(t;x,t),t)u(x,t)+/0 aa—f(sm,t)-VU(X(S;m)?S) ds “(“))

D’autre part,

g—i(x,t) = oxp (/Ota(X(s;x,t),S)ds)

u LoX
(a—xi(x,t)Jr/o a—%(&%t).Va(X(s,m,t)?S) ds) '

De plus, o(X (t;x,t),t) = o(x,t); d’ou

%—f(m,t) el t) - VF(x,t) = exp ( /0 (X (s .1),5) ds)
{(g—?(x, D+ o) - Ve, ) + o, t) ulz, t))

(e, t) ( /0 t @—f(s; 2.4+ e, t) - VoX(s: 2, t)) Vo(X(s:2,1), 5) ds)} |

Le terme de la deuxieme ligne est nul par hypothese sur u et celui de la troisieme ligne
grace a ’équation vérifiée par X. D’apres les résultats précédents, il existe une unique
fonction F' solution classique du probléme initial et on a

F(z,t) = F(X(0;2,t),0) = ug(X(0; 2, 1)) .

Nous avons donc
t
u(z,t) = ug(X(0;2,t) exp (—/ o(X(s;z,t),s) ds) :
0

1.10 - On calcule

9 00X, 0 |
a(M)zg(t) = a—%ﬁ(txo,to)—aijZ(X(t,iﬂo,to),t)
Je;
= 3 g (X, to), 1) 7 150, 10)
k J
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Le second membre de cette égalité est le terme 75 du produit matriciel Ve M. On a donc

oM
W(15) = V(X (t; 20, t0), 1) M(t)

et la condition M (ty) = Id car alors X (t;xg,ty) = xo. La matrice M est alors inversible
car elle s’écrit

M(#) = exp < / Vel (5: 20, 10). 5) ds) |

to

1.11 - Ona

dJ <~ O(det (M)) 0 = 0(det (M), Oc;
dt _%: OM;; &(M)”_Z OM;; M’”&rk'

ijk

Or en développant le déterminant de M par rapport a sa ¢ ligne, on a

det(M) = Z M;; co(M);;

olt co(M);; est le cofacteur ij de M (c’est-a-dire (—1)¥det(M;;), avec (M;;) la matrice M
a laquelle on a enlevé la :“"° ligne et la 7 colone. Comme chaque terme M;; n’aparait
qu'une seule fois dans la formule ci-dessus, on a

O(det (M))

aMij = CO(M)Z‘]' .

Finalement,

= 23 Mol gt = 5 O(M oM
ik i
On se souvient alors de la formule

(M co(M)") = det(M) Id = J Id
et I'on trouve donc i e

=1 zk: it 5

Soit
—(t) = J(t) div ¢ (X (t; o, to), 1) -
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1.12 - D’apres la question précédente, on a
t
J(t; g, t0) = J(to; xo, to) €xXp (/ div ¢ (X (s;x9,t0), 5) ds) )
to
Mais J(to; xg,to) = 1 donc
t
J(t; xo,t9) = exp (/ div ¢ (X (s; 20, t0), S) ds) :
to

Ceci implique en particulier

J(0;2,) = exp (/to dive (X (s;,t), 5) ds)

Le probléeme a résoudre s’écrit aussi

%—i—c-Vu—l—divcu:O,

dont 1'unique solution classique est donnée, d’apres les questions précédentes par

u(z,t) = ug(X(0;2,t)) exp (—/0 dive(X(s;x,t),s) ds) = ug(X(0;2,t)) J(0;2,%) .

Exercice 2. Schéma saute-mouton pour I’équation des
ondes

2.1 - Il suffit de prendre le produit scalaire L?([0, L]) de I’équation des ondes par 2% et

ot
d’écrire d’une part
2

L a2 L
0“u ou _1d ou (2) da

0 oz or @) 2dt J, |ot
et d’autre part, apres avoir effecté une intégration par partie (les termes de bord étant nuls
grace aux conditions limites)

2

L a2 L
0“u Ou 1d () d.

Ny dp = 1L ou
o Otdxr Ox . x_th 0

o

2.2 - Leschéma est d’ordre deux (différences centrées) ; on peut le vérifier par développements
limités. Sa stabilité s’étudie par Fourier en supposant

uj~! = exp(ifjAx)
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et en cherchant 1’équation vérifiée par g défini par u"*! = gu™ = g?u™'. On pose A = c&t Az

9> =29 +1 = Ng (exp(i€Ax) — 2 + exp(—ifAx)) =

¢> —2g {1—2)\ sin (§2x)] +1=0.

Le discriminant réduit de cette équation vaut

s o ()] -

—1<1—2)\%sin? (&Tx) <1

et A est donc négatif ou nul. Le polynéme en ¢ étant a coefficients réels, ses racines sont
alors complexes conjuguées et leur produit vaut —1. Elles sont donc toutes les deux de
module unité, et le schéma est donc stable (Ierreur d’amplitude est méme nulle : le schéma
n’est pas dissipatif).

Si A > 1, pour certaines valeurs de &, A est strictement positif; ses racines sont toutes
les deux réelles et disctintes; comme leur produit vaut —1, I'une des deux est de valeur
absolue strictement supérieure a 1; le schéma est donc instable.

soit

Si A <1 alors pour tout &,

2.3 - Avec les nouvelles notations, le schéma s’écrit

+1/2 ~1/2
Lt g e Ay,
2 At 2 Ax '
De facon analogue a la méthode utilisé dans le cas continu, nous multiplions cette égalité par
n+1/2 n—1/2 n+1 n—1
Ax % = Axiuj et nous sommons sur j € [1, N — 1]. L’égalité demandée

est obtenue en remarquant que l'on peut effectuer une “intégration par partie discrete”
(dans laquelle les termes de bord sont nuls grace aux conditions limites) :

N—1
D (df gy —djyyy) ut = Z (T =) = —(d dm),,
=1

2.4 - On reformule E"t1/2

EnHY2 = % Hv”“/?HfL + %CQ (d",d"), + %8 (&t —dr,adr),

Or d’apres a définition de v et d, on a

n n AN AP n+1/2
(d —d )j+1/2 = E(Uj—kl/ - / ).

7
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On peut donc, par Cauchy-Schwartz discret, minorer E"*1/2 de la facon suivante

At

n 1 n 2 1 m n n noqn
U > ; o127 + §cz (", d"), _62—95 [0 2], dm),?

En posant V = Hv”+1/2Hh et D= (d", d”)}l/Q, on doit voir sous quelle condition la quantité

At
V2 —-2¢2—VD+*D?
Az

est toujours strictement positive. C’est le cas si le discriminant réduit est négatif, soit

c’est-a-dire sous la condition de stabilité trouvée précédemment. On en conclut que sous
cette contrainte, E"1/2 est une norme et, étant conservée au cours des itérations, cela
signifie que V' et D sont elles-mémes bornées, d’ou la stabilité.



