TD MA201 Calcul Scientifique

Schémas numériques pour les équations hyperboliques
non linéaires

Séance 12

1 Février 2005

Exercice 1. Un exemple de schéma non conservatif

On considere le schéma suivant :

u?At . .
. uj — o (uj — Uj—1) St uj >0
u - fry
’ ”—ﬁ(u” —u”) si u? <0
J Ax Jj+1 J j =

pour approcher ’équation de Biirgers.

1.1 - Expliquer pourquoi c’est une généralisation naturelle du schéma décentré au cas
non linéaire.

1.2 - Montrer que ce schéma ne peut pas se mettre sous forme conservative.

1.3 - Appliquer le schéma a la condition initiale suivante :

o) = 1 si <0
710 si 2>0

et conclure.

Exercice 2. Le schéma d’Engquist-Osher

On considere le schéma suivant :

it = = G ((05) = ()°) + 3 ( / el - | \§\d€>
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avec o = % pour approcher 1’équation de Biirgers.

2.1 - Montrer qu’il peut s’écrire sous forme conservative et expliciter son flux numérique
9(u,v).

2.2 - Montrer qu’il est consistant avec ’équation de Biirgers.

2.3 - Montrer qu’il est monotone sous la condition C.F.L.

2.4 - Montrer que si la condition initiale {u}; est positive alors la solution {u}}; Iest
aussi pour tout n.

2.5 - Montrer que ce schéma coincide avec le schéma décentré dans les zones ou uf ne
change pas de signe.

Exercice 3. Le schéma de Lax-Wendroff

On considere le schéma suivant :

2

1 « o
w = = 5 o= 1)+ G (4 (= ) = 6y (7 - 1)
2
7 2 ) j+% 9 Agj

3.1 - L’écrire sous forme conservative et montrer qu’il est consistant avec I’équation de
Biirgers.

3.2 - Montrer qu’il est d’ordre 2 (au moins).

3.3 - En l'appliquant a la donnée initiale suivante :

0 {w Slj<0

u; = .
J —w si j32>0

montrer qu’il n’est pas entropique.
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Exercice 4. Erreur de troncature et schémas mono-
tones

Soit un schéma sous forme conservative :
JAN?
n+l _ ,n n n\ _ n o, n _
uy - =Uy T« (9 (W}, uf) =g (uf,ufy)), a= N
T
consistant avec 1’équation

(1) X I (=0,

4.1 - Soit @ une solution réguliere de (1). Montrer que l'erreur de troncature a pour
expression :
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ou toutes les quantités sont évaluées en (z,,t").

4.2 - Montrer que :

4.3 - En déduire que :

ey = %8% <ﬂ (0, ) %) + O(Az? + At?)
1 /0 0
o 3 (1,0) = a@)* - + (% ww) - 2 @)

On suppose maintenant que le schéma est monotone.
4.4 - Montrer que 3(u,«) < 0 pour tout u € R.
4.5 - Montrer que, si f(u,a) = 0 pour tout u, alors f(u) est linéaire.

4.6 - En déduire que, sauf dans le cas exceptionnel ci-dessus, un schéma monotone est
d’ordre 1 (au plus).



