TD MA201 Calcul Scientifique

Schémas numériques pour les équations hyperboliques
non linéaires

Corrigé de la Séance 12

1 Février 2005

Exercice 1. Un exemple de schéma non conservatif

On considere le schéma suivant :

u At

n __ n_,mn ; n
u; N (uj uj_l) stouy > 0
n+1l __ X
u’ — i (u” — u”) st ur <0
J Azr Jj+1 J j =

pour approcher ’équation de Biirgers.

1.1 - Considérons I’équation de transport

ou n du 0
— +a— =0.
ot Ox
et les deux schémas explicites décentrés en espace suivant :
— schéma décentré a gauche

oy ut —u"
J J J j—1
+a =0;
At Az
— schéma décentré a droite
n+l _ ,n no__
5 R e
+a 0.
At Ax

t
Pour a > 0, le schéma décentré a gauche est stable sous la CFL a— > 1 et le schéma

T
décentré a droite est instable. Pour a < 0, le schéma décentré a gauche est instable et le

At
schéma décentré a droite est stable sous la CFL \a|A— > 1.
T

1
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Par conséquent, pour a > 0, on choisit le schéma décentré a gauche et pour a < 0 on
choisit le schéma décentré a droite.
En écrivant ’équation de Biirgers sous forme non conservative

ou ou

— +a(u)z— =0

ot ( )8x ’

avec a(u) = u, on obtient une équation de type transport avec une vitesse non constante.
On généralise le résultat obtenu avec ’équation de transport en prenant comme critere le
signe de (a(u))? = uf.

1.2 - Supposons par I'absurde qu’il existe une fonction g réguliere telle que le schéma se
mette sous la forme conservative. La fonction g vérifie donc

viv—u) si v>0

(1) g(v7w) - g(u,v) =
v(w—v) si v<0

Comme g est supposée réguliere, la fonction (u, v, w) — g(v,w) — g(u,v) lest aussi. Or ce
n’est pas le cas étant donné (1).

1.3 - On considére la condition initiale suivante :

o) = 1 si <0
770 si 2>0

On peut construire la solution faible entropique exacte en utilisant la méthode des ca-
ractéristiques (probleme de Riemann a 2 états). La condition de RH nous donne 1’équation

de la ligne de choc o(t) = 515. La solution est
1 si o<t
— 2
w(z,t) { 0 si x>l

Appliquons a présent le schéma a cette condition initiale (notons qu’on n’a pas besoin
de la discrétiser). On trouve u} = u(; pour tout j. On a donc une ligne de choc d’équation
o(t) = 0. {u}}; n'est pas une solution faible car ele ne vérifie pas RH au niveau du choc.

Exercice 2. Le schéma d’Engquist-Osher

2.1 - Le schéma peut s’écrire

ﬂ+l n , ntl

u] = U? - a(g(u'j ) uj ) - g(u?—la U?)) )
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avec
1 1

o) = (2 @) = 5 [ el

n
J

Le flux numérique g vaut donc
gluv) = —5 [ leldg+ 3 +07).

2.2 - Ona

g(u,u) = %u2 = f(u).

Le schéma est donc consistant avec I'équation de Biirgers.

2.3 - On écrit le schéma sous la forme

n+1 __ n n ,n
;= H(uj—1>uj>uj+1) )

avec

Hlwvw) == St =)+ 5 ([ lelde = [ elac)

et montrons que H est croissante par rapport a chacune de ses variables.

) = Ll

(3) aﬁ—f = 1—alv|

(@) o Lu

Les expressions (2) et (4) sont toujours positives. — est positive sous la condition de CFL

ov
|u?| At <1
sup |u”|—~— )
At
Finalement le schéma est monotone sous la condition de CFL sup \uﬂA— < 1.
i s

On en déduit que notre schéma est entropique.
2.4 - On travaille par récurrence. On suppose que u? > 0 pour tout j. ug‘“ est donné

par v/t = H(u?_;,u?, u",,). La monotonie de H implique «}*™" > H(0,0,0) = 0.
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2.5 - Plagons-nous dans une zone ou ui > 0. Dans ce cas a(u) > 0. Le schéma s’écrit

(apreés un petit calcul)
« n n
5((“;’—1)2 - (“j )2) )

ce qui correspond a un schéma décentré a gauche.

n _.n
uj+1—uj+

De méme pour une zone ou uj <0, on trouve un schéma décentré a droite
n n a n n
Ujpqg = Uj + 5((%)2 - (Uj+1)2) .
Exercice 3. Le schéma de Lax-Wendroff

On considere le schéma suivant :
2

a Q
u?+l:U?_§(f+1_ f—1>+7<a?+%(f+l_f?) -

(7= 1)

1
2

n 2 n n
() o _ e At
its 2 - Ax’

3.1 - Le schéma peut s’écrire sous la forme conservative

Wt = — afg(ul, i) — g(uly, ),

au+v

avee g, ) = 5(F(u) + F(0)) = 20 (1) — f(u)).

Le flux numérique g vérifie g(u,u) = f(u). Le schéma est donc consistant avec I’équation
de Biirgers et est donc d’ordre 1 au moins..

3.2 - On calcule 'erreur de troncature

~n+1 —n —n =n
u;t — — g(uj_,, uj)
(no— 0 iy j j

J At Ax ’

ol u(x,t) est solution exacte de I'équation de Biirgers et u} = u(w;,t").
En faisant un DL on obtient

IO W LA

EA A 2 o
dg . .ou, .. ANxd’q . . (Oa, N\ Axdg . ., u, .
g ) G t) + g ) () ) + g ) g )

—n =n n —n =n du n ’ Az ag 0*u n
+%(ujauj)%(xjat )_ Tw(ujauj) <%($],t )) 2 au(u]7u])a 2(.T],t )
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En dérivant la relation de consistance g(u,u) = f(u) on obtient

Par conséquent

ou n agfnfnaa o 4n @7n7n@'n_
()1 )_‘_%(uj?uj)ax(x]?t ) au(upuj)ax(xaat )=0.

ot
En utilisant I'expression de g et en dérivant on obtient
dg 1 a
dg 1 a
%(u, w) JU— U
0%g 1
w(u, u) = 3 +au
0?g 1
w(u,u) = 5 —oau,
ce qui nous donne
9] 0
a_g(uv u) - a_g(u7u) = —au’
v u
0? 0?
a—vg(u,u) - a—ug(u,u) = —2ou.
En utilisant tout ce qu’on a fait précédemment, 'erreur de troncature devient
" At 0*u "
= gt

—n aa n ? —n u n
—Atu} (%(%‘,t )) - 7(%‘) @(%‘,t )

+O(A# + Az?).
On repart de I'équation de Biirgers qu’on dérive par rapport au temps (la solution est
supposée réguliere),
0*u N d [ 0Ou 0
_ _— u——: =
o2 ot \  Ox

*u  Ouodu _ 0 Ou

o T oror arar 0
Fu__owou o (0w _
o2 "oror “or\Yor) ~

Pu . (ou\® 0%
w—%(a—x) e = 0

5
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En injectant ce résultat dans l'ereur de troncature on obtient finalement
= O(A#* + Az?).

Le schéma est donc d’ordre 2 (au moins).

3.3 - En l'appliquant notre schéma a la donnée initiale suivante :
uo . w si j <0
I —w si >0

on obtient u} = u(; pour tout j. La solution est stationnaire. La ligne de choc est d’équation
o(t) = 0, elle vérifie bien RH. Par contre, dans le cas o w < 0, on a u~ < u™ au niveau
de la ligne de discontinuité ce qui n’est pas entropique.

Exercice 4. Erreur de troncature et schémas mono-
tones

Soit un schéma sous forme conservative :

up =i — o (g (uf,uf) — g (uf,ui ), o= Az
consistant avec 1’équation
ou 0
5 — 4+ — =0.
(5) ()

4.1 - On reprend le résultat établi a I'exercice précédent question 2 et on obtient direc-
tement 'erreur de troncature

L Atd*u Az 0 dg , . 0Jg ., .\ Ju
S ZTﬁ—i_ 5 92 <<8v (w,u) — P (a, u)) &E) + O(Ax* + At?)

4.2 - On dérive I’équation (5) par rapport au temps

Pu 09, .,
era%(f(u)) =0
82

SN—
|
o

o2 8x ot (f @)

9%u

er—( t) =0
w0 (, _ 0
o2 Oz N

@_g 26 = 0

o2 Ox ox ’
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4.3 - C’est immédiat en utilisant ce qu’on vient de faire aux 2 questions précédentes.

4.4 - Le schéma étant monotone, on sait que la fonction H définie par H(u,v,w) =
v —a(g(v,w) — g(u,v)) est croissante par rapport a chacune de ses variables, d’ou

OH 0

(6) %(u,u,u) = a%g(u,u) >0
(7) aa—i[(u, w,u) = l—a (((%g(u, u) — %g(u, u)) >0
(8) Z—Z(u,u,u) = —aai;g(u,u) > 0.

En utilisant la relation de consistance g(u,u) = f(u) dérivée par rapport & u on obtient
0 0
() + 2 glon, ) = afu).
Par conséquent
0 0 P 1(0 0
Bus0) = (ool + o)) = - (sratua) = Sown)).
L’inégalité (7) nous permet de majorer 5(u, «)

) < (ot + otwn) — (otwn) ~ o)

Enfin (6) et (8) nous permettent d’écrire

<a%g(u,u) - a%g(u,u)) > '%g(u,m 2 g

Finalement ((u,«) < 0 pour tout u € R.

4.5 - Plagons-nous dans le cas ou f(u, @) = 0 pour tout u. On a donc les deux égalités
suivantes (qui étaient des inégalités dans la démonstration précédente)

O G = 1-a (et - paten) =0

10w = (ot Lotn) — (gt - o) =0,

0 0
L’égalité (10) nous donne —g(u,u) = 0 ou —g(u, u) = 0. Distinguons les 2 cas :
u v

0 0
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0 0 1 1 : e s
1. %g(u,u) = 0 donc %g(u,u) = et a(u) = - La fonction f (définie a une

constante pres) est donc linéaire,

f(w) = —=u.

«

L’équation (5) est une équation de transport de vitesse ——.

Q
0 1 1 . PPN
2. %g(mu) = 0 donc —g(u,u) = o et a(u) = > La fonction f (définie a une
constante pres) est donc linéaire,
1
u) = —u
flu) =~
L’équation (5) est une équation de transport de vitesse —.
«

4.6 - Sauf dans le cas exceptionnel ci-dessus ou 'on travaille avec ’équation de transport
vérifiant |a|At/Az = 1, un schéma monotone est d’ordre 1 (au plus).



