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Problémes d’optimisation

Exercice 1. Projection sur un convexe fermé

Soit V' un espace de Hilbert et K un convexe fermé
non vide de V. Soit a un élément de V. On pose

d(a) = dist(a, K) = q}glf( la — vl

Soit u,, une suite d’éléments de K tels que lim |u,, —

al = d(a).

1.1 - En utilisant ’égalité de la médiane, montrer
que u, est une suite de Cauchy. En déduire qu’il
existe un unique élément p(a) € K tel que |p(a)—a| =

d(a).

1.2 - Montrer que I'application J(v) = |[v — a|? est
fortement convexe. Comment en déduire la conclusion
de la question précédente?

Exercice 2. Problémes variationnels

Soit 2 un ouvert de RY.

2.1 - (Laplacien) On considere la fonction J définie
sur H'(Q) par

J@):%lﬂVM@F+WM@FMr:éf@wme

Montrer que .J est fortement convexe sur H'().
Montrer que J admet un unique minimum u €
H(Q). Montrer que u est la solution d’un probléme
variationnel & déterminer (Indication : on pourra
considérer l'application ¢t — J(u + tv)).

2.2 - (Stokes) Montrer que la fonction

J(v):%/Q|Vv|2dx—/Qf-vdx

admet un minimum u de J sur l’ensemble des
éléments de HE(Q)N a divergence nulle. Montrer
que u est solution d’un probleme variationnel a
déterminer. De quelle équation aux dérivées partielles
u est-elle solution ?

Exercice 3. Centres asymptotiques

Soit E un espace de Hilbert de dimension finie, et xj
une suite bornée d’éléments de F.

3.1 - Montrer que lapplication f : B — R, f(y) =
lim supy, |y — xx|? est strictement convexe. En déduire
que f admet un unique point de minimum Z. On ap-
pelle T le centre asymptotique de la suite xy.

3.2 - Soit C l’enveloppe convexe fermée de 1’en-
semble des valeurs d’adhérence de xj, et soit gy la
projection de T sur C. Montrer que

f@) +1z—gP < f@) .

(Indication : développer |z — § + % — Z|?.) Conclure
que T € C.

Exercice 4. Minimisation dans les espaces de

Banach uniformément convexes

On appelle module de converité d'un espace de Ba-
nach X la fonction 6 : Rt — R, définie par

6(e) = inf{l1 —[(z +y)/2; |z[, [yl <1, [z —y[ =€} .

Un Banach est uniformément conveze si d(g) > 0,
pour tout € > 0. Il sera parfois commode d’utiliser la
version homogene suivante de la définition de ¢ :

(la —zf <7 la—y[<r |o—yl >er)

=la—(@+y)/2l <A =6dE)r, (1)

pour tous r >0 et a € X.

4.1 - Montrer qu'un espace de Hilbert est uni-
formément convexe, et a pour module :

be)=1-(1—-e2/0)'?>0 .

Donner un exemple de Banach non uniformément
convexe.



4.2 - Montrer que si C), est une suite décroissante
de convexes non vides fermés et bornés d’'un Banach
X uniformément convexe, alors 'intersection N, C),
est non-vide.

Indication : On s’inspirera de I'exercice 1, en particu-
lier, on pourra considérer un élément a € X et la suite
un € Cy, telle que lim |u, —a| = lirrln infiec, |z —al.

4.3 - Soit V un Banach et J : v — R. On appelle
ensemble de sous-niveau A de J, Sy = J (] — oo; A])
a. Montrer que si J est convexe, pour tout A, Sy est
convexe.

b. On rappelle qu’une fonction J est dite sci (semi-
continue inférieurement) si et seulement si, pour toute
suite convergente (x,,) on a

J(limz,) < lim (inf J(up)) (= liminf J(z,)).
n p>n

Montrer que si J est sci, Sy est fermé.

c. En déduire que toute fonction définie sur un

Banach uniformément convexe atteint son minimum

lorsqu’elle est convexe, sci et infinie & U'infini.



