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Formulations Variationnelles

Exercice 1. F.V. symétrique et minimisation

Soit X un espace de Hilbert, a(.,.) une forme bi-
linéaire symétrique continue et coercive sur X x X,
et £ une forme linéaire continue sur X. Montrer que
la fonctionnelle

1
T(v) = sa(o,v) — ()
admet un minimum unique u sur X caractérisé par,

a(u,v) =£L(v), VveX.

Exercice 2. Probleme de Neumann

On considere le probleme aux limites de Neumann
suivant :

—Au=f dans Q,

ou _
8n_g

(P1)
sur 012,

ou f et g sont continues sur resp. 2 et 02, et ou €2
désigne un ouvert borné régulier et connexe.

2.1 - Trouver une formulation variationnelle (V) de
ce probléme sur 'espace X = {u € C*(2) NC°(Q)}
et montrer qu'une fonction u € C%(Q) N CH(Q) est
solution de (P1) si et seulement si elle est solution de
(V).

2.2 - La forme bilinéaire dans (V) peut-elle étre
coercive? Donner une condition nécessaire d’exis-
tence de solution de (P1) portant sur f et g (condi-
tion dite de compatibilité).

2.3 - Montrer que u est solution de (V) si et seule-
ment si elle minimise sur X une fonctionnelle J(v)
que ’on précisera.

2.4 - Etablir I'unicité & une constante pres de la
solution du probléme variationnel si elle existe.

Exercice 3. Conditions de transmission

On considere 1’équation de la chaleur dans un solide
Q2 de conductivité k(x). Soit 23 un ouvert strictement
inclus dans Q. On note Q3 = 2\ ;. On suppose que
la conductivité k(x) est donnée par

k(z) = {Z:

Le solide est maintenu & la température nulle sur 0€2
et chauffé par une source de chaleur volumique f €
C°(Q2). La température a I'équilibre

SiIGQl,
sixz € Q.

up(z) sz e Q,
u(z) = :
ug(z) slz € Qo
est solution de I’équation

—k1Au; = f sur {1y,

—koAug = f sur {2g,

ug =0 sur 012, (P2)

U] = Uo sur €

ou ou
klainl = k287n2 sur an,

ou n est la normale extérieure a ;.

3.1 - Trouver une formulation variationnelle (V) de
ce probleme sur I'espace

X ={uecC®Q):ulg, €CH ), ula, €C(Q)
et u =0 sur 9N}.

3.2 - Montrer qu’une fonction

u e {vec(Q):vlg, €C*),v|q, €C* Q)
et v =0 sur 00}

est solution de (P2) si et seulement si elle est solution
de (V).



Exercice 4. Equation de convection-diffusion

Soit 2 un ouvert régulier connexe. On considere
I’équation de convection-diffusion

(P3)

—Au+V - -Vu=f dans
u=0 sur 0f)

ot V€ C1(Q)? est un champ & divergence nulle.

4.1 - Ecrire une formulation variationelle de ce
probléme.

4.2 - Peut-on associer a ce probleme un probleme
de minimisation comme nous ’avons fait a ’exercice
17

4.3 - Montrer que (P3) admet au plus une solution.

4.4 - Aurait-on obtenu un résultat identique si la
divergence de V admettait des valeurs strictement
positives ?

Exercice 5. Equation des plaques

On considere le probleme suivant :

A(Au) = f dans Q
=0 sur 0f)
L =0 sur 0f)

n

‘mﬁ

Q

ou f est continue sur €.

5.1 - Trouver une formulation variationnelle (V) de
ce probleme ne faisant intervenir que des dérivées
d’orde 2. Montrer qu'une fonction u € C*(Q2) NCL(Q)
est solution de (P4) si et seulement si elle est solution
de (V).

5.2 - Montrer que u est solution de (V) si et seule-
ment si elle minimise sur X une fonctionnelle J(v)
que ’on précisera.

5.3 - Etablir Punicité de la solution du probleme
variationnel si elle existe.

Conditions de Dirichlet non ho-
mogene

Exercice 6.

Soit 2 un ouvert borné, régulier. On considere
I’équation

—Au=20

u=g

ot ¢ € CYR). Ecrire une formulation variation-
nelle de ce probleme utilisant I’espace variationnel du
probleme de Dirichlet homogene.

dans €,
sur 012,



