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Dérivation Faible et Espaces de Sobolev

Exercice 1. Dérivation faible et ’espace H'!

en dimension 1

Soit I = ]a, b[ un intervalle borné de R et v une fonc-
tion de L2(I) on dit que v admet une déridée faible
dans L? sil existe une fonction de L?(I), notée v’,
telle que, pour toute fonction dans C°(I) (espace des
fonctions C* a support compact dans I) :

/ab V' (2)p(a) dz = — /abv(x)cp’(x) dz

On appelle H!(I) le sous-espace des fonctions de
L?(I) amettant une dérivée faible dans L?(I), ce que
lon écrit :

H'(I)={ve L*I)tqv € L*(I)}.

1.1 - Montrer que si v € L?(I) avec v/ = 0 alors v
est une fonction constante.

x

1.2 - Soit v € H*(I). On pose w(z) = / o' (t)dt.

a

Montrer que w € H(I) et que w’ =v'.

1.3 - En déduire que, pour toute fonction v €
HYI) :

v(y) = v(x) +/ V'(t)dt, Vzel, Vyel.

x

1.4 - Soit v € HY(I) et p € C>°(I), montrer que
v € HY(I) et que :

() = 'v + Yo'

Exercice 2. Propriétés de H' en dimension 1

On reprend les notations de l'exercice précédent.
D’autre part on désigne par C°(I) 'espace des fonc-
tions continues sur I muni de la norme :

[vllco(ry = sup v(z)|
xel

qui en fait un espace de Banach. Plus généralement,
si a € ]0,1[, on pose :

co(l)={vec()/3C>0
tel que [v(z) —v(y)| < C |z —y|*}

que 'on munit de la norme :

v(z) = v(y)|

[vlleacry = llvlleory + sup z — [

(my)el?

C*(I) est ainsi un espace de Banach.

2.1 - Montrer que H'(I) C C°(I) et que l'injec-
tion est continue (on donnera une estimation de la
constante de continuité).

2.2 - Montrer que H'(I) C C'/2(I) et que l'injec-
tion est continue. Montrer que H'(I) n’est pas inclus
dans C*(I) pour o > 1/2.

On rappelle le Théoréme d’Ascoli : Soit K un espace
métriqgue compact (on note d(.,.) la distance) et soit
B un sous-ensemble borné de C°(K). Si B est uni-
formément équicontinu, i.e., si :

Ye>0,30>0 tel que d(z,y) <6

= [f(x) = fly)l <e, VfeB,

alors B est relativement compact : autrement dit, de
tout suite de B on peut extraire une sous-suite conver-
gente pour la topologie de C°(K).

2.3 - Montrer que l'injection de H'(I) dans C°(I),
et donc dans L?(I) est compacte. Montrer que le
résultat est faux dans H'(R).

Exercice 3. Exemples de fonctions H!

3.1 - Soit 2 C R™ un ouvert borné tel que Q =
01 UQy avec Q1, Qs deux ouverts disjoints de bords
lipschitziens. Montrer que toute fonction u € C°(Q)
telle que u|g, € C1(;) pour i = 1,2, appartient &
HY(Q).



OnnoteI' = QNN et 7, : H'(Q;) — T I'application
trace sur I'. Montrer que le résultat reste vrai lorsque
ujg, € HH(Qi) et m(uja,) = v2(ujq,)-

3.2 - Trouver une fonction ¢ € L%(R) telle que ¢
soit dérivable presque partout, telle que la fonction g
définie presque partout par

g(z) = lim Ld

(z+1) — o)
t—0 t

appartienne & L%(R) et telle que p ¢ H'(R).

3.3 - Soit R < 1 et Br C R? le disque de centre 0
et de rayon R. Montrer que la fonction

u(z,y) = |log(v/a? +y?)[*

appartient & L?(Bg) pour tout k € R. Pour quelles
valeurs de k cette fonction est-elle dans H'(Bg)?
Déduire qu'une fonction de H'(Q) avec Q C R? n’ad-
met pas de représentant continu en général.

Exercice 4. Inégalités de type Poincaré

Soit €2 un ouvert borné, connexe et régulier de R™.

4.1 - Montrer qu’il existe une constante C' telle que
pour toute fonction f € H'(Q),

ég{& If = cllz2) < ClIVfllL2)-

Indication : On pourra raisonner par ’absurde et uti-
liser le Théoréme de Rellich.

4.2 - Montrer qu’il existe une constante C' telle que
pour toute fonction f € H(Q),

1 fllz2) < CUIV iz + Iv(Hllz200);

ott v : H1(Q) — L%(99) désigne Papplication trace.

Exercice 5. Espaces de Sobolev périodiques

Soit I =] — m,m[. On note H,(I) le sous-espace des
fonctions u de H'(I) avec conditions aux bords de
périodicité, c’est a dire telles que

5.1 - Montrer que pour toutes fonctions v et u €
Hy (1),

/Iv’(x)u(x)d:c = f/lv(:c)u'(:r)dx.

5.2 - Donner l'expression des normes H'(I) et
L?(I) des éléments de H)(I) en fonction de leurs co-
efficients de Fourier.

5.3 - Montrer qu’il existe une constante C' telle que
pour tout u € H)(I) tel que [, u(x)dx =0,

/|u|2dx§0/\u’\2dx.
I I

Déterminer la meilleur constante C' possible.

5.4 - Prouver que linjection de H(I) dans L*(I)
est compacte (sans l'utilisation du théoréme d’As-
coli).



