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Analyse Numérique et Optimisation

H. Haddar

Problémes aux limites et formulations variationnelles (suite)

Exercice 1. Probleme de Maxwell

On s’intéresse ici aux équations venant de la
modélisation de phénomenes électromagnétiques. On
suppose que le probleme est posé dans un domaine {2
ouvert, borné et lipschitzien de R. On note en gras
les fonctions a valeurs vectorielles. On rappelle que
pour toute fonction u réguliere de € dans R,
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et pour toute fonction u = (ug,us) de 2 dans R?,

On note n le vecteur unitaire normal extérieur a €
sur 0f). Dans certains cas on est amené a rechercher
la solution u du probleme

rotrotu+u="f

ou la solution u inconnue est un champ de vecteurs
au moins dans (L?(2))? et f est donné (disons dans

(L2(2))?).

1.1 - Etablir la formule d’intégration par parties
suivante pour des fonctions assez régulieres

/rotvxdz:/v~rotxdx+/ n A vyds
Q Q a0

1.2 - On introduit le cadre fonctionnel ou l’ana-
lyse du probleme va se dérouler. Il s’agit de ’espace
H(rot; ) défini de la fagon suivante :

H(rot; Q) = {v € (L*(Q))* 1ot v € L*(Q))

que 'on munit de la norme

VIl ot = (IVIZ2 + [ rot v][72)"2.

Donner un sens au rotationnel faible. Montrer que
Pespace H (rot; ) est un Hilbert.

1.3 - On supposera que ’application “trace tangen-
tielle” v +— v A n est continue de H(rot;?) sur un
espace M de Hilbert de fonctions définies sur 992 et
Hy(rot; Q) des fonctions de H (rot; 2) de trace tangen-
tielle nulle. Montrer que c’est un espace de Hilbert.

1.4 - Montrer que le probleme de Maxwell,
supplémenté de conditions aux limites de type “trace
tangentielle nulle” possede la formulation variation-
nelle suivante

/(rotu)-(rotv)+/u-vdac:/f~vdx
Q Q Q
Vv € Hy(rot; Q).

Montrer 'existence et I'unicité de la solution de ce
probléme dans Hy(rot; ().

Exercice 2. Equations de Darcy

On s’intéresse dans ce qui suit au probleme dit de
Darcy dans un domaine 2 ouvert, borné, connexe et
lipschitzien de R2. On note n le vecteur unitaire nor-
mal extérieur a 2 sur Q. Pour f donnée dans L?(£2)?,
on cherche une pression p et une vitesse u solutions
du systeme d’équations

u+Vp=f dansQ,
divu=0 dans Q, (1)
u-n=20 sur 0f).

Ces équations modélisent des écoulements incompres-
sibles dans des milieux poreux.

2.1 - On note
HY(Q) = {v € H'(Q) tq. / v(z)dr = 0} .
Q
Montrer que le systeme (1) admet la formulation va-
riationnelle suivante : trouver un couple (u,p) dans

L2(Q)? x HY(Q) tel que Vv € L*(Q)? et Vg € H'(Q),

/ u(z) - v(z)dz +b(v,p) = / f(x) v(x)dz,
Q Q
b(u,q) = 0,



ou la forme bilinéaire b est définie par
Mm@:/wmwm@m
Q

Vv € L2(Q)? et Vg € HY(Q).

2.2 - On introduit I'espace
V ={veL*(0)?*tq.b(v,q) =0Yq € H(Q)}
Montrer que c’est un sous espace de Hilbert de

L2(0)2. Ecrire le probléme variationnel vérifié par u
sur cet espace et montrer qu’il est bien posé.

2.3 - Montrer qu’il existe une pression unique p €
H'(Q) qui avec u forme Punique solution de (2)-(2).
Montrer la stabilité de cette solution par rapport aux
données.

Exercice 3. Systéme d’élasticité (correction :

voir poly)

Considérons un solide homogene isotrope occupant le
domaine régulier borné 2 C R? de frontiere I'. On se
place dans I’hypothese des petits déplacements u qui
sont solutions du systeme de 1’élasticité linéaire,

—divo(u) =1, dans Q
u=020, sur I'

2)

ou {o; ;(u)}1<i j<3 désigne le tenseur des contraintes
élastiques relié au tenseur des déformations

L\ = 2 (’)xj ox;

a l'aide de la loi de comportement suivante
(Ti)j(ll) = )\tr(G) 6i7j + 2,u €i,j (u)

ol (A, p1) désigne les coefficients de Lamé. On a utilisé
les notations suivantes,

(dive); = Z
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0o; s . ou;
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3.1 - Montrer que la formulation variationnelle as-
sociée consiste a rechercher u € (Hg(9))? tel que

AA@WMMWM+M/dwwMM

Q

= / f-ude, Vve(H}Q))?
Q

ou on a utilisé la notation suivante

c(u) 1 e(v) =D e j(u)e;(v)

.7

3.2 - Etablir la premiere inégalité de Korn,

1
He(u)||(2L2(Q))3><3 > 5” DHH%LZ(Q))3X3

N Hu;
Vu € (Hj(Q))*, ot (Du);; = gz

3.3 - Démontrer alors que pour A > 0, > 0 et
f € (L%(Q))3, cette formulation variationnelle admet
une unique solution.

Exercice 4. Régularité de la solution varia-
tionnelle (exercice optionnel)

Soit f € L2(R™). On considere le probleme suivant
consistant & déterminer u € H(RY) tel que

—Au+u = f dans RV,

4.1 - Ecrire une formulation variationnelle de ce
probléeme dans H'(RY). Démontrer Iexistence et
l'unicité de la solution dans H!(R™Y).

4.2 - Soit v € L2(RY) et h € RY. On pose

v(x + h) —v(z)

Dpv(z) = ]

Montrer qu’on a toujours

| Drvll 2@y < IVl L2 @yy.

4.3 - Réciproquement, soit v € L*(RY); Montrer
que s’il existe une constante C' telle que pour tout
h#0, on a ||Dpvl| 2wy < C alors v € HY(RY).

4.4 - En utilisant I’équation satisfaite par Dpu,
montrer que ||Dpullgigryy < || fllL2@y). En déduire
que u appartient en fait a HZ(RN).

4.5 - Ecrire I’équation satisfaite par %

et en
déduire que, si f € H™(RY) avec m entier positif,

alors u € H™2(RMN).



