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Problémes aux valeurs propres

Valeurs propres du Laplacien
dans un rectangle

Exercice 1.

1.1 - Déterminer les solutions du probleme de va-
leurs propres suivant :

d?u

Tz T

dans |0, L[, w(0)=wu(L)=0. (1)
Utiliser les coefficients d’une décomposition d’une
fonction u sur cette base pour caractériser I’apparte-
nance aux espaces L?(]0, L[), H:(]0, L]), H%(]0, L)) N

Hg (]0, L)

1.2 - Calculer les vecteurs et valeurs propres en uti-
lisant les conditions aux limites suivantes :

() :
(b) :
(c):

1.3 - On pose Q =]0,L;[x]0,Lo[. Utiliser les
résultats de la question 1.1 pour résoudre le probleme
de valeurs propres :

dans €2,

sur I' = 09Q. (2)

—Au = \u
{ u=20

On justifiera avec soin le fait que I'on a obtenu toutes

les valeurs propres.

En déduire une caractérisation des espaces L2(12),

HY(Q), H2(2) N HH(Q).

1.4 - Déterminer les valeurs propres et vecteurs
propres du Laplacien lorsque 'on change les condi-
tions aux limites en remplagant la condition de Di-
richlet homogene par la condition de Neumann ho-

mogene sur un ou plusieurs des cotés du rectangle
Q.

Application du principe du min-
max

Exercice 2.

2.1 - Soit A; la plus petite valeur propre du Lapla-
cien avec conditions aux bords de Dirichlet. Montrer

que )\fl est la plus petite constante C' possible dans
I'inégalité de Poincaré :

lv|? do < C/ |Vo|?de Yo € Hy(Q).
Q Q

2.2 - Soit 7 C Q9 deux ouverts bornés réguliers
de RY et AL (resp. A\2), n > 1, les valeurs propres
du Laplacien avec conditions de Dirichlet homogenes
dans le domaine Q (resp. 23). On suppose ces valeurs
propres rangées par ordre croissant et répétées autant
de fois que leur multiplicité.

Montrer que : )\,1€ > )\ﬁ vk > 1.

Application Pourquoi les petits tambours
produisent-ils des sons plus aigus que les gros
(indépendamment de leur forme) ?

2.3 - Soit 2 un ouvert borné régulier connexe de RY
et ' une portion de 02 de mesure > 0. On considere,
pour p > 0, les valeurs propres A\;(p) du Laplacien
avec les conditions aux limites mixtes :

u=0surl,
Ou/On + pu = 0 sur 0N\ T

Montrer que A (p) < A\ Vk > 1 et que l'application
p— Ap(p) est une fonction croissante sur ]0, +o00|.

Exercice 3. Approximation variationnelle

des problémes spectraux

Soit  un ouvert de R?. On considére une suite 7;,
de maillages triangulaires réguliers de ). Soit Vpy,
le sous-espace de H}(Q) défini par la méthode des
éléments finis P;. Soit (A\;, u;) les valeurs et vecteurs
propres (orthonormés dans L2(2)) du Laplacien avec
conditions aux limites de Dirichlet homogenes; les
valeurs propres étant rangées par ordre croissant :

{ —Aui = /\iui

dans )
sur 0f. (3)
3.1 - Quelle est 'approximation variationnelle dans
Von associée au probleme (3).



3.2 - On cherche & prouver la convergence des va-
leurs propres A;; de I'approximation variationnelle
vers A\;. On note W; l'espace vectoriel engendré par
les i premiers vecteurs propres du Laplacien. A Daide
du principe de min-max, montrer que pour tout ¢ tel
que 1 <17 < ng,

Ai < Aihy  (ng est la dimension de Vip).
3.3 - Ilnousreste a majorer A; ;. A cet effet, on note

que pour tout W;j sous espace de Vo, de dimension
2, ON a

a(vp, vp)
Ain < max R(vp) = —o— |, 4
" uhewi,h\{o}< (wn) Ivhlliz(m> @
avec a(u,v) 1= / Vu - Vudz.
Q

En choisissant convenablement Wj;p, on obtiendra
dans les questions qui suivent le résultat de conver-
gence recherché.

On note I, la projection orthogonale de H} sur Vy, :
ainsi, Il,u € Vyy, et

Yo, € Vo, / V(IIpu — u)Vupdr = 0.
Q

3.3-(a) Montrer que

Lim [Mpu = ul|g1@) — 0.

3.3-(b) Montrer que pour tout u € W;,

i

1/2
MThu—ullgr o) < llullzz@) (Z [Ty — ul”?{l(Q)) :
=1

En déduire que

IIhu — ul| g
lim  sup —H h I (Q)ZO.

h=04ewnqoy  lullze)

3.3-(c) Montrer que pour tout u € H}(Q),

a(Tlpu, Mpu) < a(u,w).
3.3-(d) En choisissant W; ), = II,(W;) dans (4),
montrer que

Xin < A; max M
bt = 2uéVVi ||Hhu||%2

En déduire que \; 5, — A; lorsque h — 0.



