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1 Développements Algébre

1.1 Unicité de la représentation des groupes abéliens finis

Références : [Francinou et al., af p.6/



1.2 Théoréme de Brauer

Références : [Mansuy et Mneimné, | p.55

Lemme :

Deux permutation 0,7 € G,, sont conjugués ssi o et 7 ont autant de cycles de méme longueur.

Définition :

Pour 0 € G,,, on note P, la matrice de permutation associée.

Lemme :

L’application o € &,, = P, € GL,, (C) est un morphisme de groupes.

Théoréme (Brauer) :

Soient 0,7 € &, alors : o et 7 sont conjugués dans &,, ssi P, et P, sont semblables dans GL,, (C)

preuve :

Supposons que o = Y7y~ !
Alors P, = PyP; P = P’YPTP,)Tl

Supposons que P, et P, sont semblables

Soit ¢k (o) le nombre de cycles de longueur k dans la décomposition en cycles a supports disjoints de o.
n
Montrons que xp, = [] (Xk - 1)%(0)
k=1
o sécrit o = (z1---x;,)--+(27-2] ) la décomposition en cycles a supports disjoints de o

Soit (e1,-, e,) la base canonique. En passant de la base canonique & a base (em%,meIll R R e ), on
1 ™
sait que P, est semblable 4 :
Cy
i,
0 0 1
, 0
OflV].S]S’f‘,Clj: lj
w0
1 0
X 0 -1
r| -1 . 0 . . . ) )
On adonc: xp, = = [T X7 -1 (faire une décompostion selon la premiére ligne)
j=1 X j=1
-1 X

Montrons que V1<k<n,Y ¢ (o)=Y c(7) (%)
Kkl k[l




Soit 1 < k < n, e*™/* est racine de X' -1 ssi k|l. De plus, X! —1 est a racines simples (car C est de

caractéristique nulle).

2in/k comme racine de yp, est ¥ ¢(o)
K|l

Et, comme P, et P, sont semblables, on a : xp, = xp,

DouVi<k<n, Y ¢(o)=Yc(r)
K|l K|l

Donc 'ordre de e

Montrons que V1 <k <n,cx(o) = cp(7)
On fait un raisonnement par récurrence descendante sur k.
En prenant k =n dans la formule (*) on a : ¢, (o) = ¢, (7)
Soit 1 < k < n, supposons que Vd > k,cq(0) = cq4(7). Montrons que ¢ (o) = ¢ (7).
La formule (*) donne : kzlcl(a) = ICZ[C[(T)
l | Y a(o)=calo)+ ¥ Cl(T):Ck(U)_Ck(T)+kZI:lCl(T)

Par ailleurs, on a : 3 ¢;(0) = cx(o) +
k|l o[, k<l K|l k<l

Dot ¢x(o) = e (7)



1.3 Les automorphismes de G,,

Références : [Francinou et al., af p.74, [Perrin, | p.31



1.4 Théoréme de Burnside

Références : [Francinou et al., b] p.185

Lemme :

Soit A e M,, (C). Si Vk > 1,tr (Ak) =0, alors A est nilpotente.

preuve :
Soient A1,-+, A les valeurs propres non nulles de A, notons my,---,m, leur multiplicités respectives (donc
Vi,m; > 1).
On a: Vk>1,tr(A*) = il m; A% =0 (par hypothése).
j=

Pour 1 <k <r, on obtient le systéme suivant :

)\1 )\2 e )\r mq 0
A2A2 . 2 mo [ | 0
ATCAL e AT m, 0

La matrice & gauche est inversible (en effet, son déterminant vaut Ai---A. [T (A; = A;) #0)
Dou V1<i<r,m; =0 -

Ceci n’est possible que si 7 = 0.

Donc 0 est I'unique valeur propre de A.

Donc A est nilpotente (car C est algébriquement clos). ]

Théoréme (Burnside) :

Soit G sous-groupe de GL,, (C) d’exposant fini (ie 3d e N,VA e G, A? = I,,). Alors G est fini.

preuve :
Montrons qu’il existe une base (M-, M,.) de Vect(G) tel que Vi, M; € G

Construisons une famille libre récursivement.

Soit M; € G quelconque.

Supposons que ’on a une famille libre de G : (My, -+, My)

Si (My, -, My) est une base de Vect(G), alors il n’y a rien a faire.

Sinon, Soit A € Vect(G)\Vect(Mi, -, My). On peut donc écrire A= 3 \;A; oit Ay, As € G.

On sait alors que 31 < ig <1, A;, ¢ Vect(My, -, My) (sinon A apparéi:elrsldrait aussi & Vect(My, -, My), ce
qui est faux).

On pose alors My = A;, € G\Vect(My,--, My,). Comme (M, -, M) est libre, il en est de méme de
(My, -+, Myi1).

Le processus précédent s’arréte en au plus n étapes, et permet de construire une base (My,---M,) de

Vect(G) telle que V1<i<r M; €G.




On définit la fonction suivante :
f tAeG - (tr(AMi))lsiSr € (CT

Montrons que f est injective
Soient A, B € G tel que f(A) = f(B). Montrons que A = B.
Par linéarité de la trace et de la multiplication matricielle, on a : VM € G, tr(AM) = tr(BM)
Soit D = AB™! € G. Montrons que D = I,, en montrant que D — I,, est nilpotente et diagonalisable.
Alors Vk e N, tr (D¥*') = tr (AB™'D*) = tr (BB™'D¥) = tr (D")
Donc Vk e N, tr (D*) =tr(I,) =n

Donc Vk > 1,tr ((D - I,)*) = tr ( f (i)(—l)jDk‘j) = f (1)(-1)7tr (D*9) = (1-1)k =0

Donc D - I, est nilpotente (d’aprés le lemme) 0

De plus D est diagonalisable, car D est annulée par le polynéme X? - I,, qui est scindé & racines simples
sur C.

Donc D - I, est aussi diagonaliable (en effet, toute matrice diagonalisable est co-diagonalisable avec I,,)

DouD-1,=0

ie A=B

Donc f est bien injective.
Montrons que G est fini

11 suffit de montrer que f(G) est fini (puisque f est injective).

7(@) e ﬁl{tr(AMi) AeGYc{tr(A):acG)" puisque VA€eG,V1<i<r,AM; ¢G

De plus, VA e G,tr(A) € { YA AL A € Ud} puisque X? -1 annule toute matrice A € G.
j=1

Dou f(G) c { i Aj i AL, A € Ud} qui est fini.
j=1



1.5 Structure de U (Z/nZ)

Références : [Perrin, [ p.25



1.6 Critére d’Eisenstein

Références : [Francinou et al., af p.188

Lemme :

Soit A un anneau intégre, alors A[ X ] est intégre.

Lemme :

Soit A un anneau. Soient n € N*,a € A\{0}, P,@ € A[X] tels que aX™ = B.C. Alors B et C sont des monomes.

preuve :

Ecrivons B = ZinetC ZCJXJ avec n=Fk+1.
=0

Soient ig =min{0 <i <k : b #0} et jo =min{0 < j <l : ¢; # 0}. Il suffit alors de montrer que iy = k et
Jo=1.

Mais, si ce n’était pas le cas, on aurait :

n-1
aX" = bk.Can + biOCjDX7’O+JO + Z duXu
u=tp9+jo+1
Ce qui n’est possible que si b;,cj, =0, ie b, =0 ou c;, = 0, ce qui est absurde. [ ]

Déﬁnition :
Soit A = Z ap X" e Z[X]. On note c(A) le pged des (ap : 0<k <n). c(A) est le contenu de A.
On dit que Z est primitf si ¢(A) =1

Lemme :

Pour A,BeZ[X],c(A.B) = c(A)c(B)

preuve :
Montrons d’abord le résultat dans le cas ot ¢(A) =¢(B) =1

n m
On écrit A=Y arX* et B= Y b, X",
k=0 k=0

Soit C' = A.B = min cxX*. Montrons par ’absurde que ¢(C) = 1.

Soit donc p un (;i_x?iseur premier de ¢(C'). On sait donc que dans Z/pZ[X ], C = A.B = 0. Comme Z/pZ est
un corps, on sait par le lemme ci-dessus, que Z/pZ[ X ] est intégre. On déduit que A = 0 ou B = 0. Ce qui signifie
exactement que p divise ¢(A) ou p divise ¢(B). Ce qui est absurde puisque, c¢5a) = ¢(B) = 1 par hypotheése.

Dou:c¢(A)=¢(B)=1=c(A.B)=1
Montrons le cas général.

Il est clair que Ti\) et 5(1133) sont primitifs (par dérinition du contenu et de la primitivité), de plus, il est

évident que Vk e N* VC e Z[ X ], ¢(k.C) = k.c(C).

Donc en écrivant A.B = c(A).c(B)ﬁc(%), et en utilisant ce qui a déja été démontré, on obtient : ¢(A.B) =
¢(A).c(B)
]
Lemme :

Soit A € Z[ X]. Si A n’est pas irréductible dans Q[ X ], alors 3B,C € Z[ X ] tels que A = B.C et deg B,degC > 1
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preuve :
Si A n’est pas irréductible dans Q[ X ], alors on peut écrire A= B.C ou B,C € X] et deg B,deg@ > 1.
Soient 3,v € N* tels que 8B,yC € Z[X] (par exemple /3 est le produit des dénominateurs des coefficients
de B).
On a donc : 8.vA = B.AC
D'ou : B.ye(A) = e(BB)c(~C)
Donc on peut écrire A sous la forme :
B_c

A=B.C= e ) mp oy

Et C(gB) , C(TCC) sont des polynomes de Z[X] de degré supérieur & 1.

Théoréme (Critére d’Eisenstein) :

n
Soient A = Y ap X" € Z[X] et p un nombre premier. On suppose que :
k=0
e p ne divise pas a,
e pour 0<k<n—-1, p divise ag

e p? ne divise pas ag

Alors : A est irréductible dans Q[ X ]

preuve :
Supposons que A n’est pas irréductible dans Q[ X ]. Alors, par le lemme précédent, 3B,C € Z[ X ], A = B.C
et deg B,deg C' > 1.
. k ) l .
Ecrivons B= Y b; X' et C= Y ¢; X7 out k=degB et [ =degC.

i=0 3=0
En projetant A = B.C dans Z/pZ[X], on a :

@, X" =BC

On sait alors que B et C sont des monomes. On écrit donc B=b,X" et B=¢;X’ ot i<k et j<I.
En passant au degré dans 'égalité a, X" = BC,on a: n=i+j <k+1=n. Donc les inégalités i <k et j <
sont en faites des égalités. On sait alors que B = b X* et C' =g X!, et comme k =degB >1et [ =degC >1, on

sait que bo = 0 = . Autrement dit, p divise by et p divise ¢y, donc p2 divise bocg = ag, ce qui est exclu par la

troisiéme hypothése. m

11



1.7 Théoréme des deux carrés

Lemme :

Soit K un corps fini commutatif de caractéristique différente de 2, de cardinal g, et soit a un élément de K.

, .ooa-l
Alors a est un carré dans K ssiaz =1

preuve :

Montrons que [] x=-1
zeK*

On considére la relation d’équivalence R sur K* : xRy < y=zouy=xa"!

La classe d’équivalence d'un z € K* est {z,z7'}

1 et —1 sont les seuls éléments dont les classes d’équivalences n’ont qu’un seul élément. En effet, [{z,z71}| =
1=z =2""= z racine de X? - 1. Comme c’est un polynéme de degré 2, il a au plus deux racines, et 1 et —1
sont bien des racines de X? - 1.

Finalement, si on note x,---x, des représentants des classes d’équivalences, on peut calculer [] z en

ceK*
regroupant les termes par classes d’équivalences :

[T z=1.(-1). Hxlx;l =-1
i=1

reK*

Montrons que (a est un carré = s = 1) et (a n’est pas un carré = a's = -1)

Si a est un carré, alors on écrit a = 2%. Donc o't =g7l=1 (par le théoréme de Lagrange).

Si a n’est pas un carré, on considére la relation d’équivalence S sur K* : 2Sy < y=2z ouy =azx '

La classe d’équivalence d'un z € K* est {x,ax"'}. Chaque classe est de cardinal 2. En effet, si [{z,az™}| = 1,
alors x = ax! ie a = 2 ce qui est faux par hypothése.

En calculant [] z en regroupant les termes par classes d’équivalences, on a :
reK*

g-=1

™
-1=[] v=[Jai-ax;' =a"=a=

reK* i=1

Théoréme :

Soit p premier. Alors 3z, e N,p =22 +y? ssip=2ou p=1 (mod 4)

preuve :

Supposons que p =22 +y? avec z,y €N

on sait que z2 =0 ou 1 (mod 4)

donc p=22+y%=0ou 1 ou 2 (mod 4)

de plus, il est impossible que p =0 (mod 4) (car p est premier)

et p=2 (mod 4) signifie exactement que p = 2 (puisque c’est le seul nombre premier pair).

Réciproquement, supposons que p =1 (mod 4)

Rq : On peut se passer du cas trivial p=2 =12 + 12,

12




on sait alors que (—1)10771 =1, donc -1 est un carré dans F,, (d’aprés le Lemme).

Soit a dans F, tel que -1 = a?

Soit ¢ : (z,y) € [0, [\/]_JJ]]2 —T-ayel,

onal[o.|vall’ = (lvB]+1)" > vB* = p = |F,

Donc 9 ne peut pas étre injective. Soient donc (x1,y1), (z2,y2) € [[O, [\/ﬁJ - 1]]2 tels que (z1,y1) # (22,y2)

et T1 - a.J1 = T3 — a.J3

On a donc =1 — x5 = a.y1 — Y2

2 2
donc T1—T2 =~-Y1 —Y2

d'ott (z1 -22)? + (y1 —y2)? =0

On a donc que (z1 —x2)% + (y1 — y2)? est un multiple de p.

Et on a aussi que (21 — 22)% + (y1 — 2)% > 0 (puisque (z1,91) # (22,%2))
Et (21 -22)%+ (y1 - 142)? < 2p

Comme p est le seul multiple de p dans ]0,2p[, on a nécessairement p = (z1 — 22)% + (y1 — y2)?

13



1.8 Classification des formes quadratiques non dégénérées sur les corps finis de

caractéristique différente de 2

Références : [Francinou et al., ¢] p.217
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1.9 Nombres de polynémes unitaires, de degré n, irréductible sur F,

Soit ¢ une puissance d’un nombre premier.

Soit K, I'ensemble des polynomes de F,[X] unitaires, irréductibles et degré n.

Soit I, = |K,)|.
Dans un premier temps, montrons que ¢" = Y. d.Ig
dln
Pour cela, il suffit de montrer que X" -X=1] II P.
dln PeKq

Soit Q = X9" - X.
Montrons qu’il n’y a pas de facteurs carré dans la décomposition en produits de polynémes irré-
ductibles sur F, de Q.

Par 'absurde, supposons qu’il existe P € F,[X] irréductible sur F, tel que P?|Q = X 4" _ X. On aurait alors
P|Q" = -1 ce qui est absurde.

11 suffit alors de montrer que les polyndémes qui apparaissent dans la décomposition en facteurs premiers sur
F, de Q sont exactement les polynémes de U K.
Soit P € F,[X] irréductible et unitaire Cil:‘gl que P|Q, notons d son degré. Montrons que dn

Soit a € Fyn une racine de P. Par multiplicativité des degrés, on a : [Fyn : F,] = [Fyn : Fyla]]. [Fyla] : Fy]

dou: n=[Fg :Fylal]].d
Soit d|n, et soit P € K,;. Montrons que P|Q.

Soit L le corps de décomposition de P sur IF,.

Soit a € L une racine de P. On a donc :[F,[a] :F,] =deg P =d (car P est irréductible sur F,).

Dot Fy[a] ~ Fya € Fgn (car d|n).

Donc a?” = a, ie a est une racine de Q.

On vient de montrer que toute racine de P est racine de Q. De plus, @) n’a que des racines simples (on a déja
montré que @ n’a pas de facteurs irréductibles au carré), donc P aussi.

On sait alors que P divise ) dans L.

Comme L est une extention de Fy, on sait alors que P divise () dans FF,. (cf unicité de la division euclidienne)

Finalement, on a montré que X¢ - X =[] [1 P

dln PeKq
En passant au degré, on a: ¢" = Y d.I;
dln
Montrons que [, ~ %
Ona:q">n.ld,
EPR n n d n /2] d n g1 n [n/2]+1 n
Dounl,=q¢"- ¥ dlizq"- ¥ ¢°2¢"- ¥ ¢"=¢"-¢"5—24¢"-¢q ~q
dn,d#n dn,d#n d=1

D’ou n.I, ~¢"

15



1.10 Dimension de 1’espace des formes p-linéaires alternées sur un espace de di-

mension n

Références : [Francinou et al., b] p.5
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1.11 Décomposition effective de Dunford

Lemme :

VPeC[X],3PeC[X,Y],P(X -Y)=P(X)-YP'(X)+Y?P(X,Y)

preuve :
Soit P = i ap X",
k=0
n k k i B n b k0 n k b1 n k L i .
Alors P(X -Y) = X an Zo(j)X I(-Y)! = kzoak(o)x vz ap(Y) X1 (-Y) + X a Zg(j)X I(-Y)’
= J= =l = = J=

Donc P(X - Y) = P(X) - YP'(X) + Y2B(X,Y) ou B(X,Y) = ¥ ax § (5) X (-y)
k=2 = j=2

Théoréme :

d
Soit A € M,,(K) trigonalisable. Soit x4 = [T (X - A;)% le polynoéme caractéristique de A.
j=1
d
Soit P = [ (X - \)).
j=1

Alors :

o (1) P=_—X4

’
XANX

Ag=A

Api=Ap - P(Ak)P,(Ak)_l
converge vers une matrice diagonale D tel que A — D est nilpotente. De plus, D et A — D sont des

e (i) on peut définir la suite { . De plus cette suite est stationnaire, et

polynémes en A.

preuve :
(1) .
Xy s'écrit Xy = 2 o (X = Xjp) 0™ TT (X = X))
jo=1

jo= #do
Soit @Q = x4 A X'y. Comme Q divise chiy, on sait que @ s’écrit : Q = f[(X - 2% ot V5,0 < B < o
D’autre part, pour jo fixé, (X - Aj;,)%0 -1 divise x/; (puisqu’il divji;(le tous les termes de la somme). Et
(X = )\j, )™ ne divise pas /4. En effet, si c’était le cas, (X —\j,)%o devrait diviser av, (X —\j,)*o~! ng(X -
A;j)%, et donc, on aurait que (X — \;, )0 divise (X = \;,)®0~!. Ce qui est absurde.
Donc finalement, on a bien @ = _IEII (X =)ot
(i0) .
(1) Ay e K[A]
On va montrer par récurrence sur k | (2) P(Ay) € P(4)% K[A]
(3) P’(A}) inversible et P'(Ax)™' € K[A]
initialisation : (1) et (2) sont trivialement vraies. Montrons (3).
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P est scindé a racines simples, donc P et P’ sont premiers entre eux. Donc P" et P’ sont premiers entre eux.
Soient donc U,V € K[X] tel que U.P"+V.P’ = 1. Comme x 4 divise P", on a P"(A) =0. D’ou V(A).P'(4) =1,
ie P'(A) est inversible, et P'(A)™' =V (A).

hérédité :

(1) Apy1 = Ap — P(AR)P'(Ag) € K[A] car P'(Ag)™ € K[A] par hypothése de récurrence.
(2) P(Aks1) = P(Ar - P(Ap)P'(Ax)™)

En appliquant le Lemme, on obtient : P(Azy) = P(Ar) — P(AR)P'(Ap)'P/(Ag) -
(P(A)P'(Ax)™)° R(Ax) ot Re K[X].

Dot P(Agy1) = P(AR)*P'(Ar)2R(Ag) ¢ P(A)QHIK[A] puisque par hypothése de récurrence, on
a P(A;) e P(A)Y K[A] et Ay, e K[A].

(3) On ré-utilise la relation de Bézout précédente : U.P™ + V.P' = 1.

Comme P(Ag.1) € P(A)QIMK[A] et que P(A)™ =0, on sait que P(Ak11)" =0. D’ott P'(Ap+1)V (A1) =1,
ie P'(Agy1) est inversible et P'(Agpi1) ™! = V(Agy1) € K[Agi1] € K[A], puisque Agy € K[A] (on I'a déja
montré).

(1) Ax € K[A]

On a donc montré que Yk,{ (2) P(Ay) e P(4)* K[A]

(3) P’(A},) inversible et P'(A;)™! e K[A]

La suite (A)y est constante & partir du rang ko = [logy n] (d’aprés (2)).

Soit D = Ayg,. D est diagonalisable puisque P(D) =0 (cf (2)) et P scindé a racines simples.

Et A-D = koil A — Apy1. Comme les matrices Ay — Apyq = P(Ag)P’'(A)~! sont nilpotentes et commutent
deux-a-deux (cgzsoont toutes des polynomes en A), on sait que A — D est nilpotente.

Ainsi, A= D+ (A - D) avec D diagonalisable, A — D nilpotentes, et D et A— D sont des polynomes en A.

On a donc bien trouvé la décomposition de Dunford de A.
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1.12 Etude du dual de M, (K)

Références : [Francinou et al., af p.329-351
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1.13 Ellipsoide de John-Loewner

Références : [Francinou et al., ¢] p.229
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2 Développements Analyse

2.1 Equivalence des normes sur les R-espaces vectoriels de dimension finie

Références : [Choquet, | p.8

Proposition :

Dans R tout segment est compact.

preuve :
Soient a < b, soit [a,b] € U O; un recouvrement ouvert de [a, b].
i€l
Soit Xz{agxgb: 3Jc1,J est fini et [a,2] € U Oj}
jed

X #@ (car a € X) et X est majoré par b, soit donc ¢ = sup X.
On sait que ¢ > a (puisqu’il existe i tel que a € O, et donc il existe a < x < b tel que [a,z] € O;)
Montrons que ce X
Soit ig tel que = € O, soit ¢’ < ¢ tel que [¢/,c] € O,,. Soit ¢’ € [/, c] tel que ¢ € X (d’apreés les propriétés
de la borne supérieure). Soit donc J ¢ I fini tel que [a,c”] ¢ U} 0;.
je.

On a alors : [a,c] =[a,c’]u[c",c]c U O;
jeJu{io}
donc ce X.
Montrons que c=b

Supposons que ¢ < b. Reprenons les notations précédentes, soit ¢ < d < b tel que [¢,d] € O;,.
On a alors : [a,d] =[a,c]ufc,d]c U O,

jEJU{io}
donc d € X et d > c=supX. C’est absurde.
D’ou c=0b.

Finalement b = ¢ € X. Donc on peut extraire un sous-recouvrement fini de [a, b].

Proposition :

Dans (R",||.||s ), les compacts sont les fermés bornés

preuve :

Soit, A fermée et bornée dans (R™,|.||e ). Alors il existe des segments [a;, b;] tels que A <€ [][a;, b;]-
i=1

n
De plus, [1[ai,b;] est un compact pour la topologie produit (cf théoréme de Tychonoff), donc est un
i=1
compact pour la topologie de (R™,]|.||o)-

Donc A est fermé dans (R™,||.||e) et est inclus dans un compact de (R™,||.||s). Donc A est compact.

Théoréme :

Sur R™ toutes les normes sur équivalentes.
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preuve :
Soit, N une norme quelconque sur R™, soit (€;)1<i<n la base canonique de R™.
D’abord, Va, N(x) = N(i xiei) < (f} ei) [|]] oo

En particulier, N est conlt:iilue dans llzzltopologie de (R™,-||o0)

Soit C' = {z :||z||ec = 1} compact pour (R™,|.||) (car fermé et borné pour ||.||e)
Soit xg € C tel que N(xp) = mingec N ().

Doit V€ R"\{0}, N (=) > N(=0)

[

Donc : Vz € R™ N(z) > N(x0).||7||o

Conséquences :

e toute application linéaire dont I’espace de départ est un R-espace vectoriel normé de dimension finie est

continue

e le théoréme de Riesz
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2.2 Théoréme d’Ascoli

Lemme :
Soit A une partie d’un espace métrique FE, alors :

A relativement compact dans E ssi toute suite & valeurs dans A admet une sous-suite qui converge dans E.

Définition :

Soit A€ C(E,F) ou E, F sont des espaces métriques.

A est équicontinue en x € E si : Ve >0,3n>0,Vy e E,d(z,y) <n=VfeAd(f(x), f(y))<e

A est uniformément équicontinue sur E si: Ve>0,3n>0,Vz,y € E,d(z,y) <n=Vfe A d(f(z), f(y)) <e

Lemme :
Soit A c C(K, F) ou K espace métrique compact, et F' espace métrique (quelconque), alors :

A est équicontinue sur K (ie en tout point de K) ssi A est uniformément équicontinue sur K

Lemme :
Soit E et F' des espaces métriques, tel que F' est complet, soit D une partie dense dans F, et soit f: D —
F uniformément continue sur D. Alors il existe un unique prolongement continue de f sur F. De plus, ce

prolongement est uniformément continue.

Théoréme :
Soit A c C(K, F) ou K espace métrique compact et F espace métrique complet.

On a : A relativement compacte dans C(K, F') ssi
{ (i) A est équicontinue sur K

(it) pour tout x dans K, A(x) = {f(x): f € A} est relativement compacte dans F'

preuve :

Supposons que A est relativement compacte dans C(K, F').

k
Montrons (%) : Soit € > 0, soit B(fj,¢) (1<j<k) tel que Ac U B(fj,¢e) ou f; € A
j=1
Soit n tel que V1< j<k,Va,yeE,d(z,y) <n=d(f;j(x), f;(y) <e (ce n vient de 'uniforme continuité des
fj sur K qui est compact).

Soit f dans A quelconque, soit j tel que doo (f, f;) <€, on a donc :

Va,y e K,d(z,y) <n=d(f(z), f(y)) <d(f(2), f;(x)) + d(f;(x), f;(y)) + d(f;(y), [ (y)) < 3¢

Montrons (ii) : Soit z dans K, soit (y,)n € (.A(x))N, on écrit y, = fn(x) avec f, € A, par relative compacité,
on peut extraire une sous-suite (fs(n))n qui converge vers f € C(K,F) (pour la topologie de C(K,F) ie
convergence uniforme), alors (y4(,)) converge vers f(z) € F.

Supposons (i) et (ii), et montrons que A est relativement compacte.

Soit (fn)n € (A)N, montrons qu’elle admet une sous-suite convergeante.
Soit D = {dy, : k € N} un ensemble dénombrable dense dans K.
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Montrons qu’il existe une sous-suite (f,(,))» qui converge simplement sur D

La suite (fn(do))n est & valeurs dans A(dp) qui est relativement compact, il existe donc g tel que fi; (n)(do)
converge vers une limite notée f(dp).

En appliquant le méme raisonnement a ( fo,(n)(d,))n, o0 en déduit Pexistence de ¢y tel que (fy o0, (n)(di))n
converge vers une limite f(dy).

En itérant ce procédé, on construit par récurrence une suite d’extractrice (pn)n tel que VE, fo 6. 00, (n) (dk)
converge vers f(dy)

Soit p(n) = pgo-op,(n) (extraction diagonale). On a alors :

VE, Y1 2 K, fon) (di) = fopoopn(oraromopn(n)) (dk) —> f(dk)

puisque c’est une sous-suite de fi,o..0p, (n) (dk)-
On a donc bien que (f,n))n converge simplement sur D vers une certaine fonction f définie sur D.
Montrons que f est uniformément continue sur D
Soit & > 0, soit 7 tel que Y,y € K,d(z,y) <n=Vge A d(g(z),g9(y)) <e (par (i))
Soient x,y € K tels que d(z,y) <7, soient n. € N tel que d(f,n.)(2), f(x)) <e et d(fomy(y), f(y)) <e.
On & alors : d(f(2), (1)) < d(f (). Fony (©) * A sty @) Fony (1)) + Aoy (). F(0)) < 32

Donc f est uniformément continue sur D, et peut donc se prolonger sur K (car F est complet). Ce
prolongement est de plus uniformément continue. On notera toujours f ce prolongement.
Montrons que (f,(,))n converge uniformément sur K vers f

Soit £ > 0, soit > 0 défini par "uniforme équicontinuité de A sur K et par 'uniforme continuité de f sur
K.

k
Soit K ¢ U B(z;,n) un recouvrement de K, ou Vj,x; € D.
j=1

Soit n. tel que Vj,Vn > n.,d(f(z;), fn(z;)) < €. Pour tout n > n., pour tout = € K, soit j tel que

d(z,z;) <n. On a alors :

d(f(x)afap(n)(x)) < d(f(x)vf(zj)) + d(f(‘r])aftp(n)(‘rj)) +d(fga(n)($])7fga(n)(x)) <3e

Conséquences du Théoréme d’Ascoli :
e le théoréeme de Cauchy-Arzela (par la méthode d’Euler)

e si une suite de fonctions équicontinues (f,, ), définies sur un compact K converge simplement sur K, alors

la convergence est uniforme.

b
e démontrer que Popérateur T : f € C([a,b],R) — / K(z,y)f(y)dy ou K €C([a,b] x [a,b],R) est compact
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2.3 Théoréme d’inversion locale

Références : [Rouviere, | p.222

Lemme :
Soit u: R™ — R™ une application linéaire. Soit ||.|| une norme sur R” subordonnée & une norme de R™. Si on

suppose que |ju|| < 1, alors Id —u est inversible, d’inverse (Id —u)™' = ¥ ¥
k=0

Théoréme :
Soit U un ouvert de R™ qui contient 0. Soit f: U — R™ de classe C! telle que f(0) = 0 et telle que df(0) est

inversible.

Alors : il existe V, W ouverts de R™ contenant 0 tels que f induit un C!—difféomorphisme de V sur W.

preuve :
Pour y € R", posons F, :z e U =z +df (0)" (y - f(x))
Pour 7 > 0, soient B, = {z e R":||z|| <} et B, = {x e R" : ||z|| <7}
Montrons qu’il existe r >0 tel que : Vy e R",Va € B, nU,|[dFy(z)|| < %
Soit y € R™. On sait que F), est C' sur U et on a :

Va e U,dF,(x) = Id - df(0) ' (df (x))

Donc dF,(0) = 0, et par continuité de x —~ dF,(x) (puisque F, est C'), on sait qu'il existe r > 0 tel que :
Va € B, nU,||dFy(z)|| < 3.
De plus, le 7 qu’on a choisit ne dépend pas de y puisque dF, ne dépend pas non plus de y.
Remarque : quitte & réduire 7, on peut supposer que B, € U. On fait cette hypothése dans la suite.
Posons I = {y € R :|df (0) ()] < 5
Montrons que : Vy e W, F, (E) c B,
Soit y € W. Soit z € B,..
On a : [[F (@) < |IF, (x) - B, (0)]] + |7, (0)]
Par ailleurs, [|F,(0)|| = ||df (0)*(y)|| < & (puisque y € W).
Et, par I'inégalité des accroissements finis, on a : [|F,(x) — F,(0)|| < 3[|X|| < §
Dot [|F, (2] <
Posons V = B, n f~1(W)
Montrons que f induit une bijection de V sur W

On a:
f:V —> W bijective & Yy e W, 3lx e V,y = f(z)
< VyeW,zeV,F(z)=x
< Yy e W, F,, admet un unique point fixe sur V'

Soit y € W. Comme F), : B, — B, est contractante (par l'inégalité des accroissements finis), on sait que

F, admet un unique point fixe z € B, 2 V. 1l suffit alors de montrer que ce x appartient & V (ie z € B, et

x e f7H(W)). Ceci est clair, puisque z = F,(x) € B, (puisque Fy(B7,) € B,) et que y = f(z) (puisque Fy(z) = ).
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Montrons que f! est lipschitzienne sur W

Soient yi,y2 € W, soient x1,z9 € V tels que y; = f(x;) (1<i<2). Ona:

L1 — T2 :Fy1($1)_Fy2(]"2)

= (Fy, (21) = Fy, (22)) + (Fy, (22) = Fy, (22)) = (Fy (21) = Fy, (22)) +df (0) ™ (31~ 2)

Par I'inégalité des accroissements finis :

1 _
[l = @2l < S lles - 22l +ldf (0) -llys = ell

D’ou

1 _

§||x1 — | < [ldf (0) " [|-llyx - wall
Autrement dit

Yyr, g2 € WolLF 7 (90) = £ (w2) I < 201dfF (0) 7y = vl

Donc f~! est lipschitzienne sur W, donc continue sur W.
Montrons que Vz € B,,df (z) inversible
Soit x € B,. Soit y € W quelconque. On a donc ||dF,(z)|| < 3. Par le lemme, on sait donc que la somme

oo

Y (dF,(x))* converge, et est inversible d’inverse Id — dF,(x). Au début de la preuve on avait calculer que
k=0

Id - dF,(x) = df(0)~'(df (x)). On sait donc que df () est inversible.

Montrons que f~! est C' sur W

Soient y,yo € W, soient x,zo € V tels que y = f(z) et yo = f(z). On a :

y—yo=f(x) - f(zo) =df (w0)(x - 20) + R

Avec R = o(||x — x¢])-
Et, comme ||z — x¢|| < C.|ly — yo|| oit C est une constante (on a déja montré que f~' est lipschitzienne), on
sait que R est aussi un o(||ly — yoll).

On peut donc écrire :
df (o) (@ = x0) =y = yo + o(lly = yoll)
Autrement dit
F7H W) = £ (o) = df (20) ™ (y = o) + o(lly = wol|)
ie
) = 1 wo) = dfF (7 (w0)) ™ (v = 90) + o(lly = woll)
Done f~1 est differentiable, et d(f~1)(y) = df (f~(y))~"

De plus, comme y ~ d(f~1)(y) est la composée de trois foncions continue, on sait que f est C.
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2.4 Développement asymptotique d’une intégrale

Références : [Rouviére, | p.245

Soient a < b.

. RxR — R
Soit f :
{(:E,E) — exd+ (z-a)(b-1)

Proposition :
Pour ¢ > 0 assez petit, I’équation f(x,e) =0 a trois solutions distinctes z1(¢) < z2(¢) < z3(e). De plus, on a :
o zi(e)=a- %s +0(e?)

o 22(e) =b+ e+ O(c?)

o z3(e) =1 - (a+b)-(a®+ab+b*)e+O(c?)

preuve :
On a f(a,0) =0, et %(I,E) =3ex? - 2x +a+b. Donc g—i(a,O) =b-a>0.
Par le théoréme des fonctions implicites, on sait qu’il existe un intervalle ouvert Vi de 0 et un voisinage
W1 de a tels que Ve € Vi, f(x1(€),¢) = 0. De plus, on sait que la fonction implicite =1 est C? (et méme C*),

puisque f l’est. Par 'inégalité de Taylor-Lagrange & ’ordre 2, on a donc :
Ve e Vi,z1(e) = a+ ez’ (0) + O(c?)

Or, on sait que Ve € Vi,ex1(g)3 —21(£)? + (a+b)x1(c) —ab = f(x1(c),e) =0

En dérivant, on obtient : Ve € Vi, 21(g)3 + 3, (e)z1(e)? - 221 (e)z1(e) + (a + b)) (c) = 0

En prenant € = 0, on obtient : a® — 22 (0)a + (a + b)x7(0) = 0

On a donc : z7(0) = —g

D'oa Ve e Vy,x1(e) =a— %5 +0(e?)

De méme, on trouve une fonction implicite xo d’un intervalle ouvert V5 de b dans un voisinage W5 de 0
telle que Ve € Vo, f(x2(e),¢) = 0.

3
Avec le méme raisonnement, on trouve : Ve € Vo, x9(e) = b+ lﬁ—as +0(g?)

Les relations racines-coefficients donne ’existence d’une xz3:V =V, nV, - R qui vérifie :

1
VeeV,x1(e) +xa(e) + x3(e) = —
€

Dot : Vee V,as(e) = L = (a+b) - (a® + ab+b*)e + O(e?) [
Proposition :
) ) z2(e) 1
Pour ¢ assez petit, on définit I(e) = ——dx

z1(g) flxz,e)
Pour ¢ assez petit, I() =7+ 3T (a + b)e + O(?)
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preuve :

On a:f(z,e) =c(x-z1(e))(x2(e) —x)(z3(e) —x) = (x — 1) (22— ) (1 —e(x + 21 + 22))
Rq : On écrit x; au lieu de 1 (¢) pour alléger les notations.

D’ou
-1/2
dzx

22 (1-e(x+x1 +2x2))
I(e) =
©) [961 (z-z1)(x —x2)

En faisant le changement de variables 2 = u +vsint avec u = ®5%2 et v = 2251 on a :

/2
I(e) = f ) (1-e(3u+wvsint))™2dt
—-m/2
Notons y = 3u+vsint. Comme z1 =a+ O(e) et x5 =b+O(e), on a
b-a

2

Rq : le dernier grand O(e) est uniforme en ¢, puisque |sint| < 1, V.

y:g(a+b)+ sint + O(g)

D’autre part,

(1- gy)_1/2 =1+ %y +0(e)

Rq : ce grand O(¢) est aussi uniforme en ¢, puisque |sint| < 1, Vt.

En injectant (2) et (3) dans (1), et parceque les O(e) sont uniformes en ¢, on a :

b-a

/2
](5)=/ 2 (1+§(a+b)s+ 5sint)dt+0(s2)

Dot I(e) =7+ 2% (a+b)e + O(e?)
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2.5 Meéthode du gradient & pas optimal

Références : [Francinou et al., g] p.39

Lemme :

Soit f:R™ — R continue telle que lim|;-e0 f(2) —> +oo. Alors f admet un minimum.

preuve :
Soit A > 0 tel que, Vz,|jz|| > A= f(x) > f(0).
La boule de centre 0 et de rayon A est un compact de R™. Soit donc a un point de cette boule ou la
restriction de f & la boule atteint son minimum.
On a alors, Vz € B(0,4), f(z) > f(a)
Et Vx e R"\B(0, 4), f(z) > f(0) > f(a)

Donc f admet bien un minimum en a.

Soit G':R™ — R C! et a > 0 tels que :

Yo,y eR", G(y) - G(z) > (gradg(@),y - ) + ally -«

Proposition :
G atteint sa borne inférieure en un unique point a € R™.

De plus, Vz e R", grads(z)=0=>2=a

preuve :
Montrons que G admet un minimum en un point a

Ona: Yy, G(y) 2 G(0)+(grad-(0),y)+aly||* = O(Jly])+ally||*> — +oo (cfI’inégalité de Cauchy-Schwarz)

Donc le lemme donne l’existence d’un point a en lequel G estllzr/l‘li_)rriorilale.
Montrons que Vz,grad-(z)=0=z=a

Supposons que grads(«) =0 pour un certain x € R™.

Alors, on a : G(a) - G(x) > (gradg(z),a - z) + of|z - a||?

Dot : G(x) < G(a) - ||z - al)?

Par minimalité de G(a), on a nécessairement ||z —al|> =0

D’ot z = a.

La propriété que 'on vient de démontrer donne aussi 'unicité du point en lequel G atteint son minimum,
puisque tout point définissant un extremum global de G définit un extremum local (G est défini sur R™), donc

est un point critique.
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Proposition :
Soit (xg)k € (]R”)N deéfinie par un zy € R™ et pour tout k, xx41 est un point de xj, + Rgrad,(zx) qui minimise
la restriction de G.

Alors (zy ) converge vers a.

preuve :
Montrons que la suite (z1); est bien définie

Supposons que xj, soit construit.

Si grad(«;) =0, alors on a zy, = a, et on pose Ty = a.

Sinon, on pose @, :t € R — G(xy + tgradg(zr))

¥z, est continue, et g, (t) \t|—>—+>oo +00, donc par le lemme, on peut définir ¢, comme un point ott ¢, atteint
son minimum, puis poser zy.1 = & + trgrads (k).
Montrons que Vk,(grad(zy),grads(2g41)) =0

Si gradg(xr) = 0, le résultat est évident.

Sinon, on sait que t; définit un extremum global de ¢,, , donc aussi un extremum local, donc est un point
critique.

Par ailleurs, Vt, ¢!, (t) = (gradg(z + tgradg(zx)), grad g (wx))

D'ou 0 = ¢, (1) = (grad(zp+1), gradg (zx))
Montrons que (z); converge vers a

Par construction (G(xy))x est décroissante et minorée par G(a), donc admet une limite [ € R. En particulier,
(G(zk)) est bornée.

Comme G(z) —> +oo, on sait que (zy)y est aussi bornée. On va montrer que a est son unique valeur
d’adhérence. Soit \(I;(\)I;; 02 une valeur d’adhérence de (), soit ¢ une extractrice telle que x,(x) — b.

On a : af|zy ) - $w(k)+1||2 S G(2yry) = G(@yry+1) = 0. Donc (24 x)+1)r converge aussi vers b.

Par ailleurs, on a : Vk,0 = <gradG(x¢(k)),gradG(xw(k)H)) - (gradg(b), grad (b)) = ||grad (b)||*
Donc grad(b) =0, et b=a.
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2.6 Inégalités de Kolmogorov

Références : [Francinou et al., df p.274

Proposition :

Soit f:R — C C2. Soit M, =supf* (z) (0<k<2). On suppose que My, My < +oo.
xeR

Alors : M1 < 2MOM2

preuve :
Soit x € R.

Pour h >0, on écrit 'inégalité de Taylor-Lagrange entre x et = + h, et entre z et x — h.

Vho>0,|f(z+h) - f(z) - hf'(z)] < %ZMQ

Vh>0,|f(x—h)- f(z)+hf'(z)| < h;MQ

D’autre part, en utilisant 1’inégalité triangulaire, on a :
Yh>0,2h]f'(2)] = [(f(x ~h) = f(z) + hf'(2)) + (= f (@ +h) + f(2) + f'(2)) = f(z = h) + f(a+h)| < B Mo + 2M

Dou : Yh>0,|f ()] < % + %

En particulier, si on prend h =

|f'z)| < /2Mo Mo

Ceci étant vrai pour tout z € R, on a bien My < /2MyMs.

M ; .
QVE’ on obtient :

Proposition :

Soit f:R — C C" (n e N*). Pour toute fonction g C™, on notera Mj(g) = supg™™ (z) (0 <k <m). On notera

zeR
My, = Mg (f). On suppose My, M,, < +o0.
Alors Vk € [0, n], M, < 2k=k)/2 1=K/ prkin
preuve :
D’abord, montrons que tous les M} sont finis
Soit z € R. Soient 0 < hg < - < hp_1
Ona: s X
V0<jSn-L|f(@+hy) = (@) ~hf' (@) =~ 1),f<” V()| < 4,
D’ou (par l'inégalité triangulaire) :
(" 1) n

h; h
VO<j<n—-1,[f(x)+h;f'(x)+-+ fln= 1)(:zc)|<Mo+—M < My + ”1M =K <+o0

(n 1)'
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Autrement dit :

f(@) +hof'(z) +-+ (Zg-_l)!f("_l)(ﬂi)
5 <K
n-—1
f(@) +hpoaf'(x) +-+ (Zjil)!f("—l)(x) .
Donc :
hn—l
1 hy - ﬁ f(z)
Poob b : <K
n-1
L hpao o (’::11)1 F=D(x)
v F(x) -

Or V est inversible. En effet, detV = m [1(h; —hi) >0 (cf déterminant de Vandermonde).
i<j

En notant ||.|| la norme subordonnée & ||.||oo, on a :

1E (@)oo = [V (VE (@)oo < V7K

Ceci étant vrai pour tout z € R, on a : Yk € [0,n], My < ||[V7}|.K < +o0
Montrons maintenant 1’inégalité
On va procéder par récurrence sur n. Le cas n = 2 a déja été fait dans la proposition précédente.
Soit f:R — C C"*!.
On suppose que Vg: R — C C™, si m <n et que My(g), M,,(g) < +o0, alors

VO <i<m, Mi(g) < 2i(m—i)/2MO(g)1—i/mMm(g)i/m

On suppose de plus que My, M,,+1 < +o0. On vient de démontrer que VO < k <n+ 1, My < +oo.
Soit k € [1,n].
Appliquons le cas n =2 a f*~1) (qui est bien C?) :

My (470" < 220y (F470) Mg (£

Autrement dit,

M2 < 2Mj_y My (1)

En appliquant ’hypothése de récurrence 4 g=f , m=keti=k-1,on a:

My () < 207D Mo ()0 R () B0

Autrement dit,

My_y <2002 g2k =1k (2)

En appliquant ’hypothése de récurrence a g = f*) , m=n+1-keti=1,0na:
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M, (f(k)) < o(n=R)/2 (f(k))l—l/("’fl—k) Mois (f(k))l/(ml—k)

Autrement dit,

My < 2(n—k)/2M]i—1/(n+1—k)Mii(1n+1—k) .

En injectant les inégalités (2) et (3) dans (1), on a :

M? < 2(n+1)/2Mol/kM]gk—l)/k+(n—k)/(n+1—k)Mii(1n+1—k)

k(n+1-k)

1, on a bien :

En élevant & la puissance

M, < 2k(n+1—k)/2Mg—k/(n+1)Mk/(n+1)

n+1
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2.7 Equation de Bessel

Références : [Francinou et al., g] p.101
On considére I’équation différentielle :

2y +y +2y=0 (E)

Proposition :

giz— 1 [ cos(xsin#)df est solution de (E).
0

preuve :
La fonction (x,0) ~ cos(zsin®) est C*°, donc par le théoréme de dérivation sous l'intégrale (on intégre sur

un segment), on sait que g est aussi C*, et on a :
/ 1 rm . . .
g (x)=-— f sin(« sin #) sin 6df
m Jo
1 s
¢"(x) =~ f cos(z sind) (sin 0)2d0
m Jo
On a donc, pour tout x € R,
1 s
xg"(z) +g¢'(z) + xg(x) = = f (z cos(xsin@)(1 - (sinf)?) —sin(zsin ) sin 6 )df
7w Jo
1 ™
== f (z cos(zsinf)(cos#)? - sin(zsin ) sin 6 )df
7w Jo

1 ™
== [sin(xsinf) cosb],

=0
[
Proposition :
Les solutions de (F) développables en série entiére sont exactement les fonctions de la forme z — A 3 % n
n=0 ’
avec A € R.
preuve :

Soit f une solution de (E) développable en série entiére au voisinage de 0. Soient (ay, ), € RN et R > 0 tels
que :

anx”

M8

Ve e]-R,R[, f(x) =

n=0

On sait alors que :

n=1

Vee]-R,R[,zf(z) =), anz™t = > apqz”
n=0

(n+1apsiz™

Nk

Ve e]-R,R[, f'(z) = > naya™ ' =
n=1

n=0
Voze]- R R[,zf"(x) = Z n(n - 1)anz"71 = Z n(n+1)apa™
n=2 n=1
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Comme f est solution de (EF), on a :
Vee]-R,R[,0=af"(z)+ f'(z) +xf(x) =a1 + ) (an-1 + (n+1)an +n(n+1)ay.)z"
n=1
Donc :
a; = 0
VneN* a,_1+(n+1)%a,,1 =0
Donc, avec une récurrence immeédiate, on en déduit que Vn € N*, as,,1 =0 et que Vn e N* aq, = %ao.

On a donc, Yz €] - R, R[, f(x) = ag § %xzn.
n=0 ’

Réciproquement, cette série entiére a un rayon de convergence infini, et donc est bien une solution de (F)

sur R. -

Soit fo:x nZ=:O 745;(173!)2 "

Proposition :

Soit f une solution de (F) définie sur ]0, 0o[. Alors : (f, fo) est libre ssi f non-bornée au voisinage de 0.

preuve :
La fonction fj est continue en 0, donc bornée au voisinage de 0.

11 est alors clair que si (f, fo) est liée, alors f est aussi bornée au voisinage de 0.
Supposons que (f, fo) est libre, et montrons que f n’est pas bornée au voisinage de 0

Sur R}, (F) s’écrit sous forme résolue y" + %y’ +y =0, les solutions de (F) sur R} forment donc un espace
vectoriel de dimension 2, dont (f, fo) est une base. Soit W = f.f] — fo.f" le wronskien associé & cette base.

On a:
Vo >0,W'(z) = f(z).f5 (z) - fo(x).f"(x)
= (@) fa(@) = fol)) + fol@) (- f' (@) + £ ()

= —iW(x)

On sait alors, qu’il existe C' € R tel que Yz > 0,W(z) = €

x

On sait que C # 0, puisque la famille (f, fo) est libre.
On a donc : Yo >0, f(2) fi(z) - f'(z) fo(z) = €

x

Si f était bornée au voisinage de 0, alors, comme fo(x) el 1 et que fo(x) el 0, on aurait (en faisant
x— xr—

tendre x vers 0 dans I’égalité précédente) :
C
fl@) ~ ——

=0
Mais, comme x —% garde un signe constant, et n’est pas intégrable sur ]0,1], on aurait aussi :

1 1
F =@ = [ rwa ~ -0 [ L =0oma

On aurait alors : f(x) ~, —C'Inz qui n’est pas bornée au voisinage de 0.
xTr—>

On sait donc que, sous ’hypothése que (f, fo) est libre, f n’est pas bornée au voisinage de 0.
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Proposition :

Ve eR lf7T<30s(:L’s,iI19)cio9: i D "
77T 0 n:04n( ')2

preuve :
La fonction g (introduit dans la premiére proposition) est bornée sur R, donc la famille (fq, g) est liée sur

10, oo[. Par continuité en 0, (fo, g) est liée sur R,. Et, comme f,(0) =1 = g(0), on sait que Yz > 0, fo(z) = g(z).

Comme fo et g sont paires, on en déduit que Vz € R, g(x) = fo(x) [ ]
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2.8 Probléme de Cauchy avec conditions aux limites

Références : [Francinou et al., g/ p.112

Soit p:R* - R continue telle que foo tlp(t)|dt < oo

L’équation différentielle y” + py =0 gdmet une unique solution telle que limq, v = 1 et limy, v’ = 0.

Procédons par analyse—synthése. Soit y une telle solution. On sait que y est bornée (en effet, y est continue
et admet une limite finie en o).

Ona:VxeR" y(x)=1- /Ioo y'(t)dt (puisque limg, y = 1).

En intégrant par paties : Ve e R* y(z) =1-[(t - z)y' ()] + f oo(t —x)y" (t)dt

Comme on a supposé que y était solution de ’équation diffé:entielle, ona:VeeR y(x)=1-lim,(t-
DY)~ [ -opynad

Par ailleurs, comme (¢t - x)|p(t)y(¢)| < (t—z)|p(¢)|.K (ot K est une constante), on sait que ¢ — (¢t —x)p(t)y(t)
est intégrable, et donc que (¢ —z).y'(t) admet une limite [ € R en oo. Si cette limite [ était non-nulle, on aurait
Y'(t) ~o0 &, et alors fow y'(t)dt = 0o (ce qui est absurde, puisque y(x) =1 - Lw y'(t)dt).

Dioit : Vo e RY,y(x) = 1 - fom(t—x)p(t)y(t)dt

Ce qui termine la phase d’analyse.

On voit donc comment ramener le probléme de ’équation différentielle & un probléme de point fixe.

Posons donc E = {f : [a,00[—> R : continue et bornée} (on fixera la valeur de a aprés). On munit de la norme
uniforme.

Pour fe E,soit T(f):x>a~1- fooo(t—:r)p(t)f(t)dt
Montrons que E (muni de la norme infini) est complet.

Soit (f)n € EN une suite de Cauchy. Pour ¢ > 0, soit n. € N tel que ¥Yn,m > ne,||fn = finlleo < €. Alors on
a aussi, Vo € R,Vn,m > ng,|fn(z) - fm(z)| < €. Donc la suite (f,(z)), est de Cauchy, donc converge vers une
limite, que l'on note f(z).

Comme Vn,m > ne,|fn(z)— fm(x)| < €, en faisant tendre m vers oo, on voit que Vx € R, Vn > ng, |f(z)- fn(x)] <
e. Dot Vn > ng,||f - fulleo < €. De plus, comme f = f,—(f,—f), on sait que f € E (puisque f, € F et que f,—f € E).
Montrons que T admet un unique point fixe f € F.

Comme E est complet, il suffit de montrer que T" est contractante (c’est ici, qu’il faut bien choisir a).

Tout d’abord, il faut montrer que T est & valeurs dans E. Soit f € E, et soit g = T(f). g est clairement

continue. De plus, pour z > a,
9@ <1+ fle [ tp(0)lat

Maintenant, montrons que T est contractante. Soient f1, fo € E et g1 =T(f1),92 =T(f2). On a
Vo2 a,lu(@) - ga2(@)| < Ifi - fallee [ tp(t)lt

Mais, comme ¢ — t|p(t)| est intégrable, on sait que f tlp(t)]dt - 0. On sait donc qu’il existe a >0 tel que
u

/ tlp(t)|dt < 1. Pour ce choix de a, T est bien contractante.
a

Montrons que [ est solution de 1’équation différentielle sur [a, oo
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Pour & > a, f(z) = 1 - /°° tp(t)f(1)dt +x /oop(t)f(t)dt

x x
Donc f est dérivable sur [a, oo[ et

Vo> a,f'(@) =op(a) f (@) - ap(@)f @) + [ p0f@dt= [ pe)f et

z
Comme f est bornée, on voit que limoof’ =0, et aussi que f’ est dérivable, de dérivée f"(z) = -p(x) f(x).
Par ailleurs, |f(z) — 1] <||f|lo foot|p(t)|dt. D’ou lim,, f = 1.

On sait (d’aprés la phase d’analmyse que f est la seule solution de F sur [a, oo[).

Mais on sait aussi, qu’il existe des solutions de I’équation différentielle définies sur R*. Parmi elle, on sait qu’il

en existe une et une seule qui prolonge f.
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2.9 Formule de Stirling

Lemme :
/2
Soit I,, = f (sint)" dt. On a :
0

_ 2.4---2n
* D1 = 13700

™
[ ] In'\'\/%

preuve :

Montrons que [,.1 = 1,1

S|
. /2 n /2 2 n—1
En intégrant par parties, on a : Ip41 = f (sint) (sint)" dt = nf (cost)” (sint)" " dt
0 0
/2 . onN2) . am-1
Donc I,41 =n f (1 - (sint) ) (sint)" " dt =nl,-1 —nly4
0
D’ou In+1 = In—l

A partir de cette formule, on établit aisément le premier point du lemme.

_n_
n+1

Montrons que I, ~ I,
D’abord VO <t <7/2,0<sint <1
donc VO <t < /2, (sint)""" < (sint)”

Dot I <1,

donc —I;” <1
n
Tnii _ n Ina n
De plus, I, ~ n+l I, 2 n+1
n Ini1
On a donc 75 < P <l

Dou I, ~ I,,41
Montrons que I, ~+/5-
Comme Vn, I, = "T‘lln_g, on sait que la suite (nl,I,-1),, est constante.
donc Vn,nl, 1,1 =7/2
donc ni2 ~ /2

PR T
d’ou I, o

Théoréme :

n! ~e 27711(@)
e

preuve :
. 1e™ . .
Soit u, = -7, il s’agit de montrer que (un)n converge vers /2w

Montrons que (u,), converge vers un nombre \ >0

n+1/2 n+1/2 1 n+1/2
=+ Ve =e (1) =e(l-59)

donc lnun+1—lnun=1+(n+%)ln(1—ﬁ)=1—(n+%)(i+m+0(%))

n+1
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lnu”“_ln“”:l_(ﬁ*'ﬂni{rlfr2(n+1)2+O( )):ﬁ 2(n+1)2+0( 5)

donc Inu,41 —Inu, =0 (#)

donc la série de terme général (Inw,.+1 —Inwu,) est convergeante. Dou, la suite (Inw,), converge vers un
réel [. Finalement, (u,), converge vers A =e! >0
Montrons que )\ = \/ﬁ

On sait que - Hn A=)
2 2n+1/2
D’autre part Zn E;;z)') (27,?2”“ 23;1)22”\/; =T § 4(22”1) \/7 (2n + 1)I2n+1\/7

Dou%~2n§\/;\/;=\/%
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2.10 Développement asymptotique de u,.1 = u, — u2

Références : [Francinou et al., df p.99

Lemme :

i 1 =Inn+o(lnn)
k=1

preuve :
la fonction ¢ € [1,+oo[r> + est décroissante et positive.
On a donc : Vk > 2, +1@515 kﬂ
nel gp 1 idtk k-1t
Do [, 7 < kZ <l T
Donc In(n+1) -1n 5:2% <lnn

D’ou le resultat

Proposition :
Soit f:[0,b] — R, ot b> 0 telle que f(x) = x — ax® + 0z0(2®) avec a >0 et a > 1. Alors, il existe 1 > 0 tel

que pour toute suite (u,), définie par un ug €]0,n[ et Ups1 = f(un), tn ~ (a(e - 1)n) ==

preuve :
Montrons qu’il exite n >0 tel que f([0,n[) c[0,n[

Cela permet de montrer que la suite (u, ), est bien définie.
9@
-

Pour x € [0,b], on écrit f(x) =z -ax® +g(zx) ou ;

Alors f(z) -z = ( o) _ a)

Soit 1 > 0 tel que Yz €]0,n[, gi;f) —a<0
On a donc Yz €]0,7n[, f(z) -2 <0

D’ou Vz €]0, [, f(z) <z <n

Et par hypothése, Yz €]0,n[, f(z) >0

D’ou le résultat.
B

—uP
nil — Up converge

Cherchons  tel que u

U1 :un(l - au®t +0(uo‘ 1))

donc ugﬂ (1 aBu” 1+0( a- 1))
doi u) ;- uff = —apug*Po (ug~*P)

on prend donc f=1-a<0.

onauy-ul"*—ala-1)

Montrons que u,, ~ (a(a - 1)n)ﬁ
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n-1
Par le théoréme de Césaro, on a: = ¥ ul ¢ —ui™® — a(a—-1)
? n P k+1 k
s 1, 1-«
Dot -u, * - a(a-1)

Donc uy, ~ (a(a - 1)n)ﬁ

Proposition :

Soit (uy, ), définie par un ug €]0, 1[ et upyq = Uy —u2.

Alors uy, = £ - —IZ? +0 (—12;‘")

preuve :
La proposition précédente s’applique (a =1 et a = 2).

Onadonc:un~%
11 g 0eun)un(loun) _ up 1

n -_—
Up i1 Uy, Up, (1-up ) U, (1-p ) 1/un—1

3=

D’autre part :

C’est le terme générale de signe contant d’une série divergente.
n-1 n-1

On adonc: Y ul —ui—l'v > %
k=1 k+1 k k=1
Dou =~ -1 -n+1=Inn+o(lnn)
Unp Ul

Donc ui =n+Inn+o(lnn)
n

Done up, = n+1nnio(lnn) = % (1 + IUT” +0(1Lnn))71 = % (1 N II;LJ +0(%))
1 Inn

Finalement u,, = L_lng, (1?7@)
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2.11 Vitesse de convergence des polynémes de Bernstein

Définition :

Pour f:[0,1] — R continue, on note w¢(h) = sup |f(z)- f(y)| (o h>0)
|lz—y|<h

Proposition :

Vf:[0,1] — R continue, Vh, A > 0,ws(Ah) < (A + Dwy(h)

preuve :
Soit f:[0,1] — R
Montrons que wy est croissante
Soient 0 < hy < hy
Alors {z,y: |z -y|<hi} c{z,y:|x—y| < he}
D’ou wy(h1) < wys(he)
Montrons que Yhy, hy > 0,ws(h1 + he) <wy(hi) +wy(ha)
Soient hy,hs >0
Soient z,y tel que |z —y| < hy + ho
Soit z = h;f%z;y
Alors |z —z| < hy et |y —z| < ho
Dot |£(2) - F(0)] < 1F(2) - ()] + 1£(2) = F@)] < wy(hn) + wy (ha)
Ceci étant vrai pour tous z,y tels que |z —y| < hy + ho, on a : wy(hy + he) <wys(hy) +wy(hs)
On en déduit immédiatement par réccurence que : Vn e N, Vh > 0,wy(nh) <nwy(h)
Montrons que Yh, A > 0,ws(Ah) < (A+1)ws(h)
wr W) < wy (] +1)h) < (A + D) wp(h) < A+ 1) wy ()

Définition :

Pour f:[0,1] — R, on note B,(f)(p) =E [f (XTﬁ)] ouneN"pe[0,1]et (XF), , sont des variables aléatoires
indépendantes, de loi B(n,p).

Autrement dit : B, (f)(p) = kio P (1= p)™ ™ F(k/n)

Proposition :

Vf:[0,1] — R continue, || B, (f) = flle < 3wy (1//n)

preuve :
Soit p € [0,1].
1Bn(f)(p) = f(0)| = [E[f(p) - F(XE/M)<E[|f(p) - F(XT /)] <E[wy(lp - X7/n[)]
D’autre part, we(|p - X2/n|) < (1+ /nlp— X2 /n|)ws(1/\/n) (d’aprés la premiére proposition)
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1/2
Et Ellp - X/nl] < E[(p - X2/n)?]'"* = V[X2/n]"? = LV[X2]V2 = L\ /p(1-p) < =

La premiére inégalité ci-dessus est un cas particulier de l'inégalité de Cauchy-Schwarz (ie E[|X.Y]] <
E[X2]V2E[Y?]'/? avec Y = 1)

En combinant les trois inégalités ci-dessus, on obtient :

B - 1)< 0y (1 ) = s (1)
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2.12 Pobabilité d’extinction du processus de Galton-Watson

Théoréme :
Soit Z une variable aléatoire intégrable, & valeurs dans N telle que P(Z =1) < 1. Soit (ij )n rey des variables
i.i.d de méme loi que Z. On définit une suite de variables aléatoires (X, ), récursivement :
X =1
Xo .
Xn+1 = Z Zn
k=1

On note p. = P(In.X,, =0) la probabilité d’extinction du processus.
Onaalors:p.=1ssi E[Z] <1

preuve :
Montrons que gx, ., = gx, o gz sur [0,1]

On a Vte[0,1],9x,,, (t) = E[t¥m1] = ]E[)lif th] - ]E[ S 1x, o tzﬁ] -y ]E[]lxﬁz I tzﬁ]

k=1 =0 k=1 =0 k=1
Comme X, est indépendant de Z* (pour tout k), on a :
Vi e [0,1]0x,,(t) = LP(Xy=2) TE[t%] = SP(X,=2) [1E[t7] = % P(X,=2)g2(t)" =
=0 k=1 =0 k=1 =0

9x,(92(t))

Rq : On en déduit via une récurrence immédiate que gx, = g% (ici exposant désigne l'itéré pour la loi de
composition)

D'ou gx,,, =9z © gx, (Cest cette relation que 'on utilisera dans la suite)
Montrons que p. est le plus petit point fixe de gz dans [0,1]

Par définition, p. = IE”( U{X,= 0}) =1limP (X, =0) = limgx, (0) (car {X, = 0} est une suite croissante
pour inclusion). e

Ona: Vn,gx,.,(0) = 9z (9x,(0))

Comme gz est continue sur [0,1] (puisque Z est intégrable), on peut passer a la limite : p. = gz (pe)-

pe est donc bien point fixe de gz.

Soit p € [0,1] un point fixe de gz. Montrons que p. < p.

On a0<p.

Donc Yn,gx, (0) = ¢%(0) < g%(p) = p (car gz est croissante (c’est une somme de monomes de coefficient
positif), et p est un point fixe de gz)

rappel : 'exposant dans la relation ci-dessus est I'itération de composition (pas de la multiplication).

En passant & la limite dans ’inégalité ci-dessus, on a : p. <p

On a donc bien que p,. est le plus petit point fixe de gz dans [0,1].
Montrons que gz est convexe sur [0,1], et que, si P(Z > 2) > 0 alors gz est strictement convexe
sur [0,1]

Vee[0,1],05(t) = ¥ P(Z =)t

Donc g7 est croissja;nlte sur [0,1], ie gz est convexe sur [0,1].

De plus, si P(Z > 2) > 0, alors il existe j > 2, tel que t = P (Z = j) j.t9~! est strictement croissante sur [0, 1].

Donc g% est strictement croissante sur [0,1].
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Montrons que E[Z] <1 ssi p. =1
cas 1: E[7] = gy (1) <1
Alors, par convexité de gz, on a : Vpe0,1][, Lflefp) <gn(1)<1
Dou Vpe[0,1[,1-gz(p)<1-p
Donc Vp e [0,1[,p < gz(p)
Donc gz n’a aucun point fixe sur [0, 1[.
Comme 1 est le seul point fixe de gz sur [0, 1], on a nécessairement p, = 1
cas2: E[7] = gy (1) = 1
Montrons que gz est strictement convexe sur [0,1].
Onal=E[Z]=P(Z=1)+YnP(Z=n)
Comme par hypothése, ]P’(Zi 1)<1l,ona YynP(Z=n)>0
D’ou P(Z >2) >0, donc gz est strictement convexe sur [0,1] (on Pa déja montré).
Par stricte convextié de gz, on a donc Vp € [0, 1], 1_%}5”) <gy(1)=1
On conclut comme dans le cas 1, que p, = 1.
cas 3: E[Z] = gy (1) > 1
Soit h:p€[0,1] — p-gz(p)
Soit £ > 0 tel que g% (1) > 1 +e. Soit pg € [0, 1], 1—%;(1:0) >g,(1)-e>1
ie 1-gz(po) >1-po
D’ot h(pg) >0
D’autre part, h(0) = -gz(po) < 0.
D’apreés le théoréme des valeurs intermédiaires, il existe p € [0, po[ tel que h(p) =0, ie gz (p) = p.
Donc gz admet un point fixe p dans [0,1[. Comme p, est le plus petit point fixe de gz dans [0,1], on
ape<p<l.
D’ou p. < 1.
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2.13 Théoréme de Riemann

Références : [Francinou et al., df p.217
Définition :

n
La série ( > ak.) est semi—convergente si la série converge, mais pas absolument.
k=0

.

Théoréme (Riemann) :

n [e2e)
Soit ( » ak) une série semi-convergente. Alors, pour tout « € R, il existe o € §(N) tel que ¥ ay(n) =
k= n n=0

preuve :

Soient A={neN : a, >0} et B={neN : a, <0}.

Tout d’abord, on sait que A et B sont infinis. En effet, si par exemple, A était fini, alors, en posant
N =1+max A, on aurait que Yn > N, a, <0, et alors, la convergence de la série serait équivalente a son absolue
convergence (ce qui est faux, puisque la série est semi—convergente).

Définissons o(n) par récurrence sur n € N :
e 5(0)=0

min A\{0(0),~0(n)} si ¥ apu) <
k=0

e VneNo(n+1) = "
min B\{c(0),-,0(n)} si ¥ apu) >a
k=0

Montrons que ¢ est une bijection de N dans N.

Il est évident que o est injective. En effet, Vn e N,Vk <n,o(n) # o(k) par définition.

Supposons que o n’est pas surjective. Soit donc N € N tel que N ¢ o(N). Supposons, par exemple, que
N € A. Par construction de o, on sait alors que Vk € N, si (k) € A, alors o (k) < n.

On sait donc {k e N : o(k) € A} ¢ 07!([0,N]) qui est fini, par injectivité de o. Soit donc N = 1 +
max{k € N : o(k) € A}. On sait alors, que Vn > N,o(n) € B, mais par définition de o, cela implique que
Vn > N,o(n)=n-N +0(N). Cela implique aussi que Vn > o(N),n € B, et donc par conséquence, que A est
fini. Ce qui est absurde.

D’ot 0 € G,,.

Montrons que i @y (r) CONverge vers o.

Comme la série Zan converge, on sait que a, — 0. Cela implique que a,(,) — 0. En effet, Soit € > 0, soit
ne € N tel que Vn > n€,|an| <e. Par ailleurs {n e N: o(n) <n.} = 071([0,n. - 1]) qui est fini (puisque o est
injective). Si on pose N, = 1+max{n e N:o(n) <n.}, on sait alors que Vn > N, |a,(,)| < €.

Soit € > 0. Soit N, > 0 comme précédemment. On sait qu'’il existe un N e N tel que o(N) e Aet o(N+1) e B
(on a déja vu que les o(n) ne pouvait pas tous rester dans A ni dans B).

Soit S, Z ag(k)- 1l suffit maintenant de montrer que Vn > N,[S,, —al<e.

Comme J(N) € A,o(N +1) € B, on sait que Sy_1 < o et Sy > a (par définition de o). On sait donc que

ISy — o] <[Sn = Sn-1 = [ue(ny| € €. Autrement dit, Sy € [a—€, a0 +€].
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Soit n > N. Supposons que |S,,—a| > . Par exemple, supposons que S,, > a+¢e. On a alors Sy, 1 = Sy~ g (n) >
a. Mais alors, par définition de o, on sait que a,(,) <0, et alors S,, < S,,_1. En réitérant le raisonnement, on
obtient :

a+e<S,<8,.1<Sp_a<-< Sy

En particulier, |Sy — a| > € + a ce qui est absurde (on l’a déja montré).

Donc, finalement, Vn > N,|S, —a|<e
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2.14 Convergence de P’algorithme LR
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2.15 Intégrale de Dirichlet

Références : [Francinou et al., f] p-214
1l s’agit de montrer que / —dt=—

t
Soit F': xl—>f _ltsm dt

Montrons que F est deﬁnle sur R,

Soit f: (z,t) e Ry x R* ,_,e—mtsitit.

Pour tout > 0, t — f(x,t) est intégrable sur R, car elle se prolonge par continuité en 0, et f(z,t) = Otoo (%)

Donc F est définie sur R}. Montrons que F' est définie en 0.

sint
t

+o00 S t
/ —1? dt est définie et finie.
1

t —cost1¥ X cost
Pour X3 1, on s ¥ [ Zeost] ¥ et
t 1 1 t2

D’ou, en faisant tendre X vers +oo :

La fonction t est intégrable en 0 (par continuité), mais pas en +oo. Il suffit donc de vérifier que

puisque C‘t’st =050 (t%)
Montrons que F est C' sur R}
Pour cela, on va montrer que F est C' sur Ja,+oo[ pour tout a > 0.
Soit donc a > 0.
La fonction f est C' sur (R*)>.
On a V(z,t) € (RY)?, 9 (x,t) = —e""tsint
%(x,t)| < e % qui est intégrable sur R,

Par le théoréme du caractére C! sous le signe intégral, on a bien, que F est C! sur ]a, +[.
Comme cela est vrai pour tout a >0, on a bien que F est C' sur RY.

On sait méme que :

+ 00 + 00 . 1 1
VJE>O,F,(SC) = f eixtSintdtZ—Im(‘/‘ 67(171)tdt) :Im( - ) :—14_72
0 0 11— xT

On sait donc qu’il existe C € R telle que Va >0, F(z) = C — arctan z
+o00 1
Comme |F(z)| < / e ™dt =~ — 0, on sait que C =

€T T—>+o0

D'ott Vo >0, F(x) = § —arctanz
Montrons que F' est continue en 0

+ 00 t

Oun aura alors démontré que f &dt F(0) =
0
1 t t

Oun écrit : Vo >0, F(x) = Fi(z) + Fo(z) ou Fy(x) = e sin ——dt et Fa(x) = / e sin —dt

F) est C! sur R,, car on a la domination af z,t)| <1 qui est intégrable sur [0,1].
ox g
+o00o e—(l’_i)t
dt est

Il reste & démontrer que F5 est continue en 0. Pour cela, on va montrer que G: z € R — f
1

continue en 0, puisque F5 est la partie imaginaire de G.
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Pour X >1, on a:

X —(z—i)t —(z-i)t 1% X —(z—i)t
f € dt = 6_ + - 1 / € dt
1 t (i-z)t], i-xzh t2

. (w=1) .
Comme < t%, on sait que t = “—5— est intégrable sur [1,+co[. On a donc :

e—(z—i)t
2

i—T) t+oo ,—(z—i)t
VxZO,G(x):e _+,1 € dt
-1 1-xJ1 12

. +oo gm(@=)t . (i)t .
Et la fonction x — 3 dt est continue sur Ry, car (z,t) = “—5— est continue sur R, x [1,+oo[ et
e—(m—li)t ‘
12

on a la domination

< t% On en déduit que G est continue sur R,, donc Fy aussi, et F' aussi.
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2.16 Théoréme d’inversion de Fourier

Définition :

Soit f € L'(R), on définit sa transformée de Fourier fizeRm f f(t)e*tdt
R

Lemme :

Pour toutes fonctions f,g e L'(R) telles que f*geL'(R),ona: f+g=fg

Définition :

Pour ¢ > 0, on définit la fonction gaussienne g, :t € R — =

Lemme :

Pour toute fonction f e L!(R), f * g, converge vers f dans L' quand o tend vers 0.

Lemme :
Soit (f,)n une suite de fonctions L!(R), et f e L*(R). Si f,, converge vers f dans L!(R), alors il existe une

sous-suite (f,(,))n qui converge vers f presque partout.

Théoréme :

Soit f € LY(R) telle que f e L'(R).

On a:ppreR, f(-z)=2nf(x)

preuve :

On va d’abord prouver le théoréme dans le cas ot f =g, pour un ¢ >0 quelconque

‘L20'2

Montrons que Yz e R, go(z) =e 2
—~ _ 1 R
Jo(x) = —= [Re 207 dt

o

. 2 .
Jo'(x) = —5= / t.e 20277 gt (cf théoreme de dérivation sous l'intégrale)
R

t t2 .
: 1 - -+ +i.z.t _
Par all-leurs, Py [R (—; + z.x) € 202 dt=0
D'ou 405" (x) +i.x.g5(x) =0
Donc §;' +0%.2.5; =0
On sait donc que Vx e R, 75 (x) = 35 (0).e” 2 =¢e 2
On a donc : g, = @91/0
Dot & = V2mz— _ Vor V2r
ol Jp = Y5 J1)0 = Y20V 2Tgs
On a donc bien : g:f, =27gs
On va maintenant prouver le cas général du théoréme

Soit f e LY(R) telle que feL'(R).
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D’aprés les lemmes, il existe une suite (o), € (Rj)N qui converge vers 0, telle que (f * go,, )n converge vers
f dans L'(R).

Soit = € R.
Montrons que f‘;’:%n(—x) =27 f(x)

Foom(-a) = [ Frgm@etar= [ fiygm e =ta= [ [ e g t)du d

Par le théoréme de Fubini-Lebesgue, on a donc :
T 90, (=0) = o fo S e D g5 (Dt du = [ f(u)dz (u=a)du

Comme §, = 27g,, on a :
T gm (o) =2 [ f()ga, (u=2) =27 [ J(u)go, (@ =) = 27] % go, (2) > 27f ()
Montrons que f * g, (-z) — ?(—x)

En reprenant le début du calcul précédent, et en utilisant le fait que Vx e R, g,(z)=¢ "2 ,on a:
2”2

f*gon(—l‘)=fRf(t)L%\n(t)e_”'tdt:frf(t)e_i'x'te_ 2 dt

En utilisant le théoréme de convergence dominée (ce qui est possible car f e L'(R)), on a :

F* g0, (-2) > f(-2)
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2.17 Comportement au bord du disque de convergence

Références : [Gourdon, | p.246
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2.18 Formule Sommatoire de Poisson

Références : [Gourdon, | p.272
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2.19 Calcul de sommes de séries

Références : [Francinou et al., e] p.288
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3 Développements Informatique

3.1 Hauteur moyenne d’un abre binaire de recherche (ABR)

Références : [Cormen et al., [ p.279

Remarque : la preuve du Cormen est incompléte et en partie fausse.

Définition :

Pour 0 € &,,, on définit A9 I’ABR initialement vide, obtenu aprés insertions de o (1), puis o(2), -, puis o(n).

1 - 4
2 » 2
exemple : n=5eto :{ 3 —» 1
4 » 3
5 ~» b

N\
N\

Lemme :

Si o une variable aléatoire de loi U (&,,), alors o (1) suit la loi U ([1,n])

preuve :
Soit 1 <k < n.
On a: P(o(1) = k) = TGk _ (=Dl _ 1

n! n

L’avant derniére égalité vient du fait que, le nombre de permutations de [1,n], qui envoie 1 sur k, est
exactement le nombre de bijections de [2,n] dans [1,n]\{k} (ie le nombre de permutations d’un ensemble &

n -1 éléments). m

Théoréme :

Soit o une variable aléatoire de loi U (&,,). On a :

E[h(A7)] < 3logy(n + 3)

preuve :
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Soit Y, = 2(4%)
Montrons que E[Y,] <
On sait que Yy = (
k+3
(")
On sait que A¢ est de la forme :

a(1)

(”+3) (par récurrence sur n)
+
3

) Il suffit donc de montrer ’hérédité. On suppose donc que Vk € [0,n—1],E[Y;] <

o,+
A

Soit K le nombre de nceuds de A7~ Ona K =|{1<i<n:o(i)<o(1)}=0(1)-1.

Donc, d’aprés le Lemme, K suit la loi U ([0,n - 1])

Pour 0 < k < n -1, introduisons 74 une variable aléatoire de loi U(Sy) telle que, conditionnellement &
{K =k}, A7™ = AP

Soit 0 < k < m—1 fixé. Soient a; < as < -+ < ay, tels que {o(a1),,0(ar)} = [1,k] (les a; sont donc des
variables aléatoires). On définit Vi € [1,n], 7% (i) = o(a;)

Par définition de 74, on a que A7~ = A* conditionnellement a {K = k}.

Soit v € &, Montrons que P (7, =v) = 5

Pour cela, il suffit de calculer le nombre de o € G,, telles que 7, = v ie Vi€ [1,k],0(a;) = v(i). Ce sont les

o de la forme :

a/l e a2 e e e ak)
g L A
v(1) o w(2) e e w(k)

Iy en a donc : (})(n - k)!. En effet, il faut choisir les positions des a; (1 < < k) (d’ott le (})), puis les
images des a; par ¢ sont imposées ainsi que leur ordre, mais on peut permuter les n — k autres éléments (d’ou
le (n-k)!).

On a donc : P(7, =v) = )(n k)t =&

Finalement, on a bien : A~ = Aj* conditionnellement & {K =k}, et 7, suit la loi U (&y).

De méme, on a : A7* = A’ *! conditionnellement a {K =k}, et v,,_,_1 suit la loi U(S,_p-1).
Revenons au calcul de E[Y;,].

On sait (par définition de la hauteur) que : conditionnellement & {K =k}, Y, = 2max(Yy, Y, _x-1)-

D’ou :
n—1
E[Y,)= Y. P(K = k) E[Y|K = k]

k=0

2n 1

=Y E[max(Yi, Yooro1)]

"ko

92 n= 1

<= Y E[Yi+Yog-] (Va,b>0,max(a,b) <a+b)
L))
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4 n—1 n—1 n-1

< — E[Yk] (Z Vok1=), Yk)
nf k=0 k=0
4% +

< — ( 5 ) (hypothése de récurrence)
nj
4% k

<= ( - ) ( - 3) (formule du triangle de Pascal)
n i\ 4

<é n+3) 4(n+3)(n+2)(n+1)n _ (n+3)

“n\ 4 n 4.3.2.1 3

On a donc bien montré que : Vn e NJE[Y,,] < (mg)

3
Montrons maintenant que E[h(A%)] < 3log,(n + 3)

Ona:E[Y,]<("?) < (n+3)3

Par le lemme de Jensen, on a :

BN < E[2MAD] =E[Y,] < (n +3)°
E[h(A7)] < 3logy(n + 3)

Conséquence : Le tri par insertion sur les ABR a une complexité moyenne O(n.logn) (on a méme la majoration

explicite 3nlog,(n +3)). Ceci est la borne optimale de complexité pour les tris par comparaisons (méme pour les

complexités en moyenne).

39



3.2 Classe universelle de fonctions de hachage

Références : [Cormen et al., | p.248
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3.3 Transformée de Fourier rapide

Références : [Cormen et al., | p.830
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3.4 Circuit additionneur a n bits

Références : [Albert et al., | p.368-374
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3.5

Tri bitonique
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3.6 Algorithme CYK
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3.7 Algorithme Floyd-Warshall

Références : [Cormen et al., | p.639
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3.8 Automate de recherche de motifs

Références : [Cormen et al., [ p.915
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3.9 Codage de Huffman

Références : [Cormen et al., | p.399
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3.10 Algorithme de MacNaughton & Yamada

Références : [Albert et al., [ p.285
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3.11 La fonction d’Ackermann n’est pas récursive primitive

Références : [Corges, | p.126-131

Définition :

pour n,m € N, on définit :

a(0,n)=n+1
a(m+1,0) =a(l,m)

a(m+1,n+1)=a(m,a(m+1,n))

Lemme :

On a les propriétés suivantes :

1) Vn,a(2,n) > 2n

2) Vm,n,a(m,n) >m+n

3) Vm,n,a(m,n+1) >a(m,n)
Vm,n,a(m+1,n)>a(m,n+1)

)
)
)
5) VYm,n,a(m+1,n) > a(m,n)
6) Ymy, ma, Im, Yn,a(my,a(ms,n)) < a(m,n)
)

r
Vre N*a Vmy, s, my, IM, Vn Z a(mi7n) < a(m,n)

i=1

k
(8) Vf:N¥ — N récursive primitive, Im, ¥ (n1, -, nz), f(n1, - ng) <a (m, > nl)
i=1

preuve :
(1) :
Montrons que Vn,a(1l,n) =n+2 (par récurrence sur n)
a(1,0) =a(0,1) =2
Sia(l,n)=n+2, alors a(l,n+1) =a(0,a(1l,n))=1+a(l,n)=n+3
Montrons que Vn,a(2,n) = 2n+3 (par récurrence sur n)
a(2,0) =a(1,1) =3
Sia(2,n)=2n+3alors a(2,n+1)=a(l,a(2,n)) =2+a(2,n) =2n+5
(2) :
Montrons le résultat par récurrence sur m.
Vn,a(0,n) =n+1>n
Soit m €N fixé. Supposons que VYn,a(m,n) >m+n+1 et montrons que Vn,a(m+1,n)>m+n+2
On fait une récurrence sur n.
a(m+1,0)=a(m,1) >m+2
Soit n fixé, supposons que a(m + 1,n) > m +n + 2, montrons que a(m+1,n+1)>m+n+3

a(m+1,n+1)=a(m,a(m+1,n))>m+1+a(m+1,n) (cf premiére hypothése de récurrence)

alm+1ln+1l)>m+1l+m+n+2=2m+n+32m+n+3 (cf seconde hypothése de récurrence)
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3) :
Soient n,m € N fixés. Montrons que a(m,n) < a(m,n +1)
cas 1:Sim =0, alors a(0,n+1)=n+2>n+1=a(0,n)
cas 2 : Sim >0, alors a(m,n+1) =a(m-1,a(m,n)) >m-1+a(m,n) (cf (2))
donc a(m,n+1) > a(m,n)
4) :
Soient n,m € N fixés. Montrons que a(m +1,n) > a(m,n +1)
cas 1:Sin=0,alors a(m+1,0) =a(m,1)
cas 2 : Sin>0,alors a(m+1,n) =a(m,a(m+1,n-1)) >a(m,m+n+1) (cf (3))
donc a(m+1,n) > a(m,n+1)
(5) :
Vm,n,a(m+1,n) >a(m,n+1)>a(m,n) (cf (3) et (4))
(6) :
Soit mg = max(my,ms).
On a : Vn,a(my,a(ma,n)) < a(mg,a(mg,n)) < a(mog,a(mo+1,n)) =a(mo+1,n+1) <a(mo +2,n)
(7) : Montrons le résultat par récurrence sur r
r=1: iln’y a rien & montrer
r=2: soit mo = max(mi, ma).
On a donc Yn,a(my,n) + a(ma,n) < 2a(mo,n) < a(2,a(mo,n)) (cf (1))
Soit m tel que Vn,a(2,a(mo,n)) < a(m,n) (cf (6))
On a donc VYn,a(my,n) +a(mse,n) <a(m,n)
hérédité :
Soient my, -+, m,4+1 des entiers (r > 2).
Soit m/' tel que Vn, ZT: a(ms,n) <a(m’,n) (cf hypothése de récurrence)
Soit m tel que Vn,azE;nﬂn) +a(mys1,n) <a(m,n) (cf cas r =2)
On a donc : Vn,ril a(m;,n) <a(m,n)
(8) : -
Montrons le résultat par récurrence sur f.

Zero : f:(ng,,ng) eNF 0
k
alors V(nla"'7nk7)7f(n17'“ank) =0< a’(07 Z nz)

i=1
nj)

Composition : f: (ny,,ny) e NF > h(gi(na, - nk), -, gp(ni, -, ng))

Projection : f: (ny,-,ny) e N¥ > n;

I

alors v(nla"'7nk)7f(n17'”ank) =n; < a(07
J
Successeur : f:neN—n+1

alors Vn, f(n) =n+1=a(0,n)

D
Soit m' tel que Y(ni,---,np), h(ni,--,ny) <alm’, Zlnj
;=
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k
pour 1< j <k, soit m; tel que V(n1,-,ng),g;(n1, -, ng) < a(mj, > n,-)

i=1
Soit m" tel que Vn, Z a(mj,n) <a(m”,n)
Soit m tel que Vn a(m a(m’’,;n)) <a(m,n).
k

Donc v(nlv'"7nk)7f(nla"'7”]6) <alm, Z n;

=1
Récurrence :
f(nla'"7nk70) - g(nlv'"ynk)
f(nl,"',nk;,ﬂf"'l) - h(nl,---,nk,x,f(nh-~~,nk,l‘))

k
Soit m' tel que Y(ny,---,ng),g(ny, -, ng) < a(m’, Zlnl)
1=

Soit m" tel que V(nq, -, nk),Vz,y, h(ny, -, ng,z,y) < a(m STy + Y nl)
Soit mg tel que Vn,a(m” a(2,n)) < a(mg,n). -
Soit m = max(m', mg + 1).

Soit (nq, -, ng, ) fixé.

Montrons que Vz, f(n1, -, ng,x) <a (m Z nl) (par récurrence sur x)

)
)

k

Alors f(nla"'ankax + 1) = h(nlv’"vnkvxaf(nla”'ankax)) <a m”,x + Z n; + f(nla"'ankax)
=1
i=

\|M>r-

F(n1s s 0) = g <a(m 5 n) <a

m»

~.

Soit x un entier, supposons que f(ni, -, ng, ) <a ( m,

f(nq,- -nk,x+1)<a(m T+ an+a(mz % ))<a(m” Qa(m x+§nz))
1

=1 =1

flny, - ng,xz+1) ga(m",a(Q,a(m T+ inl))) <a(m 1 a(m T+ Z m))
i=1

flny, - ng,xz+1) sa(m,x+ 1+ nz)

i=1

<.

Théoréme :

La fonction d’Ackermann n’est pas récursive primitive.

preuve :

Supposons que la fonction a est récursive primitive. Alors, la fonction f:n € N~ a(n,n) est aussi récursive
primitive. Soit donc m € N tel que Vn, f(n) < a(m,n) (cf (8)).

Onaalors: a(m+1,m+1)=f(m+1)<a(mm+1)<a(m+1,m+1)

Ce qui est absurde, d’ou le résultat.
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3.12 Toute fonction Turing—calculable est récursive

Références : [Carton, [ p.185
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3.13 Théoréme de Savitch

Références : [Carton, [ p.219
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3.14 Deécidabilité de I’arithmétique de Presburger

Références : [Dowek, [ p.174-177
On consideére le langage £ constitué des constantes 0 et 1, des symboles de fonction binaire + et —, d’un

symbole de prédicat binaire < et, pour chaque n € N, d’un symbole de prédicat unaire Mult,,.

Définition :

On appelle le modéle Z, I’ensemble Z qui interpréte naturellement 0,1, +,—,<, et qui interpréte Mult, (x)

comme "z est un multiple de n".

Proposition :
Pour toute proposition A sans quantificateur dans L, il existe une proposition B sans quantificateur, telle que

la proposition (3x.A) < B est valide dans le modéle Z.

preuve :
Soit. A une proposition sans quantificateur de L.

On va d’abord construire une proposition A’ sans quantificateur telle que :

(i)3z.A < 2’ A" est valide dans le modeéle Z
(i7) A" ne contient pas de négation, et les propositions atomiques sont de la forme z' < t,t < a’,

u < t, Mult, (x' +1t), Mult,(t) ou t,u sont des termes ne contenant ni = ni =’

On va construire A" & partir de A via des transformations successives. On illustrera les différentes trans-
formation sur 'exemple A= (1<3.2)A-(T—z<x-1)

Soit Aj obtenue & partir de A en supprimant les négations, via les transformations suivantes :
¢ - T~1 , ~l~T

o «(CAD)~ (=C)v(=D) , ~(CvD)~(-C)r(-D) , --C~C

o ~(t<u)~u+1<t

o ~(Mult,(t)) ~ Mult,(t+1)Vv-v Mult,(t+n-1)

Sur I'exemple Ag=(1<3.2)A(x<7—x)

Soit A; obtenue & partir Ag en mettant, pour chaque inéquation, les x du méme coté de 'inéquation (de
telle sorte que le coefficient devant le x soit positif), et le reste de 'autre coté.

Sur 'exemple A; = (1<3.2) A (2.2 <7)

Soit Ay obtenu a partir de A; en remplaCcant chaque inéquation u < ¢t par k.u < k.t ou k € N* (chaque
inéquation a un k différent a priori) et chaque Mult, (t) par Multy ,(k.t) ou k € N* (encore une fois, a priori,

les k ne sont pas les mémes) de maniére a obtenir le méme coefficient s pour = dans toutes les propositions

atomiques.
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Sur l'exemple Az = (2<6.2) A (6.2 <21)

Soit A" obtenue & partir de Ay en remplaCcant tous les s.z par x’ et en ajoutant la proposition atomique
Mults(z").

Sur Pexemple A’ = (2 <2’) A (2’ <21) A Multg(z')

11 est clair que 3z.A < Jx’. A" est valide dans le modéle Z.

On va construire une proposition B sans quantificateur telle que (32'.A’) < B est valide dans le

modéle Z

Soit r un multiple commun de tous les entiers n tels que la proposition atomique Mult, (2’ +t) apparaisse
dans A’.

Soit E I’ensemble des termes ¢ tels que la proposition atomique z’ < t apparaisse dans A’. Soit A” la
proposition obtenue & partir de A" en remplaCcant les propositions atomiques de la forme 2’ < ¢ par 1 et ¢ < 2’
par T.

Soit B la disjonction des propositions de la forme :
o (ifz') A" onie[0,r-1] (1)
o ((t=j)/a") A o te E,je[0,r 1] 2)

Soit y1,--y, les variables de A’ distinctes de z’. On écrira A'[p,q1,,qn] = (/2 q1/y1, " qn/yn)A’,
A"[pyqr, - an] = (p/2", a1 /y1s - anfyn) A" et Blar, = qn] = (q1/y1,- qn/yn) B

" "grandes", et A” est périodique en

Rq : par construction, A" et A” sont équivalentes pour des valeurs de x
la valeur de z’ de période r. En effet, quand x’ devient arbitrairement grand, les propositions 2’ < ¢ deviennent
fausses, les ¢ < ' deviennent vraies, et les Mult, (z' +t) deviennent périodiques de période r.

1l nous reste donc a montrer que, pour tout gy, -, g, € Z, il existe p € Z tel que A'[p, q1,**, g»] soit valide si
et seulement si B[q1, -, ¢, ] soit valide.

Soient q1,--, g, € Z fixés.

Supposons qu’il existe p € Z tel que A'[p,q1,,q,] soit valide
cas 1:VYveZ A'[p+v.r,q, -, qn] est valide.

On peut alors prendre p’ € Z suffisament grand tel que A’'[p’, q1, -+, g, ] soit valide et tel que A'[p’, g1, qn]
est équivalente & A" [p’, q1,+,qn]. Donc A"[p’, q1,-+, qn] est valide, mais comme A" est périodique en la valeur
de 2/, on sait qu’il existe un p” € [0,r — 1] tel que A[p”,q1,-+, qn] est valide. Donc B[q1,-*, g, ] est valide (car
une proposition de la forme (1) est valide).
cas 2 : Ip’ € Z tel que A'[p',q1,, qn] est valide mais A'[p’ +r,q1,-,¢n] n’est pas valide.

Or, les seules propositions atomiques de A’ qui peuvent changer de valeurs de vrai a faux entre z’ = p’ et
2’ =p" +r sont celles de la forme z’ < ¢ (on rappelle qu’il n’y a pas de négation dans A’, donc si A’ passe de
vrai & faux, c’est nécessairement, qu’une des propositions passe de vrai a faux). On sait donc qu’il existe un
teE tel que p’ <t[q1,,qn] et t[q1, -, qn] <p'+r. Donc 3j € [0,7 - 1],p" =t[q1,,qn] — j- Donc B[q1,*, qn]
est valide (car une proposition de la forme (2) est valide).

Réciproquement, supposons que B[q1, -, ¢,] est valide

cas 1 : Il existe i € [0, — 1] tel que A”[i,q1, -, ¢n] est valide.
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Comme A" est périodique en z' de période r, on peut trouver un p arbitrairement grand tel que
A"[i,q1,,qn] est équivalente & A”[p,q1, -, ¢n], qui est elle-méme équivalente & A’'[p,q1, -, ¢r]. On a donc
bien trouvé un p € Z tel que A'[p,q1, -, ¢n] est valide.
cas 2 : Il existe j € [0,7 — 1] tel que A'[¢[q1,*,qn] — J,q1, ", qn] est valide.

11 existe donc bien un p = t{q1, -, qn] — j € Z tel que A’'[p,q1,*, qn] est valide.

Proposition :
Pour toute proposition A de L, il existe une proposition B sans quantificateurs telle que A < B est valide

dans le modéle Z.

preuve :
On remplace les propositions de la forme Vx.C par —3z.-C, puis on élimine les quantificateurs en procédant

par récurrence, en utilisant la proposition précédente. [ |

Théoréme :

L’ensemble des propositions de £ valide dans le modéle Z est décidable.

preuve :
La proposition précédente permet de se ramener au cas des propositions closes et sans quantificateur, qui

est un cas décidable.

Théoréme (Presburger) :

L’ensemble des propositions formées dans le langage 0, S, +, = et valide dans le modéle N est décidable.

preuve :

On va construire une fonction qui associe & chaque proposition A du langage 0,5, +,= une proposition
|A| du langage 0,1,+,—,< telle que A est valide dans le modéle N si et seulement si |A| est valide dans le
modele Z. Cette fonction permet de ramener la question de la décidabilité des propositions de I’arithmétique
de Presburger & la question de décidabilité des propositions de 0,1, +,—, < dans le modéle Z, dont on a prouvé

qu’elles étaient décidables.
e [0/=0, |z|=x, |SE)|=t+1, |t+u|=t|+|u
o [t=ul=(lt] < |ul) A (Jul <[t])
o [T|=7, [t|=1, [-A]=-[A], [ArB[=|A[Ar|B], |[Av B|=|A|v|B|

o Vr. Al=Vz(0<z=|A]), |Fz.A] = F=(0< z A |A])
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3.15 Indécidabilité de la terminaison des sytémes de réécriture

Références : [Baader et Nipkow, [ p.94
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3.16 Le probléme de la couverture de sommets est NP-complet

Références : [Carton, [ p.210-212

Définition :

Soit G = (S, A) un graphe non orienté.
On dit que C € S est une couverture de G si V{u,v} € A,ueC ouveC.

Si on note k le cardinal de C, on dit que C est une k—couverture de G.

L . Données : G graphe (non orienté), k entier
On considére la probléme Couv :

Question : Existe-t-il une k-couverture ?
Il est clair que Couwv est N P. Montrons que ce probléme est N P—difficile.

Données : ¢ = A I3 vi5vI5oules I sont des littéraux.
On va réduire le probléme 3 - SAT : i=1
Question : ¢ est satisfaisable ?
Soit donc ¢ = /T\ Ii v vIi une instance de 3— SAT. Soit X I’ensemble des variables de ¢. Soit X = {z:z € X}.
i=1
Soit n = |X].
Soit S=XuXu{li:1<i<r1<j<3}
Soit A=A; UAyu Az avec Ay = {{z,7}:xeX}et Ay = iyl{{z;il,z;2} 1< 1,02 €31 % jo}
et Ag={{,l’}:1e XUX,1<i<r,1<j<3,letl; correspondent au méme litéral }
Soit G = (S, A) et k = 2r + n, une instance de Couv

Montrons que ¢ est satisfaisable ssi G posséde une 2r + n—couverture.

Rq : toute couverture de G est de taille au moins 27 + n. En effet, la couverture doit contenir au moins =z ou =
pour chaque x € X pour recouvrir Ay, et la couverture doit contenir au moins deux sommets de {I%,15,14} pour
chaque i, pour recouvrir le "triangle".

Supposons que ¢ a un modéle v: X - {0,1}

Pour chaque 1 <i <7, soit 1 < j; <3 tel que v(l} ) =1

Soit €= {le X UX : () = 1}uz_91{z;‘. Lg% i}

On a |C| = n + 2r. 1l suffit donc de montrer que C est une couverture de G.

Soit a € A. On considére trois cas.

cas1:a={x,T} € Ay. Alors x € C ou T € C puisque v(z) =1 ou v(T) =1

cas 2 : a € Ay. Comme dans chaque "triangle" de A, il y a exactement, deux sommets dans C, on sait que les
arétes du triangles sont forcément toutes couvertes par C.

cas 3:a-= {l,l;} € As. Il y a deux possibilités : soit v(1) = 1, alors [ € C, soit v(l) = 0, mais alors j # j; et donc
I’ eC.

C est bien une 2r + n—couverture de G.

Supposons que C soit une 2r + n—-couverture de G

Ona:2r+n=|Cl=Cn(XuX)|+|Cn U{l,B5, L}
=1

— T . . .
Comme C recouvre Ay, on a [Cn (X U X)|>n, et comme C recouvre Ag, on a |Cn U{l},15, 14} > 2r
i=1
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En combinant ces inégalités avec I’égalité au-dessus, on obtient [Cn (X uX)|=n et |Cn [J {115,153 = 2.

On peut alors définir v: X — {0,1} tel que v(I) =1 ssileC (pour l € X uX) o

Montrons que v est un modéle de .

Soit 1 <4 <7 fixé. Avec le méme type de raisonnement que précédemment on montre que |C n {I%,15,15}] = 2.
Soit 1 < j < 3 tel que l; ¢C, et soit [ € X uX tel que [ et l;- correspondent au méme litéral. Comme C recouvre
{l,lj»}, et que l;- ¢ C, on sait que [ €C, ie v(l) = 1.

On vient donc de montrer que V1 <i<r, 31 <5 <3, u(l?) =1, c’est-a-dire v est bien un modéle de .
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3.17 Complétude de la résolution
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3.18 Elimination des coupures en calcul des séquents

Références : [Dowek, [ p.156
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3.19 Correction d’un algorithme d’unification

Références : [Baader et Nipkow, [ p.73

82



3.20 Lemme de Newmann

Références : [Baader et Nipkow, | p.29
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3.21 Correction de Dijkstra

Algorithme 1 : I'algorihme de Dijkstra
Entrées : G = (S, A) graphe orienté,w: A - R, 50 € S

pour s € S faire
| 0(s) < o0

fin
(5(80) <0
F<S

tant que F # ¢ faire
s« argmind(s’)
s'eF
F < F\{s}
pour s’ €S tel que (s,s") € A faire
| 0(s") < min(5(s"),8(s) +w(s, s"))
fin

(*)

fin

retourner §

On va montrer la correction de I’algorithme en prouvant deux invariants au niveau de (*) dans I’algorithme :
I1:Vue S 0(u) < oo = §(u) est la longueur d’un chemin de sp & u
. { (i):  VYueS\F,6(u)=d(so,u)

(ii) : VYueF, ¢l existe sg - -+ > v - u un plus court chemin tel que v € S\F', alors 6(u) = d(so,u)
La correction partielle de I’algorithme vient de la condition de sortie de boucle et de la propriété 12, (i). De

plus, la terminaison de l’algortithme étant évidente (|F'| décrémente a chaque itération), on obtient la correction
totale.

Dans la preuve des invariants, si x est une variable, on notera x la valeur de = & l'itération précédente, et T
sa valeur a l'itération actuelle.

Preuve de l’invariant /1

Au premier tour de boucle, si §(u) < oo, alors u = sp ou (sg,u) € A. Dans le premier cas, on a d(u) =0 = d(sg, u),
et dans le second §(u) = w(sg,u) (ce qui est bien la longueur d’un chemin de sg & u).

Supposons que Yu € S, 6(u) < oo = §(u) est la longueur d’un chemin de s¢ & u

Montrons que cela reste vrai a l’itération actuelle.

Soit u € S tel que &(u) < oco.

cas 1: 6(u) = d(u). Il n’y a rien & montrer.

cas 2 : 6(u) = 6(3) +w(3,u) et (5,u) € A. Par hypothése §(3) est la longueur d’un chemin de sy & 3 et donc
(8) + w(5,u) est la longueur d’un chemin de sg & w.

Preuve de l’invariant /2

Montrons le résultat au premier tour de boucle.
(1) : S\F'={s0}, et 6(s0) =0=d(s0,50)

(41) : Soit u e F = S\{so} tel qu’il existe un plus court chemin de so & u dont le prédecesseur de u est so. Dans
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ce cas, on peut se ramener a un pus court chemin de de la forme sgp - u (quitte & court-circuiter le chemin). Par
définition de Palgorithme, on a §(u) < §(so) + w(sg,u) = w(sg,u) = d(sg,u). Par ailleurs, comme §(u) > d(sg,u),
on a bien §(u) = d(so, u).

Supposons que @ et @ sont vraies (ie les propriétés portent sur les variables soulignées), et montrons que
@ et @ sont vraies.
(@) :

Soit u € S\F.

cas 1 : ue S\F. Alors §(u) < §(u) (par définition de ’algorithme)

et d(u) = d(so,u) par (7).

Par ailleurs, on sait que d(so,u) < 6(u) (cf I1)

Dot d(sg,u) < 6(u) < 8(u) = d(so,u)

Donc §(u) = d(so,u)

cas 2 : u =35. Démontrons que §(u) = d(sg,u) par 'absurde. Supposons donc que §(u) > d(so,u).

Soit sg = vg = v1 = ~vg = u un plus court chemin de sg & u=73. sp = vg € S\F et u = v € F. Soit donc j tel
que v; € S\F et vj,1 € F.

On sait alors que d(so,ij) < d(sp,u) et que sg = vg = v = U1 est un plus court chemin de sp & vjy1.
Donc par (ii), on a que §(vj+1) = d(S0,vj+1)-

Dot §(vj+1) = d(s0,vj41) < d(80,1) < 6(u)

Donc 6(v;+1) < 8(3).

Mais vj41 € F. L’inégalité stricte précédente est donc en contradiction avec la définition de la variable s de
I’algorithme.
(i7) :

Soit u € F tel qu’il existe un plus court chemin de sg & u de la forme sq — -+ = v — u avec v € S\F.

cas 1 :veS\F

Alors d(sg,u) < 0(u) < 8(u) = d(sg,u) (cf (i1))

Donc §(u) = d(so,u)

cas 2:v=35s

Alors 6(u) < 6(3) +w(3,u) = d(so,5) + w(z,u) (cf (7))

Dott d(sp,u) < 6(u) < d(sp,v) +w(v,u) = d(so,u)

Donc §(u) = d(so,u)

85



3.22 Algorithme d’approximation pour le probléme de la couverture d’ensembles

Références : [Cormen et al., [ p.1029

Considérons le probléme de la couverture d’ensembles :

Entrées : un ensemble X, une famille F de parties de X

Sortie : une partie minimale C ¢ F telle que X = U S
SeC

Le probléme de décision associé est N P-complet. En effet on peut réduire le probléme de couverture de
sommets : Si G = (S, A) est un graphe (non-orienté), on pose X = Aet F = {{a: s est une extrémité de a}:s¢€ S}.

Bien que ce probléme est N P—complet, il existe un algorithme d’approximation.

Algorithme 2 : algorithme d’approximation du probléme de couverture d’ensembles

Entrées : X un ensemble, F un ensemble de parties de X
U<«X
C«<o

tant que U # & faire
choisir S € F qui maximise |SnU|

U< U\S
C<Cu{S}
fin

retourner C

Lemme :

Soit H(n)= Y +.
k=1"

Ona:H(n)<lnn+1

Théoréme :

L’algorithme précédent est un algorithme d’approximation a temps polynomial, avec garantie de performance

en (In|X|+1).

preuve :
1l est clair que ’algorithme s’éxécute en temps polynomial.

Notons k le nombre d’itérations de ’algorithme. Soit C la couverture renvoyée par l'algorithme et C* une
couverture optimale.

Notons Sy, S1, -, Sk-1 les éléments de F choisies successivement par l’algorithme.

La couverture de que renvoit 1’algorithme est donc de taille k, chaque S; € C a un poids de 1. L’idée de
la preuve est de répartir uniformément le poids de chaque S; sur I’ensemble des éléments recouverts pour la
premiére fois par S;.

Pour z € X, on note 0 <4 < k minimale tel que x € S;, et on pose :

1
- |Sl(50 Uy Si_1)|

Cx
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D’aprés les notations, on a :

k-1 k-1
sy X =) l=k=(C
e X i=0 2eS;\(SouU--US;_1) =0

Donc: [C|= ¥ ¢
. reX . X
Par ailleurs, comme chaque x € X appartient & au moins un élément de C*, on a :

Y2
SeC* xeS zeX

D’ou :

Cl< > Y e (*)

SeC* xeS
Montrons maintenant

VSeF, > e, < H(|S|) (**)
zeS

Une fois que 'on aura démontré (*+), alors, en utilisant (*) et le lemme, on aura :
ICl< > H(|S]) <|C*|.H (max{|S|: S e F}) < |C*|.H(|X]) <|C*[.(In]|X|+1)
SeC*
Il ne reste qu’a montrer l'inégalité ().
Soit S € F. Pour 0 < i < k, notons u; = |S\(SpuU---uU S;)| le nombre d’éléments qui ne sont pas couverts a
lissue de la i°™° étape de lalgorithme. On note, de plus, u_1 = |S].
Soit [ l'indice minimal tel que u; = 0. On sait que w;—1 > u; et qu’il y a exactement w;,_1 — u; éléments

recouverts pour la premiére fois par S; (0<i<1). D’ou :

l 1
Z Cyp = Z(Ui—l —Ui)|Si\(SO U--U Si—1)|

zeS =0

D’autre part, comme S; est un choix glouton de ’algorithme, on a :
|SZ\(SO U---u Si_1)| > |S\(So U---u Si_1)| = Ui—1

On a donc :




M=

O(H(Ui—l) - H(u;))

=H(u-1) - H(w)
H(|S])

.
Il

On a bien montré l'inégalité (**).
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