
Soit (an)n∈N un suite réelle.
(1) Supposons que

∑
an est semi-convergente, soit α ∈ R. Soient A = {n ∈ N : an ≥ 0} et B = {n ∈ N : an < 0}

(a) Montrer que A et B sont in�nis
Soit σ dé�nie par récurrence :
� σ(0) = 0

� ∀n ∈ N, σ(n+ 1) =


minA\{σ(0), . . . , σ(n)} si

n∑
k=0

aσ(k) ≤ α

minB\{σ(0), . . . , σ(n)} si
n∑
k=0

aσ(k) > α

(b) Montrer que σ ∈ S(N)

(c) Montrer que
+∞∑
n=0

aσ(n) = α (hint : montrer d'abord que aσ(n) → 0)

(2) Supposons que
∑
an est absolument convergente

(a) Montrer que ∀σ ∈ S(N),
∑
aσ(n) converge absolument

(b) Montrer que ∀σ ∈ S(N),
+∞∑
n=0

aσ(n) =
+∞∑
n=0

an

(1) Soit K un corps commutatif de caractéristique di�érente de 2, de cardinal q. Soit a ∈ K.
(a) Montrer que

∏
x∈K\{0}

x = −1 (hint : considérer la relation x R y ⇔ y = x ou y = x−1 . . .)

(b) Montrer que : a est un carré ⇒ a(q−1)/2 = 1
(c) Montrer que : a n'est pas un carré ⇒ a(q−1)/2 = −1 (hint : considérer la relation x S y ⇔ y = x ou y = ax−1 . . .)

(2) Soit p premier. On veut montrer que : ∃x, y ∈ N, p = x2 + y2 ssi p = 2 ou p ≡ 1(mod 4)
(a) Montrer le sens direct
(b) Montrer que p ≡ 1(mod 4) ⇒ ∃a ∈ Z/pZ, a2 = −1
(c) Montrer que p ≡ 1(mod 4) ⇒ ψ : (x, y) ∈ J0, b√pcK2 7→ x− a.y ∈ Z/pZ est non-injective
(d) conclure

(1) Soit In =

∫ π/2

0

(sin t)
n
dt

(a) Donner une relation entre In et In+2, en déduire I2n+1

(b) Montrer que In ∼
√

π
2n (hint : considérez la suite (nInIn−1)n . . .)

(2) Soit un = n!en

nn+1/2

(a) Montrer que (un)n converge vers un réel λ > 0

(b) En déduire que !n ∼
√
2πn

(
n
e

)n
(hint : regarder

u2
n

u2n
. . .)

(1) Pour x ∈ Q, notons (p(x), q(x)) ∈ Z× N∗ l'unique couple d'entiers tels que x = p(x)/q(x) et p(x) ∧ q(x) = 1.
Montrer que ∀a ≤ b,∀N ∈ N∗, {x ∈ Q : q(x) ≤ N, x ∈ [a, b]} est �ni.

(2) Soit f : x ∈ R 7→
{

0 si x ∈ R\Q
1

q(x) si x ∈ Q . Montrer que l'ensemble des points de continuité de f est exactement R\Q

Soit (un)n≥1 une suite de [0, 1]. Pour 0 ≤ a ≤ b ≤ 1, on pose Xn(a, b) = |{1 ≤ k ≤ n : uk ∈ [a, b]}| Montrer que LASSE :

(i) ∀0 ≤ a ≤ b ≤ 1, Xn(a,b)
n converge vers b− a

(ii) ∀f : [0, 1]→ R continue, 1
n

n∑
k=1

f(uk)→
∫ 1

0

f(t)dt

Soit f : [a, b]→ R∗+ continue

(1) Soit n ∈ N∗, montrer qu'il existe une unique subdivision (x0, . . . , xn) de [a, b] telle que ∀k,
∫ xk

xk−1

f =
1

n

∫ b

a

f

(2) Calculer la limite de 1
n

n∑
k=0

f(xk)

1


