Soit (an)nen un suite réelle.
(1) Supposons que Y a,, est semi-convergente, soit & € R. Soient A={n €N : a, >0} et B={neN : a, <0}
(a) Montrer que A et B sont infinis
Soit o définie par récurrence :
— 0(0)=0

min A\{c(0),...,0(n)} =i zn: Aok < @
k=0

— VneN,on+1)= n
min B\{c(0),...,0(n)} si > am) >«
k=0

+oo
c¢) Montrer que ) aq(n) = o (hint : montrer d’abord que aq(,y — 0)
n=0

(b) Montrer que o € G(N)
(c)
(2) Supposons que Y a,, est absolument convergente

(a) Montrer que Vo € &(N),} a,(n) converge absolument
+oo +oo

(b) Montrer que Vo € &(N), 3~ () = D an
n=0 n=0

(1) Soit K un corps commutatif de caractéristique différente de 2, de cardinal ¢. Soit a € K.

(a) Montrer que  [] = —1 (hint : considérer la relation t Ry < y=xouy=a"1...)

e K\{0}

b) Montrer que : a est un carré = a(9-1/2 = 1
¢) Montrer que : a n’est pas un carré = alt=1/2 = 1 (hint : considérer la relation x S y < y=xouy=ar"'..))
(2) Soit p premier. On veut montrer que : 3z,y € N,p = 22 + y? ssi p =2 ou p = 1(mod 4)
(a) Montrer le sens direct
(b) Montrer que p = 1(mod 4) = 3a € Z/pZ,a* = —1
(¢) Montrer que p = 1(mod 4) = ¢ : (z,y) € [0, [\/p]]* = T — a.y € Z/pZ est non-injective
(d) conclure

/2
(1) Soit I, :/ ! (sint)™ dt

(a) Donner une relation entre I, et I, 12, en déduire Iy, 4q

(b) Montrer que I,, ~ /7= (hint : considérez la suite (nZJp—1)n .. .)
(2) Soit u,, = #‘21"/2

(a) Montrer que (uy,), converge vers un réel A > 0

(b) En déduire que n ~ /27n (%)n (hint : regarder A )

U2n

(1) Pour = € Q, notons (p(x),g(x)) € Z x N* I'unique couple d’entiers tels que z = p(x)/q(z) et p(x) A ¢(x) = 1.
Montrer que Va < b,VN € N*, {z € Q : q(z) < N, z € [a,b]} est fini.
0 six € R\Q

(2)Soitf:x€R»—>{ 1

1 gigzeQ . Montrer que ’ensemble des points de continuité de f est exactement R\Q
q(z)

Soit (un)n>1 une suite de [0,1]. Pour 0 < a < b <1, on pose X,,(a,b) =[{1 <k <n : u € [a,b]}| Montrer que LASSE :
((HH)V0<a<b<1, w converge vers b — a

n 1
(i) Vf : [0,1] — R continue, L >~ f(uy) %/ ft)de
k=1 0

Soit f : [a,b] — R continue

T 1 b
(1) Soit n € N*, montrer qu’il existe une unique subdivision (zy, ..., z,) de [a, ] telle que Vk,/ f=- / f
T—1 n a

(2) Calculer la limite de %sz:o (k)



