Questions de cours possibles :

— inégalité de Cauchy-Schwarz

— H hyperplan ssi 3a # 0, H = {a}* (ou f forme linéaire ssi Ja,Vz, f(z) = (a,z))
— sur R3, donner une base orthonormée de Vect((1,1,2), (2, —1,—3))

(1) Montrer que N(A) = \/Tr(tAA) est une norme sur M,,(R) (hint : on pourra s’intéresser a (4, B) = tr(*AB) ...)
(2) Montrer que VA € M, (R), |Tr(A)| < /nN(A)

(3) Montrer que VA € M,,(R),VO € O,(R), N(AO) = N(OA) = N(A)

(4) Montrer que YA, B € M,(R), N(AB) < N(A)N(B)

2 n
Soient z1,...,%, € R, montrer que (Z xk) <n %
k=1 k=1

Soit (E, (,)) espace euclidien de dimension n, F sev de L(E), ¢ une forme linéaire sur F
(1) On suppose qu’il existe z € E tel que Vf € F\{0}, f(x) # 0.
Montrer que Jy € E,Vf € F,o(f) = (f(x),y) (hint : considérer (f|g) = (f(x),g(x)) ...)

n

(2) Soit (e1,...,e,) une base de E. Montrer que Iyi,...,yn,Vf € F,o(f) = > (f(ex), yr)
k=1

Soit E eucidien
(1) Soient z,y € E, montrer que zly < VA € R||x + Ay| > ||z||
(2) Soit p projecteur de E. Montrer que p projecteur orthogonal ssi Vz € E, ||p(x)|| < ||z||

k
Soit E euclidien, Ny, ..., Ny sev de E, p; le projecteur orthogonal sur NV; (1 <i <k). Soit g=pro...opy et N= [ N;
i=1

(1) Montrer que Vz € E,z € N & ||q(x)|]| = ||z]|
(2) En déduire que Ker (¢ — Id) = N

Soit E euclidien de dimension n. Soient vq,...,v, € E tels que Vi, ||v;|| = 1 et Vi # j,||v; —v;|| =1
Montrer que (v1,...,v,) est une famille libre

Soit E euclidien, f € L(F) tel que Va,y € E,x Ly = f(x)Lf(y)
Montrer que 3\ € R,V € E,||f(x)|| = A||z]|

Soit E euclidien, F, G des sev de E.
Exprimer (F UG)* en fonction de F* et G+

Soit E euclidien, p projecteur de E tel que Va € E, (p(x),z) >0
Montrer que p est un projecteur orthogonal

Soit n > 3
1

(1) Montrer que (P, Q) = / P(t)Q(t)dt définit un produit scalaire sur R,,[X]
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(2) Calculer (a,bl,rcl)feR3 [1 (t* — (at® + bt +¢))" dt



