
questions de cours possibles :
� développement limité de arctan en 0 à l'ordre n.
� développement limité de tan en 0 à l'ordre 4
� un des exos simples ...

(1) Montrer que ∀x > −1, ln(1 + x) ≤ x
(2) Pour n ∈ N, on pose Hn =

∑n
k=1

1
k , un = Hn − lnn et vn = un − 1

n . Montrer que les suites (un)n et (vn)n sont adjacentes.
(3) En déduire le développement asymptotique de Hn à deux termes.

Soit f : [0, b]→ R+ avec b > 0 telle que f(x) = x− axα + o
x→0

(xα) où a > 0 et α > 1.

(1) Montrer que ∃η > 0,∀x ∈ [0, η[, f(x) ≤ x
(2) Trouver β ∈ R tel que f(x)β − xβ admet une limite �nie en 0.
(3) Soit (un)n dé�nie par u0 ∈ [0, η[ et un+1 = f(un). Trouver un équivalent de un.

Soit f : [a, b]→ R de classe C2. Pour n ∈ N, on pose un = b−a
n

∑n−1
k=0 f

(
a+ k b−an

)
et vn = n

(
un −

∫ b
a
f(t)dt

)
(1) Étudier la limite de vn (hint : on pourra introduire une primitive de f)
(2) En supposant f de classe C2, trouver le développement limité de un à trois termes.

Soient 0 < a < b et, pour ε > 0, on pose Pε = (X − a)(b−X) + εX3. Pour ε > 0, on note x1(ε), x2(ε), x3(ε) les racines de Pε.
On admet que x1(ε), x2(ε) et x3(ε) sont réelles. On suppose x1(ε) ≤ x2(ε) ≤ x3(ε), et on admet que x1, x2, x3 sont de classe C2.
(1) Montrer que, pour ε > 0 assez petit, x1(ε) < x2(ε) < x3(ε)
(2) Donner les développements asymptotiques de x1, x2 et x3 en 0, arrêtés en O

(
ε2
)

Pour n ∈ N, on pose In =
∫ π/2
0

(sin t)
n
dt

(1) Montrer que ∀n ≥ 2, In = n−1
n In−2

(2) Montrer que In ∼ In+1

(3) En déduire un équivalent de In (hint : regarder la suite (nInIn−1)n)

Donner le développement limité de (1 + x)1/x à l'ordre 3 en 0.

Donner le développement limité de
√
3 + cosx à l'ordre 3 en 0.

Donner un équivalent de 2
√
n−
√
n+ 1−

√
n− 1

Soient a, b > 1, trouver la limite de
(

n
√
a+

n√
b

2

)n
(1) Montrer que l'équation tanx = x admet une unique solution sur ]nπ − π/2, nπ + π/2[ (n ∈ N)
(2) Trouver une relation entre xn et arctanxn
(3) En déduire le développement limité de xn à deux termes (en fonction de n)
(4) En déduire le développement limité de xn à quatre termes.

Trouver a, b ∈ R tel que cosx− 1+ax2

1+bx2 soit un o(xn) en 0 avec n maximal

Soit un =
(

ln(n+1
lnn

)n
. Calculer l = limun, puis donner un équivalent de un − l

Soit (un)n dé�nie par : u1 = 1, u2 = u3 = 2, u4 = u5 = u6 = 3, . . . . Donner un équivalent de un.

(1) Soit (vn)n une suite qui converge vers l ∈ R. Étudier la convergence de 1
n

∑n−1
k=0 vk

(2) On dé�nit (un)n par : u0 > 0 et un+1 = un + 1
un

. Donner un équivalent de un (hint : on pourra s'intéresser à u2n)
(3) On dé�nit (un)n par :u0 ∈ R et un+1 = un + e−un . Donner un équivalent de un (hint : on pourra s'intéresser à eun)

Soit Pn = Xn +Xn−1 + 2X − 1 (n ≥ 2)
(1) Montrer que ∀n ≥ 2,∃!xn > 0, Pn(xn) = xn
(2) Montrer que (xn)n est croissante et converge vers 1.
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