Exercice 1. Soit f : I — R de classe C? sur I'intervalle I, et soit a un réel dans I'intérieur de I, tel que f’(a) = 0 et f”(a) # 0. Montrer
que a est un extremum local de f. Donner un contre-exemple si f”(a) = 0.

Exercice 2. Soit f dérivable en a. Calculer %in%w (ot f2 est la fonction f2(z) = (f(z))?)
—

Exercice 3. Soit f : R — R dérivable. Calculer hr% W
€Tr—

Exercice 4. Soit f : z € R* + sin(1/z). Existe-t-il un prolongement de f continue sur R ? Si oui, est-il dérivable, C! ? Méme question
avec f(z) = z?sin(1/x). f(z) = 2%sin(1/x) admet-elle un DL en 07 Si oui, jusqu’a quel ordre ?

Exercice 5.
1) Montrer que Vo € R, |sinz — x| < |z|>/6
2) Calculer 3 sin(k/n?)

lim
n—+o0 7

Exercice 6. Soit f : R — R de classe C? et a € R.
1) Calculer lim Lleth)+f(a=h)=2/(a)
h—0 h

2) Calculer lim £lath)/(a-h)=2/(a)
h—0 h*

Exercice 7.
1) Montrer que Vo > —1,In(1+z) <=z
2) On pose H, =Y ;_, 1/k, u,, = H,, — Inn et v, = u,, — 1/n. Montrer que (uy), et (v,), sont adjacentes
3) En déduire le développement asymptotique de H,, & deux termes. (hint : que pouvez-vous dire de H,, — Inn)

Exercice 8. Soit f :[0,1] — R continue telle que f(z) =z — az® + % (z*) ot a>0et > 1.
>
1) Montrer qu’il existe n > 0 tel que Va €]0,n[, f(z) < z
2) Trouver 3 € R tel que f(z)” —2” admet une limite non-nulle en 0 (hint : on pourra écrire f(z)? = 2 (1 — az®~! + z“fle(x))ﬁ)
3) Soit (un), définie par ug € [0,7n] et upy1 = f(uy,). Trouver un équivalent de w,, (on admettra que si une suite (v,), converge

. 1 n—1 .
vers une limite [, alors - >, — vy converge aussi vers /)

Exercice 9. Donner le développement limité de (1 + x)'/* a I’ordre 2 en 0

Exercice 10. Donner le développement limité de v/3 + cosz & I’ordre 3 en 0

Exercice 11. Donner un équivalent de 2¢/n — vn+1—+/n —1

na+%)n
2

Exercice 12. Soient a,b > 1, calculer la limite de (

Exercice 13. On admet que I’équation tanz = x admet une unique solution x,, sur |nm — 7/2,nm + 7/2[
0) Donner le DL de arctan en 0 & l’ordre 2, en déduire en équivalent.
1) Trouver une relation entre x,, et arctan .,
2) En déduire le développement limité de xz,, & deux termes (en fonction de n)
3) En déduire le développement limité de x,, & trois termes (hint : on rappelle que Vx > 0, arctan z + arctan(1/x) = 7/2)



n+1
n

Exercice 14. Soit u,, = ( )n Calculer [ = lim u,,, puis donner un équivalent de u,, — [.

Exercice 15. Soit (u, ), définie par u; = 1,us = uz = 2,u4 = us = ug = 3,. ...
1) Montrer que u,, tend vers 'infini.
2) Donner un équivalent de u,,.

Exercice 16.
1) Soit (vy), une suite qui converge vers | € R. Etudier la convergence de - Z;S Vg
2) On définit (u,), par ug > 0 et u,+1 = up + 1/u,. Donner un équivalent de u, (hint : on pourra s’intéresser a u2)
3) On définit (uy,), par ug € R et up41 = uy, + e *». Donner un équivalent de u,, (hint : on pourra s’intéresser a e*»)

Exercice 17. Déterminer la limite de (3 Y2 -2 {L/g)n

Exercice 18. Soit f : R — R dérivable et lipschitzienne.
1) Montrer que A :=inf{C >0 : Vz,y € R,|f(x) — f(y)| < Clz — y|} est bien définie et vérifie |f(z) — f(y)| < Az — y|
2) Montrer que ||f/||co < A
3) Montrer que ||f/||cc = A

Correction de ’exercice 1. f(a) # 0. Quitte a changer f en —f, on peut supposer que f”(a) > 0. Par continuité de f” en q, il
existe 7 > 0 tel que pour tout h €] — n,n|, f”(a + h) > 0. Par l’égalité de Taylor-Lagrange, on a pour tout h €] — n,n| :

2
Flath) =f(a) + hr'(a) + o 1 (02) o B €la — .0+ 1

2
Zfll(eh)

Autrement dit, a est un minimum local de f. Un contre-exemple simple est donné par f(z) = 2% et a = 0.

Correction de I’exercice 2. Notons g = f2, on sait que g est dérivable en a, et que ¢'(a) = 2f(a)f'(a)

f?(a+3h) — f?(a—h) _gla+3h) —gla—h)

h B h
_gla+3h) —g(a) gla—h)—g(a)
h h
_q9(a+3h) —g(a)  gla—h)—g(a)
=3 3h + —h

—3¢'(a) + ¢'(a) = 4¢'(a) = 8f(a) f'(a)

Correction de ’exercice 3.

L f@0) = £(0)  f(z) - $(0)
2x T



Correction de I’exercice 4. f(z) = sin(1/z). Soit z,, = (n7+m/2)~!, x,, converge vers 0 et f(z,) = (—1)", donc f(z,) ne converge
pas. Cela implique que f ne peut pas admettre de limite en 0, et donc on ne peut pas prolonger f par continuité en 0.

f(x) = 2?sin(1/x). On sait que pour tout u € R, on a —1 < sinu < 1. Donc Vo € R, —2? < f(z) < 22 Par le théoréme des
gendarmes, on sait que f tend vers 0 en 0. Donc f est prolongeable par continuité en 0 en posant f(0) = 0. Par ailleurs il est clair
que f est dérivable sur R* et que Vx # 0, f'(z) = 2z sin(1/x) — cosx. De plus M f(x) = zsin(1/x) tend vers 0. Donc f est
dérivable en 0 et f’(0) = 0. Donc f dérivable sur R, mais f n’est pas C! (car f' n est pas contlnue en 0)

Correction de ’exercice 5.
1) D’aprés l'égalité de Taylor-Lagrange, pour tout x € [0, 7/2], il existe 8, € [0,7/2] tel que

24
smx*xfx?’/GJr Y sin(f,) >z —23/6

De méme, en allant & ’ordre 5, on a :

6
sine =x — 2°/6 + 2°/120 — %bln((ﬁL) <x—x%/6+2°/120

2) Siz€0,1],onasine —x > —23/6 > —23 et sinz — 2z < —23/6 + 2°/120 < —23/6 + 23/120 < 0

3) Sopoasin(k/n?) =Y k/n? 4+ >0, (sin(k/n?) — k/n?) = %L+ e, on g, = Y, (sin(k/n?) — k/n?). On sait que &, tend
vers 0 puisque |e,| < Y, . [sin(k/n?) —k/n?| <370, (k:/n2)3 <Y r_,1/n3 (en majorant grossiérement k/n? par 1/n), donc
en, < 1/n? tend vers 0. On sait alors que Y _,_, sin(k/n?) tend vers 1/2.

Correction de ’exercice 6.
1) Comme (cf formule de Taylor-Young) f(a + h) = f(a) + hf'(a) + o(h) et f(a —h) = f(a) — hf'(a) + o(h), on sait que
f(a+h)+f(z_h)_2f(a) = 0(1) ie tend vers 0 quand h tend vers 0
2) On utilise la formule de Taylor-Young a 1 ordre 2: fla+h)= fla)+hf'(a) + h;f”(a) +o(h?) et f(a—h) = f(a) — hf'(a) +
h—;f”(a) + o(h?). Donc (a+h)+f(a h)= = f"(a) + o(1) ie tend vers f”(a) quand h tend vers 0

Correction de ’exercice 7.

1) Par I’égalité de Taylor-Lagrange appliquée & f(z) = In(1+x) en 0, on aln(l4+z) = x—””—; X (1+9 jz pour un certain 6, €]-1,+o0l.
D'ou f(x) <=z

2) Upg1 — Uy = n—H +lnn—-Inn+1) = m + In (1 — H—H) < n%rl — %H = 0, donc (uy), est décroissante. v,11 — v, =
Unt1 — Un + 2 — n%rl =-In(1+1)+1>0,donc (v,), est croissante. Et u, — v, = 1/n tend bien vers 0.

3) onawv, < H,—Ilnn < u,, et comme (u,), et (v,), sont adjacentes, on sait qu’elles ont une limite commune 7 (dont on
cherche pas a calculer la valeur), et donc par le théoréme des gendarmes, on sait que H,, — lnn converge vers -y, autrement dit
H,=lnn+~vy+o0(1)

Correction de ’exercice 8. On peut écrire f(z) = 2 — az® + x%e(x) ou e(x) tend vers 0 quand z tend vers 0.

1) f(z) —x =2%(—a+ e(z)). Comme e(x) tend vers 0 quand z tend vers 0, on sait qu’il existe 7 > 0 tel que pour tout = €]0, 7|,
e(x) < a, en particulier f(z) —z <0

2) f(z) =z (1—az*"' +2° le(z)), donc f(z)? =2 (1 - Baz*~' + 0 (2271)) = 2P — aBa®+P~1 4 0 (2*FF~1). Autrement dit
f(x)? — 28 = —aB2tP~1 40 (acaJrB*l), il faut donc prendre g tel que o+ g — 1 =0, c’est-a-dire § =1 — «

3) La suite (uy )y est décroissante (cf question 1)) et positive, donc converge vers le seul point fixe de f (par continuité de f) qui
est O (cf question 1)). Comme (uy), converge vers 0, on sait d’aprés la question 2), que ufﬂ —uf converge vers —af = a(a—1).
D’aprés lindication, + Z:é uf 41— uf converge aussi vers a(a — 1), et comme la somme précédente est télescopique, on sait

’'n

u?
que “= converge vers a(a — 1), d’olt u, est équivalent & (na(a —1))*/? = (na(a — 1))ﬁ



Correction de P’exercice 9.

(1 +x)1/x —e 2 In(1+4x)
_e;(a: z2 /242> /34+0(2?))
:el—x/2+z2/3+o(12)

=e (1 —2/2+2°/3+ o(z®) + 2* /4 + o(z?))

<1 —x/2+ %x > + o(2?)

Correction de ’exercice 10.

V3 +cosz=(4—2%/2+ of x‘g))l/2
=2 (1+2%/8 + 0(1"3))1/2
=2 (14 2%/16 + o(z%))
=2+ 2%/8 + o(2®)

Correction de 1’exercice 11.
2V~ vVt 1—vi—1 —m(
0 (2 Foll/n) ~ (1 o+ 0(1/n))>

=vn (i +o(1/n)>
=1/vn+o(l/vn)~1/vn

- 1—|—1/n W2 (1 —1/n)1/2)

Correction de ’exercice 12.

lna/n 4 6lnb/n>

()

-(*
<1 +Ina/n+1 +21nb/n+o(1/n))

Ina+1Inb "
14 200 o0
(1+ 2252 o1/

o o (ML 1)
o (B )

_>€1n(ab)/2 _ /ab

Correction de 1’exercice 13.
1) x, = tanz, = tan(x, — nm), comme xz, — nw €] — 7/2,7/2[, on a arctanxz, = arctantan(z, — nw) = z, — nw. Donc
T, = nm + arctan x,,
2) z, > nmw — /2, donc z, tend vers I'infini, et arctan z,, tend vers 7/2. On sait alors que z,, = nm + 7/2 + o(1)
3) On sait que arctanz, + arctan(l/x,) = =/2. De plus, arctanz,, = =z, — nr et arctan(l/z,) ~ 1/x, ~ 1/(nr), donc
arctan(1/z,) = 1/(nm)+0(1/n), et on a finalement x,, —nw+1/(n7)+0(1/n) = 7/2, autrement dit x, = nw+7/2— - +0(1/n)



Correction de P’exercice 14. u, = enIn(+1/n) — en(l/nto(l/n)) — ¢l+o(1) 4 ¢ De plus on peut écrire u, — e = ™0 +1/m)-1 —

. 1 . . 1
enIn(1/n=1/(2n%)+o(1/n*)=1 — g=g5+0(1/n) Puisque (u, — e)ezn tend vers 1, on sait que u, — e est équivalent a e~ 2= (ATTENTION
les équivalents ne se conservent pas par passage a Iexponentiel !!!!)

Correction de l’exercice 15. Soit S, = > ;_ k = @ Par définition de (uy),, on sait que pour tout n > 1, pour tout

Sn <k<Spp1—1,up =n.
1) Pour tout N > 1 quelconque, on a pour tout k > Sn,uy > ug, = N. Cela montre que u,, tend vers linfini.
2) Soit k > 1, considérons entier ny tel que Sy, < k < Sy, +1—1, en fait ny = ug. On a donc ug(ug+1) < 2k < (up+1)(ur+2)—

d’onl i, comme uy, tend vers Uinfini (cf question 1), on sait que 21% tend vers 1 (cf théoréme
k

des gendarmes), autrement dit u? est équivalent a 2k, d’olt uy, ~ V/2k

Correction de ’exercice 16.
1) Soit & > 0 fixé, considérons n. tel que Vn > ng, v, — ] < e. On écrit Zk ok — 1| < = Zk Lo =1 = 1 Z"E_l lvg — 1] +

LS |vk I| < ZeM+2=ne=Le < "= M te pour une certaine constante M indépendante de n et e. Donc Zk;o v — 1| < 2¢

pour 7 assez grand, ce qui prouve que - Zk:o v converge vers .

2) Déja, upy1 = up+1/u, > uy, donc u, est croissante, donc admet une limite. Si cette limite [ était finie, elle vérifierait | = [+1/1,
iel/l=0 ce qui serait absurde, donc u,, tend vers I'infini.
Soit v, = w2, alors v,41 = vy, + 1/v, + 2. Comme v, tend vers linfini (car w, tend vers l'infini), on a v,11 — v, =2+ 1/v,
tend vers 2. D aprés la question 1), on sait alors que -+ Zk O(vk“ — v;) tend vers 2, et par télescopage on sait alors que %
tend vers 2. Donc v,, ~ 2n, et u, ~ v2n

3) Pour les mémes raisons que précédemment, wu,, tend vers l'infini. Donc v,, = €~ aussi, et on a v, 11 = etnt1/vn — 4 el/vn Donc
Ung1 — Up = Uy (€% — 1) = v,,(1/vy, + 0(1/v)) = 1+ o(1). Donc v, 41 — vy, tend vers 1, donc %Z’Z;é(’l}k+1 — v) tend aussi
vers 1, et “= tend vers 1. Autrement dit, on sait que v, = n + o(n). On a donc u,, = In(n +o(n)) = Inn +In(1 + o(1)) ~ Inn
(ATTENTION en général la composition & gauche des fonctions ne préserve pas les équivalents ! !!1)

Correction de ’exercice 17.

(3{75 2<f) = (3x 21"~ 2 31/")
<3eln2/n _ 1n3/n)n
=B(1+Wn2/n+o0(1/n)) —2(1+In3/n+o(1/n))"
=(1+3n2/n—2In3/n+ o(1/n))"
:en1n(1+31n2/n—21n3/n+o(1/n))

— €

_ . 2°
:631n2 21In3+0(1) 3In2 21n3:7:8/9
n—»00 32

Correction de ’exercice 18.
1) L’ensemble est non-vide et minorée par 0, donc la borne inférieure A > 0 existe. Par ailleurs, il existe une suite A, d’éléments
de I’ensemble tel que A, converge vers A. On sait alors que, pour tout z,y € R,

If(x) = f(W)] < Anlz —yl.

1l suffit alors de passer & la limite dans 1’inégalité ci-dessus.
2) Pour tout x # y, )%z(y)‘ < A. En faisant tendre y vers x, on obtient |f’'(z)| < A, et ceci est vrai quelque soit = € R.

3) D’aprés I'inégalité des accroissements finis, pour tout z,y € R, |f(z) — f(y)| < ||/ |||z — y|, ce qui implique que A < |[|f’]|s0
(par définition de \)



